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Guia 5 - Espinores de Dirac

Sabemos como transforma un vector ante una transformacién de Lorentz A. ;jPero céomo
transforma un espinor ¢? Empecemos repasando cosas que sabemos del grupo de Lorentz.

GRUPO DE LORENTZ

Representacion Espacial

De relatividad especial sabemos que la velocidad de la luz es invariante para cualquier obser-
vador, lo que se cumple si (en notaciéon matricial)

ds?* = ds”? < XX =X"'nX (1)

con Xt = (t,x,y,2) (c=1) y n = diag(l,—1,—1,—1) es la métrica de Minkoswki. Ante una
transformacion de Lorentz (TL) X’ = A.X esto implica que

Grupo de Lorentz

Esta ecuaciéon por si sola determina un grupo. En nuestro caso la hallamos representando al
grupo por matrices reales de 4x4: A.

El dlgebra del grupo lo podemos obtener exponenciando y considerando transformaciones
infinitesimales A = e®* ~ 1 4+ aA. Como n es su propia inversa tenemos que

(14 aA").n.(1+ah) ~ g+ a(A.n+nA) =y
& A= —n.A"n (3)

Para una matriz genérica A de componentes A* muestren que esto implica

0 AL Ay A,
e g
A —AL 0 A
A0 AL _A2 0

A —

Hay 6 grados de libertad: 3 Rotaciones + 3 Boost !



Los boost mezclan las componentes temporales y espaciales, asi que corresponden a la parte
simétrica de la matriz, mientras que las rotaciones mezclan sélo componentes espaciales y
corresponden a la parte antisimétrica. Podemos encontrar los generadores descomponiendo la
matriz en una base. Por cuestiones puramente convencionales de coémo se suele deducir esto en
la literatura, donde parten de (3) pero usando que (n.A) = —(n.A)" es antisimétrica y definen
W = n.A, definamos en cambio

0 won  wo2  wos

wor 0 —wi2 —wis

A = (5)
Wo2 W12 0 —Ww23
Wo3 Wiz Was3 0

donde le cambié el signo a las componentes puramente espaciales. Descomponiendo

0100 00 0 0
1000 00 -1 0
A=wolyg oo ol T92|g1 o ol (6)
000 0 00 0 0
= MO1 :?Mrm

Llamemos a estos generadores M, con i < v (notar que u,v etiquetan a la matriz, no son
sus indices!). Para utilizar la convencién de Einstein (indice repetido se suma), extendamos

la cantidad de matrices y parametros definiendo a M y w como antisimétricos: M"* = —M* y
Wy = —w,. Con esto podemos definir la notacién (el o se puede reabsorber en los w,,,)

= Lo A = ez 7

= §WW = = ¢ (7)

para una transformacion general de Lorentz.

Dadas las matrices (M*)? = ntP§" —nPok el dlgebra del grupo, dado por la Ec. (3), puede
escribirse en términos de los conmutadores como

Algebra de Lorentz

(MM MP?) = P MM — P MY + ' MYP — " M*° (8)




Fisicamente, los pardmetros w,, tienen que estar relacionados con los grados de libertad de
rotaciones y boosts (dngulos y velocidades), mientras que los generadores M* espaciales se
deben reducir a los generadores de rotacién que ya conocemos. Sabemos como son las matrices
de rotacién y boost. Comparando ambas expresiones infinitesimalmente para una rotacién en
3y un boost en 1

( 00 0 0
€%w12M12+%w21M21 _ ew12M12 ~ ]]- + w12 0 0 _1 O = :[]_ + w12[]‘/|12
01 0 O
00 0 O
ROT ¢ 9)
1 0 0 0 00 0 O
0 cosfl3 —sinf; O 00 -1 0
Ry = ~ 1+6 = 1+ 651
’ 0 sinf3 cosf3 O To1 0 o i
L 0 0 0 0 00 0 O
entonces wis = 03 y M2 = L. Para los boosts
( 0100
e%meOI—&-%wwa _ ewole ~ 1+ wy 1000 =1 —i—meOl
0000
0000
BOOST (10)
v —vB; 0 0 0100
-5 v 00 1000
B, = ~ 1 — = 1- 5K
' 0 0 00 P00 0 0 Ak
\ 0 0 00 0000
y de aca uno concluiria rapido que wy; = —f;. Pero resulta que eso esta mal.

Miremos la transformacién completa, donde un boost general lo escribimos como una sucesién
de n boosts de velocidad & /n. Muestren que (ejercicio 9.c)



coshwg, sinhwg 0 0
wo 0L i‘é (wor MOL)™ sinhwg; coshwy 0 0
(& = _—_—
n=0 n! 0 0 0 0
0 0 0 0
BOOST (11)
v =B 00
— 0 0 "
B, = 751 i = lim (]].— é[Kl) = ¢ 8k
0 0O 00 n—00 n
L 0 0 00
y por lo tanto wy, = —& y MY = Ky, con

e cosh& =1, e sinh& =0, e tanh¢& = f3, e cosh&? —sinh& =1v  (12)

La linea inferior nos cuenta que hacer n boosts sucesivos de velocidad &;/n no da un boost de
velocidad &7, sino 7 = tanh ;.

Esto se debe a la ley de adicion de velocidades relativistas, que no es simplemente sumar
velocidades, ya que sino podria pasarme de la velocidad de la luz. La ley dice que al hacer dos
boost sucesivos, la velocidad resultante es

B+ B2
1+ B152

Lo que si se adiciona es este parametro tanh & = 3, llamado rapidez.

= = tanh{ = tanh(§1+ &) = €= 6+ & (13)

Haciendo este ejercicio en todas las direcciones, identificamos (omitiendo la doble raya para
la notacién matricial)

Ky =M" & = —Wwoi (14)
Li = Eijijk/2 7 91 = eijkwjk/2

que cumplen las reglas de conmutacién
oLy, Lj] = euly, , o[Ky Kj] = —ejeln ,  [Li, K] = €nKy (15)

Las rotaciones son cerradas (devuelven otra rotacién) y forman un subgrupo. En cambio los
boosts se mezclan; hacer 2 boosts me da una combinacién entre rotar y hacer un boost. Asi
que para formar el grupo completo de Lorentz necesito de ambos.

Notar el signo menos en la segunda ecuacion! Mientras que 0 < 6 < 2w, para los boosts el
grupo es no compacto: si —1 < f < 1 entonces —oo < ¢ < 00. Estas transformaciones no son
unitarias.



Grupo de Lorentz: Representacion Espacial

A = G%W;LVM‘W = 6_%“)!“"]“” = 0. _g — AtnA =7 (16)

Los generadores cumplen

(MM MP) = P MM — g MY + ' MYP — " M*°

Separandolos en generadores de rotaciones y boosts

K; = M" i = —woi
. Je= N
Li = GijkMJ /2 91 = ez-jkwjk/Z

000 0 0 0 00 00 0 0
000 0 00 01 00 —1 0

— 23— s — A2 —
cLi=M7=1¢00 -1 *f2="4 0 0 0o =¥ 01 0 0
001 0 0 -1 0 0 00 0 0
0100 0010 0001
1000 0000 0000

_ Ag01 __ — Aq02 __ _ Aq03 _
cB=MT=140 00| =M= 000 *B=M"=10000
0000 0000 1000

o [Li,L;] = eyuly , o[Ki,Kj| = —eily , [Li, Kj] = €Ky

Una rotaciéon o boost general vienen dados por

Ar =1 +sin0(7.L) 4 (1 — cos0)(n.L)>2

Ap =1 —sinh&(A.K) + (cosh & — 1) (. K)?




Representacion Espinorial

Vieron en la tedrica que si transformamos un espinor ¢'(z') = Sy¢(z), la ecuacién de Dirac
mantiene su forma (es covariante) si

Sylat Sy = ALy (17)

Como S\ representa una transformacion de Lorentz, debe tener la forma vista anteriormente,
aunque sea con otros generadores. Elijamos la forma

i

SA = e 2wa52aﬁ (18)
donde los pardmetros fisicos w,s se identifican con 6 y £ como antes, ver Ec. (14). Tenemos que
encontrar la nueva representacion de los generadores para este espacio vectorial espinorial.

Haciendo transformaciones infinitesimales de Sy >~ 1—wasX*? /2y A¥ =~ 6~ +w,5(MP)- /2,
reemplazando en la condicién (17) se puede mostrar que

28 = 10" ) (19)

Estos generadores efectivamente satisfacen las reglas de conmutacién (3) (ajustar factor i) del
algebra de Lorentz!

La deduccion hasta ahora fue intuitiva, partiendo de bases fisicas llegamos a la ecuacién del
grupo de Lorentz (2) con matrices A reales de 4x4. Pero podriamos pensar al revés: el grupo de
Lorentz esté definido por la Ec. (2), con A un objeto cualquiera que satisfaga la ecuacién. Lo
mismo con su algebra (3). Ahora, hay muchos objetos que satisfacen esas relaciones: constituyen
distintas representaciones. Recién vimos dos casos especificos de representaciones que cumplen
esas relaciones: la espacial (o vectorial) —matrices 4x4 aplicadas sobre cuadrivectores z#— y la
espinorial —matrices de 4x4 aplicadas sobre campos ().

Otra representaciéon podria ser la trivial: M* =0 — A = 1 satisfacen las ecuaciones (3) y (2),
pudiendo ser nimeros o matrices. Esta es la representacion de los campos escalares de Klein-
Gordon: ante una transformacién de Lorentz, ¢/ (z) = ¢ ().

Otra representacién podria ser la tensorial, formada por el producto tensorial directo de copias
de representaciones vectoriales, donde los generadores y elementos serian matrices de 16x16
A, tal que T'P7 = A’ ‘;,U,Tp/”/ = NN, T 7’ O la representacién adjunta, de matrices de
6x6. Y asi infinito. La teoria de grupos es la encargada de explicarnos como organizar estas
representaciones de los objetos fisicos, partiendo de las simetrias del espacio-tiempo.



Grupo de Lorentz: Representacion Espinorial
Sy = et = m308-la Syttt Sa = ALY (20)

Los generadores cumplen

[E,ul/’ Zpo’] = A (nljpE/_l,O' _ ,r],u,pEI/(f + ,',I,LLUEI/p _ nl/o‘zup)
Una rotacion general viene dada por
ii €k (0 O\ _ €k _igs e_%g"? 0
D = 23, — Sg= = Co
2 < 0 O'k) 2 K & € 0 e300

donde recordemos que e~ %%/ = cos(0/2) — i 7.5 sin(6/2).

Un boost general viene dado por

i (0 o5\ _ i _ L Em cosh(&/2) —n.d sinh(£/2)
2 = §<0i (D> =% Sg = enzid = (—ﬁ.&' sinh(&/2) cosh(&/2) )

Separando los generadores de rotaciones y boosts

Ki=3%%=4a;/2 & = —woi
Si = eijkEjk/2 = 21/2 ’ 92 = eijkwjk/Q

0[S, S;] = ieSe , o[K,K;] = —ieijwSe ., [5,Kj] = €Kk

Paridad : P!, = = 0%, -8, = Sp =4°




SPIN EN ESPINORES

Recién vimos que en el espacio de Dirac las rotaciones intrinsecas (osea sobre el campo v,
en contraste con rotaciones espaciales sobre la dependencia espacial x del campo) se escriben
como una suma de directa de rotaciones e~2%7 que son las rotaciones de spin que vimos en
Tedrica 2 para el caso no-relativista. Esto da una primera pista de la ecuacion de Dirac y sus

soluciones ya contienen spin, no como en la ec. de Schrodinger que se lo agregdbamos aparte.

Es mads, los generadores de rotacién S; = 3;/2 satisfacen las mismas reglas de conmutacién
que las matrices de spin de SU(2) (J; = 0;/2): [S;, S;] = i€ Sk.

Para verlo sobre las soluciones mismas, consideremos las soluciones en reposo (p'= 0)

¢(1) _ e—z’mt

_ o O O
—
[\
—
~—

o O O

Aunque (1)-(2) y (3)-(4) estan degeneradas en energia (+m y —m), los puedo distinguir
mediante el mismo operador S, = 3, /2
1 Sz ¢(173) — —|—l w(lvg)
(UZ ®> = 2 (22)

S. = =
2\0 o, S, = 1y

Es decir, representan particulas y antiparticulas con s, = +1/2.

Para terminar de convencerse esta el ejercicio 7.b, sobre la conservacién del momento angular.
Alli tienen que mostrar que el momento angular orbital L, = (¥ X p); = €;,rj(—i0x) no se
conserva porque no conmuta con el Hamiltoniano (Hy = i0,))

(ML) = -@xV = —i@xp (23)
Guiado por lo anterior, si probamos con el spin definido como S=3% /2 podemos chequear que

tampoco se conserva. Sin embargo el momento angular total de la particula, dado por la suma
de su parte orbital mas spin, si se conserva:

Conservaciéon de momento angular total

Helicidad: Aunque el spin no se conserva, la helicidad si

po | DMy

h=Jp= (ExpPhP+5Sp=25p=2=0p=cte (25)



TRANSFORMACIONES ESPINORIALES

Armados con las transformaciones de Lorentz espaciales ' = A* x¥ y espinoriales ¢/ = Sy
tal que SXW“SA = A" 4", podemos construirnos objetos espinoriales que transformen como
escalares, cuadrivectores, etc. Esto es lo que pide justamente el ejercicio 11.

(a) Probar que ST¢°? = 4051

Dagueando la condicién (17) y usando que (A*)T = A*, porque son nimeros reales (no estoy
dagueando una matriz, sino sus componentes) junto con la propiedad (y#)" = 4%9#4° tenemos

(S71S)T = (M) & ST %S = A% a0y (26)
Multiplicando a izquierda y derecha por «° y usando que (7°)? =1
ST (ST = Ay = SIS (27)

Igualando componente a componente a la derecha e izquierda del v* probamos lo pedido.

(b) Usando (a), el campo 9 = 9f4° transforma como

Y= = glghy? = ¢ly’sTh = g7 (28)

(c) El escalar de Lorentz no es 1Ty como uno esperarfa, sino
(W) =Yy =SSy = Yy (29)

Yendo a teorfa de campos, 1)f1) ~ N + N estd relacionado con el nimero total de particulas,
que no se conserva. En cambio la diferencia entre el niimero de particulas y antiparticulas,

Yp ~ N — N, si se conserva.

(d) Esperamos que un cuadrivector transforme segin j'# = A* j. Resulta ser que
(M) = Py = P STIARSY = ALY = AL (30)
Aprecien lo ingenioso de la notacion: aunque ¥ no es un cuadrivector y v* es un arreglo de 4

matrices cualquiera, es decir no transforma como un cuadrivector, la combinacién ¥y* si lo
hace. Notar que como 1) = /1% entonces j° = 1.

Extra: ¢3#1) transforma como un tensor antisimétrico.



(QUIRALIDAD

Sabiendo como transforman los campos espinoriales fuimos capaces de construirnos cantidad
bilineares tipo 1 (4 x 4)1 que son covariantes de Lorentz: escalares, cuadrivectores y tensores.
Pero nos faltan dos: pseudo-escalares y cuadrivectores axiales.

Para simplificar la notacién vamos a introducir la siguiente definicion

{y""} =0

5 - 0.1.2_ 3 0 1 5\t 5

V=i =] o) 7 (O =1 (31)
(") =1

Usando que 7° Sp = —Sp +° se puede verificar que las cantidades 1% y 1y#4°1) transforman
como escalares y cuadrivectores pero que ante paridad cambian de signo.

Con esta nueva matriz podemos definir proyectores quirales ‘Right’ y ‘Left’

2 _
Pr, = PrL

— PrP, = PLPr =0 (32)
Pr+ P, =1

y asi separar el espinor de Dirac en sus proyecciones

VY = (Pr+PL)Y = Yr+11 (33)

con autovalores definidos de quiralidad

Yr = Pry Vr = VP YV r = +ir
Y, = Py ’ Y = ¥Pg Vo = =Yg

Si estudiamos su conservacién veremos que
0 —1
o =2 (5 ) (35)

Por lo tanto la quiralidad no se conserva si m # 0, y viceversa.

Veamos como esto afecta la ecuacién de Dirac. Usando las propiedades (32)

0 =(i Y0, — m)y = (i Y0, — m) (Pror + Prr) (36)
= PLiv"0,Yr + Priv" 0y — Prmyr — PLmiy, (37)
= P (iv"0,¢r — mapr) + Pr (i v 0,01 — myr) (38)
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Como proyectan sobre subespacios diferenes, deben anularse por separado, entonces
® O —mipy, =0 & i —mir = 0 (39)

Vemos que el término de masa mezcla quiralidades: la evolucién acopla Left con Right a menos
que m = 0.
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