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1. Repaso

La clase pasada se emepezo a trabajar con la nocién de grupo. La definicién de grupo es un conjunto de elementos G
y una operacién ” x” definida. La operacién es binaria y asociativa. Mas ain, dada la operacidn, el conjunto de elementos

debe tener el neutro e de la misma y para cada elemento a € G debe existir su inverso a~! € G tal que
axa !l =e. (1)
Se habian visto algunos ejemplos particulares, entre ellos
» G =R — {0} y * siendo la multiplicacién.
» O(N)={M/MTM =1}
» SON)={M € O(N)/det(M) =1}
» UN)={M/MIM =1}
» SUN)={M € U(N)/det(M) =1}

También vimos el concepto de dimension del grupo. Esto significaba la cantidad de parametros reales que me deter-
minaban un elemento particular dentro del grupo. Para U(NN) tenemos N? parametros, para SU(N), N? — 1, etc.
Por ejemplo, las matrices del grupo SO(2) se definen con 1 solo pardmetro real. Esto es porque
N(N -1
y para N = 2, vale 1.

Las matrices de SO(2) se pueden escribir como:

cos(f)  sin(h)
(— sin(6) cos(@)) @)

que corresponden a rotaciones de vectores en un plano.
Los otros grupos mencionados también actian sobre distintas representaciones de estado con sus transformaciones
correspondientes.

Teniendo en cuenta la asociacién entre grupo y transformacién, recordemos algunas cositas de Teorica 2.



2. Grupo, algebra y generadores

2.1.
(3)

Ejemplo: Traslaciones lineales
Si uno recuerda. En FT2 se trabajaba con la nocién de generadores de transformaciones. Por ejemplo. Uno puede
(0 no) recordar que el generador de las traslaciones lineales en el eje z de una funcién es el momento p,, donde

T, = e P% = ¢~ s

el segundo igual viene de recordar que p, = %%
Si se le aplica a una funcion esta transformacién, puede ver explicitamente que traslada todo el sistema por una unidad
(4)

de a.
Tof(x) = ™% f(x).

La clave estd en expandir esta exponencial como serie

) o 1 AR 2\’
e %o f(x) = <1 —as- + 5 <a537> T 3! (aax) ) f@)
8f a? 82f a3 83]0 (5)
- 1@ - ot | + 55| - 55|

= f(z—a)
donde en el ultimo igual reconocemos que estamos mirando al polinomio de taylor de f centrado en x evaluado en

Tr — a.

1:

La expresién propuesta en (4) se puede extender a otras transformaciénes, con sus generadores correspondientes.

2.2.

Ejemplo: SU(2)
Para los elementos del grupo SU(2), sus generadores son las matrices de Pauli. Recordando que dim(SU(2)) = 22
3, hace falta solo 3 pardmetros para definir a un elemento del grupo SU(2).

Cada generador tiene su pardmetro asociado (o viceversa) que nos dice cuanto efectuamos esa transformacién dada

por ese generador. Estos 3 generadores de SU(2) pueden describirse con matrices proporcionales a las de Pauli.
1 (1 0 )

1 1(0 1 1 1
S = — = - S = — = —
1 g1 2 (1 0); 2 202 2 (Z 0

2
(6)

tal que
U= e—i0.5 _ —i8.5
S = 1(01,09,03) nuestros 3

g =

N[

donde definimos § = (61, 02,03) nuestros 3 pardmetros de la transformacién y
= (0,6,0).
(7)

)

generadores.
Tomemos la expresién (6) en un caso sencillo, con = (0,6,0)
U#) =e 22

De esta manera, vemos que

nuevamente, expandimos la exponencial
0 1/ 6 \° N 3
o — | —i=0o ..
? 3\ 277

—ifoo — 1 s -
e 1202—1— 91

donde viene bien hacer el calculo auxiliar que
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De esta manera, todos los términos seran proporcional a la identidad o a 2. Hago las cuentas de algunos términos,

me convenzo de cuanto valen los otros, y agrupo términos por las matrices.
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Si comparamos con la matriz genérica que nos mostré Mauricio la clase pasada,

e cos e’ sin
U(e,B.7) ( ™) w))

—e"sin(y) e cos(vy)

se ve directamente que o = 3 = 0 para este casoy v = g.

Me parece haberlos convencido de que dado un grupo de elementos {M }, existe una cierta cantidad de pardmetros o

y sus generadores B; asociados tal que el elemento genérico del grupo de pueda representar como

M = e—iaij (10)

M se llama un elemento del grupo, mientras que los {B;} los empezamos a llamar elementos del algebra.
Por ejemplo, dado las matrices del grupo SU(2), {M}, los elementos del dlgebra de su(2) son las 3 matrices de Pauli.

Para las matrices del grupo SU(N), habran N2 — 1 generadores o elementos del dlgebra su(N).

3. Accion de los elementos del algebra

Consideremos una matriz M de un grupo donde actua sobre vectores e; y e tal que

M(el) = €9, M(eg) = —€1

Veamos como actuan los elementos de grupo M y los elementos del dlgebra B a un sistema de tipo 2 ® 2, donde cada

sistema puede tomar los estados e; o es. Los estados posibles son

w1, =e1 ey
’U.)2:61®62
w3 = €3 @ ey

Wy = €9 R eg.

Ante cualquiera de estos estado ligados, o una superposicion de ellos, consideramos un operador M tal que

M(€1 ® 62) = M(Cl) ® M(EQ) = —ey®eq (12)

opera sobre cada vector por separado al mismo tiempo. Esto es como pensar que, si roto un sistema de dos vectores,

el resultado son los dos vectores rotados por igual.



Ahora veamos como actuan los elementos del dlgebra sobre los estados. Sin perdida de generalidad, tomemos un solo

generador tal que

M =B, (13)

Partiendo de (12)

M(e1 ® es) = M(ey) @ M(es)

, , (14)
_ efchel ® 67104362.

Si consideramos una transformacion infinitesimal, donde a@ < 1, podemos aproximar a primer orden la transformacion.

e Be; @ e Bey x (14 iaB)e; @ (1 + iaB)ey

si distribuimos y agrupamos por ordenes de «.

(1+iaB)e; ® (1 4+iaB)ey = e1 ® eg + ia(Bey ® g + €1 ® Beg) + 0(a?) (15)

es decir que, a orden infinitesimal, los elementos del grupo actiian en un sistema ligado aplicando la regla de Leibnitz.
Una vez hecho todo el repaso general de los elementos del dlgebra, veamos particularmente el caso del grupo de SU(N)

y su algebra asociada.

4. Aalgebra de su(N)

Ahora vamos a analizar especificamente el dlgebra de su(N), las propiedades que tienen y algunos casos particulares
para N = 2,3.
4.1. Propiedades

Conociendo las propiedades del los elementos del grupo SU(N), veamos como se traducen a los elementos del dlgebra.
Recordamos que
SU(N) = {M/M'M = I,det(M) = 1}.

Es decir que tenemos dos propiedades a chequear. ;Como influye en los elementos del algebra que M sea unitaria? y
jcomo afecta que tenga determinante 17.

Para la primera propiedad, veamos que
MM =1 <= M'=M""

Reemplazando M = e~ **B | tenemos

es decir que

es hermitica.

En la segunda propiedad, necesitamos la propiedad de matrices

det(e?) = e(tr(A)



Censiderando esto, dado que
det(M) =1,
llegamos a que
det(M) = det(e7B) = ¢7t(B) = 1 «— #7(B) =0

Para resumir, las propiedades de los elementos del grupo SU(N) se traduce a que los elementos del dlgebra su(N) son
hermiticos y tienen una traza nula.

Los N? — 1 generadores del dlgebra de su(N) forman una base para construir todo elemento del algebra. Con los
elementos de la base ¢;, i = 1,2,... N2 — 1 se construyen todos los otros elementos con una combinacion lineal. M4s

aun, estos elementos de la base cumplen con una regla de conmutacién de la forma

donde f1,,, se llama la constante de estructura. Se ve que el conmutador de dos elementos de la base se puede
representar como una combinacion lineal de todos los elementos de la base, definida por las constantes de estructura fi,,-

Ahora veamos dos casos especificos de este algebra, para N =2y N = 3.

4.2. Algebra su(2)

Los elementos del dlgebra su(2) se pueden describir con la base de las matrices

Si:% i=1,2,3.

Las matrices de Pauli cumplen ser hermiticas y de traza nula, lo cual también se cumple para las {S;}. Ademas, los

elementos de la base cumplen las reglas de conmutacién ya conocidas de las matrices de Pauli

[Si, Sj] = 2i€i51 Sk, fijk = €ijk
Estas matrices las conocemos de haber trabajado ya con spin e isospin. Asi que podemos recordar con facilidad como

actuan en estados de tipo p, n representados con los vectores

1 0
0) '\1)"
Existe también una base de generadores conveniente para actuar sobre los estados p,n, que son los elementos

Ss, Sy =51=£1S,

1
0 0 1 0

Vemos que S3 contiene los autovalores de proyeccion de isospin de los estados p, n respectivamente y las matrices Sy

con

me permiten transformar un estado a otro, donde

Sin=p, S_.n=0 (17)

Sip=0, S_p=n (18)

la accion de estas dos matrices en los estados con autovalores dados por S3 se puede visualizar en un gréfico como el

siguiente



Figura 1: Visualizacién de las acciénes de los distintos elementos del dlgebra de su(2), para los estados p,n

4.3. algebra su(3)

Con el &lgebra de su(2) bien caracterizada, podemos extender facilmente al dlgebra de su(3).
Para el dlgebra de su(3) necesitamos 32 — 1 = 8 elementos de la base, lo que vamos a llamar las matrices de Gell-Mann.

Estas matrices tienen una analogia muy fuerte con las de Pauli.

010 0 —i 0 1 0 0
M= 100 =i 0 0 A=10 -1 0
00O 0 0 0 0 0 O

0 00

0 00

1 i 0

01 i
Ay = 00| A= 0
00 0

00 0 00 0 L [10 0

As=1 0 0 1 AM=100 —i AM=—] 01 0

010 0 i 0 v3\o 0 2

noten que las matrices A 2 3 se pueden pensar como las matrices de pauli y una tercera columna y fila llena de ceros.
Esto tambien se extiende para las matrices Ay 56,7

El ejercicio 2) de la guia nos pide que probemos que sean hermiticas y de traza nula, se los dejo para que se convenzan,
y por otro lado pide que, tal como se tiene la terna en su(2) por las matrices de Pauli, encontremos 3 ternas determinadas
por las reglas de conmutacion de (16).

A primera vista, por el paralelismo directo entre A; 23 y 01,23, encontramos facilmente la primera terna.

Existen dos ternas mas a encontrar. La pista que nos dan son 2 elementos de cada terna. Con eso, sacamos el tercer
elemento.

Por ejemplo, con la terna de las matrices A4 5 calculamos la tercera matriz.

0 0 1 0 —i 0 —i\ /0 0 1
A, A5] =10 0 0 0 0O|—-10 0 0 0 O
1 0 0/ \s 0 ) 0/ \1 0 O
0 0 —1
= 0O 0O|—-10
0 —1 0 0 14
20 0 0
= 0 O
0 —2



Esta no se asemeja a ninguno de los elementos de la base, pero recordemos que la expresion original dice que el conmu-
tador de dos elementos de la base devuelve una combinacién lineal de los elementos. Lo que tenemos que hacer entonces
es encontrar la combinacion lineal correspondiente que replique esta matriz, y conseguir las constantes de estructura. Si

vemos con cuidado vemos que

0 0 O 5

2t 0 0
,[\/§A8+A3
=92 |2

0 0 —2

donde identifico las constantes de estructura fsi 55 = ? Y fas3 = %
Vamos a ver ahora la accién de los elementos del dlgebra su(3) en los estados de una particula. En la representacion
fundamental se tienen matrices de 3x3 que actian en vectores de 3 dimensiones. Los elementos de la base de vectores se

pasan a llamar u, d, s donde

Tal como se tienen las relaciones (??) y (?7?), se puede construir una nueva base de elementos del dlgebra en su(3)

para actuar sobre u,d,s.
Esta base se compone de los elementos A3, Ag que como ya esta diagonalizada tiene los autovalores de los vectores

u,d,s, y las matrices

A1 A

]i:%
Ay A

Ui:%”’ (19)
Ag £ iA

V:I:ZGTZ?

que operan en los estados u,d,s y los llevan de uno a otro. Calculen explicitamente las matrices y verifiquen que, o

lleva de un estado a otro o el resultado es el vector nulo.

Figura 2: Visualizacién de las acciénes de los distintos elementos del dlgebra de su(3), para los estados u,d, s



