Estadistica en Fisica Experimental (¢ cuatrimestre 2021)

Guia de Problemas N° 4 | Distribuciones multidimensionales — Covarianza y Correlacién

1. Sea X una variable aleatoria con densidad de probabilidad simétrica alrededor de cero. Muestre que X e
Y =X? tienen correlacién nula a pesar de no ser independientes.

2. La suma de dos variables aleatorias con distribucién uniforme da lugar a una variable aleatoria con distribucién
triangular:

(a) Si X e Y son variables independientes con distribucién uniforme en [0,1], halle la distribucién conjunta
gU,V)deU=X+YyV=X-Y.

(b) Tomando la correspondiente distribucién marginal, muestre que U es una variable aleatoria con dis-
tribucién triangular:

t 0<t<1
fut)=4¢ 2—t l<t<?2
0 en otro caso

(c¢) Encuentre la distribucién de V' y determine si U y V son independientes.

2
(d) Calcule la varianza de U via / (t —1)% fy(t)de.
0

(e) Confirme que se obtiene el mismo resultado usando la propiedad Var(a; X; + a2 Xs + ... + ayXn) =
Sy aVar(X,) + 200, L aia; Cov(X, X).

3. La suma de gaussianas es gaussiana:
(a) Probar que si X e Y son variables independientes con distribucién normal de pardmetros (u1,01) y
(p2,02), entonces Z = X +Y es una gaussiana de pardmetros (u1 + pia, /0% + 03 ).

(b) Ahora bien, si la suma de gaussianas es gaussiana, jc6mo es que con la suma de dos gaussianas se
consigue aproximar muy bien una distribucién de Cauchy, que claramente no es gaussiana?

4. Muestre que el cociente Z = X/Y de dos variables independientes con distribucién normal candnica tiene
distribucién de Cauchy, fz(t) = 1/[r(1 + t?)].

5. Sean X e Y dos variables independientes con distribucién uniforme en [0,1], a partir de las cuales se definen
U=+v—-2alnX cos(2rY) y V = vV—2aIn X sin(27Y’). Encuentre la distribucién conjunta ¢g(U, V), identi-
fique qué distribucion es, indique el significado del parametro a y determine si U y V' son independientes.
Nota: este mapeo de X,Y — U,V se llama transformacién de Box-Muller.

6. Considere la diferencia entre dos variable aleatorias D = X; — X5, donde ambas variables tienen la misma
funcién generatriz Gx (z).
(a) Pruebe que la funcién generatriz de la diferencia es Gp(z) = Gx(2)Gx(1/z).
(b) Encuentre la esperanza de D.

7. Considere la suma Sy = Efv X; de N variables aleatorias independientes X; (idénticamente distribuidas)
de funcién generatriz Gx(z), y supongamos que N es a su vez una variable aleatoria de funcién generatriz

Gn(2).
(a) Muestre que la funcién generatriz de Sy es Gg, (2) = Gn(Gx(2)) .
Ayuda: puede ser util la propiedad F(E(X|Y)) = E(X).
(b) La distribucién “Poisson compuesta” corresponde a X; y N poissonianas, Px(u) y Pn(A).
i. Halle su funcién generatriz y muestre que E(Sy)=Au y Var(Sy)=Au(l + p).

ii. Discuta un caso fisico de aplicacién de la distribucién de Poisson compuesta y analice por qué tiene
mayor varianza que una poissoniana de igual esperanza.




8. Para cada uno de los cuatro pares de datos de la tabla:
(a) Calcular la media muestral de X y de Y,

(b

) Calcular la varianza muestral de X y de Y,
(c) Calcular la correlacién entre X e Y: p(X,Y) =
)

Cov(X,Y) _ Cov(X,Y)
VVar(X)'\/Var(Y)  oxoy

(d) Graficar cada par de puntos.

I II 111 v
X y X Y X y X Y
10.0 8.04 10.0 9.14 || 10.0 7.46 8.0 6.58
8.0 6.95 8.0 814 || 80 6.77 8.0 5.76
13.0 7.58 13.0 8.74 || 13.0 1274 || 80 7.71
9.0 881 9.0 877 | 9.0 711 8.0 884
11.0  8.33 11.0 9.26 || 11.0 7.81 8.0 847
14.0  9.96 14.0 8.10 || 140 8.84 8.0 7.04
6.0 7.24 6.0 6.13 | 6.0 6.08 8.0 5.25
4.0  4.26 4.0 3.10 || 40 5.39 19.0 12.50
12.0 10.84 || 12.0 9.13 || 12.0 8.15 8.0  5.56
7.0  4.82 70 7261 70 6.42 80 791
5.0  5.68 5.0 474 50 573 8.0 6.89

Nota: estos son cuatro conjuntos de datos que F.J. Anscombe generd para mostrar que hacer buenos grificos
de los datos son una parte esencial del andlisis de regresién lineal. F. J, Anscombe, (1973). “Graphs in
Statistical Analysis”. Am Stat, Vol. 27, No. 1, 17-21

9. La Distribucién Multinormal es la generalizacién a n dimensiones de la normal (la gaussiana) y, al igual que
ésta, juega un rol preponderante en probabilidades y estadistica. Dadas n variables aleatorias correlacionadas
{X;}, con esperanza E(X;) = p; y matriz de covarianza V, ésto es Cov(X;,X;)=V;;, se dice que su densi-
dad de probabilidad conjunta f(x) es multinormal si todas las distribuciones marginales f(z;) y todas las
distribuciones condicionales unidimensionales f(z;|x;,j # i) son gaussianas. La densidad de probabilidad
conjunta f(x) viene dada por

R B v
fx) = R 5 (x—u) VT (x—u)

donde x y u son vectores columna de tamaiio n, x* y u” los respectivos vectores traspuestos (vectores fila)
y V es cuadrada (de nxn), simétrica y definida positiva, con |V| = det(V).
(a) Verifique que para n =1, f(x) es una gaussiana.
(b) En el caso n = 2 (multinormal bivariada) la matriz de covarianza de una multinormal depende de tres
pardmetros (jpor qué?). Elijamos o1, o2 y el coeficiente de correlacién p, ésto es, Vi1 = 0%, Vog =035 y
Vis = po1os. Muestre entonces que

f(z1,22) = (2w0102ﬁ) exp( g)

1 -\’ z9 — 2\ T1 — i1 To — fi2
Q= 1 5 [( ) + —2p
—p o1 o2 g1 02
(¢) Compruebe que cuando p =0, f(x1,22) = N(u1,01)N(uz2,02). Esto es, para la multinormal, correlacién
nula implica que las variables son independientes.

con

En adelante, puede trabajar con uy = pe = 0 para simplificar las cuentas.

(d) Muestre que la distribucién marginal f(z2) es la gaussiana N (u2, 02), independientemente del valor del
nivel de correlacion p.

(e) Una manera de visualizar la forma de una multinormal con n = 2 es dibujar curvas de nivel de f
en el plano x;,x,. Considere las correspondientes a () = 1, y muestre que son elipses centradas en
(1, p2), denominadas elipses de covarianza. Para py = pg = 0, verifique que éstas estdn contenidas en
el rectangulo (+o01,+03), que son tangentes a dicho rectangulo en los puntos (o1,p02) y (po1,02).

(f) Muestre que f(x2|x1) es gaussiana, con N(ug + p(o2/01)(x1 — p1),024/1 — p?). Discuta cémo varfa la
esperanza de xo en funcién de x; segun el signo de p, y analice cémo varia el ancho de la distribucion
condicional con el grado de correlacion. Interprete estos resultados cortando con lineas x1=cte las elipses
dibujadas a mano alzada en el item anterior. ;Qué ocurre en el caso limite p = 17




10. Aplicando los resultados del ejercicio anterior para el caso de x bidimensional,

()

(b)
()

(d)

Dibuje a mano alzada elipses de covarianza con distintos p para el caso o1 = 02. Discuta la diferencia
entre tomar como error para X; el rango maximo cubierto por la elipse sobre el eje x1, o el segmento
entre los puntos de interseccion de la elipse con el eje x;.

JPor qué tiene mas sentido considerar la elipse como rango de confianza, que el propio rectangulo
(:l:kal, :tk'O'Q)?

Considere las elipses de covarianza encerradas dentro del rectdngulo (£koq, £kos) alrededor de (p1, p2).
Muestre que la probabilidad conjunta de que (z1,22) se encuentre dentro de una de estas elipses con
k=1 es 39.3%, independientemente del valor de la correlacién p (este resultado es el equivalente al 68.3%
obtenido para el caso n=1). Sugerencia: pensar en otro suceso que tenga la misma probabilidad que el
suceso “(x1,x2) se encuentra dentro de una de estas elipses” y que involucre a la variable aleatoria Q.
. Cudnto deberia ser k para que la elipse corresponda a un nivel de confianza de 95%7? Verifique que este
resultado puede obtenerse también analiticamente (para el caso bidimensional), ademds de usando las
tablas.

11. La funcién caracteristica ¢(¢) de la distribucién multinormal esta dada por

o(t) = exp (z Ty — ;tTVt)

Muestre que g v V son en efecto la esperanza y la matriz de covarianza de la variable aleatoria multidimen-
sional x.

Ayuda: alcanza con mostrar que y; es la esperanza de x; (la componente [-ésima de x) y que Vy; (el elemento
kl de la matriz V) es la covarianza de x; con x;.




