Cinemadtica y dinamica del Cuerpo Rigido (no se incluye el movimiento
de precesion y el del giroscopo)

El cuerpo rigido

El cuerpo rigido es un caso especial de un sistema de particulas. Es un cuerpo ideal en el
cual las particulas que lo componen no modifican su posicién relativa entre élas,
cualquiera sea la fuerza o torque a la que esté sometido. Es decir, ninguna fuerza y/o
torque que*“ actl€’ sobre el solido rigido sera capaz de modificar la distancia que guarda
cada una de las particulas que componen a solido con todas las demés. Esta es su
caracteristica distintiva

Comenzaremos por estudiar la cineméatica del solido rigido.

Traslacion pura

El cuerpo rigido puede tener un movimiento de traslacion pura; en este tipo de
movimiento, las velocidades de cada una de las particulas que componen a solido, en
cada instante de tiempo, son iguales (tener presente que la velocidad es un vector; esto
implica que el mddulo, ladireccion y e sentido de la velocidad son iguales para todas
las particulas en un instante dado).

En genera, el movimiento del solido sera curvilineo y, por lo tanto, tendré componentes
de aceleracion tangencial y normal.

Rotacion pura

Si el Unico movimiento del cuerpo rigido es de rotacion arededor de un eje, decimos
que e movimiento es de rotacion pura; en este caso, las trayectorias de todas las
particulas del sdlido son circunferencias concéntricas, la velocidad de cada particula
tendra la direccion y sentido del versor tangente a la circunferencia en cada instante de
tiempo. Asimismo, las velocidades de las distintas particulas que integran € sdlido no
serén las mismas; la tinica velocidad comun serd la velocidad angular del cuerpo.

Movimiento roto-traslatorio

El sdlido rigido puede tradadarse y rotar simultdneamente. En esta circunstancia,
diremos que e movimiento es roto-trasatorio; es el movimiento méas general que puede
tener. Un tipico ejemplo del movimiento roto-traslatorio lo constituye el movimiento de
laTierra': se traslada en una érbita el iptica arededor del Sol y simultdneamente gira en
torno a un ge que pasa por sus polos.

a) Velocidad del movimiento roto-traslatorio
Supongamos que un cuerpo rigido de forma cualquiera esté efectuando, con relacion a

un observador inercia fijo a su sistema de referencia, un movimiento roto-traslatorio,
como indica la figura 1. Desde este sistema de referencia, sl R es el vector posicion de

! LaTierrano es un sdlido rigido debido alas mareas, los movimientos del terreno por interaccion
gravitatoria, € desplazamiento de las placas tectonicas, etc.; en una primera aproximacion, podemos
suponer que lo es.



una particula del solido ubicada en e punto P, la velocidad de esa particula desde €l
sistemainercial ser&

= _dR
Vv = dt.

Tomemos otro sistema de referencia, de origen en € punto O, con uno de sus ges
coincidente, en todo instante de tiempo, con e ge de rotacion del sdlido. Es evidente
que este sistema de referencia se trasladara con velocidad v,, que es la velocidad de

traslacion del ge, velocidad que tendrian todas las particulas del cuerpo rigido si éste
solo tuviera movimiento de traslacion. Hacemos R =7, +7 donde r, es e vector

posicion del origen del sistema de referencia movil y r es el vector posicion del punto P
desde el sistema movil. La expresiéon de la velocidad, desde el sistema del observador
inercial, quedara entonces como:

. dry dr . . .
V=—"+—=V,+OAT.
dt dt

Notese que s e ge de rotacion del sélido no es uno de los ges del sistema movil,
siempre se puede “acomodar” €l sistema de referencia mévil de forma tal que uno de
sus ges sea e gje de rotacion del sdlido (por g emplo, mediante una transformacion de
coordenadas a nuevo sistema mas conveniente).

Figural
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El punto O del ge de rotacion no es un punto “especial” . Si hubiéramos tomado otro
punto O’ como origen de coordenadas del sistema que se traslada con velocidad vy, la
velocidad del punto P seriala misma:

V=Vo+@AF =Vy+@A(004+0'P) = Vg + d A OO0 +d> A O'P

y como la velocidad angular @ y € vector 00’ son paralelos, 0 sea su producto
vectorial es cero, queda

Vv=vg+oAnr=vg+aowAO'P
b) Condicion de rigidez

Durante e movimiento se debe verificar la condicion de rigidez; es decir, que dos
puntos cualesquiera del sdlido mantengan inalterada, para todo instante de tiempo, la
distancia que los separa. Debemos entonces demostrar que la expresion de la velocidad
con la que se mueve cada punto del sdlido rigido recién obtenida, nos permite verificar
la condicion de rigidez a cumplir (ver lafigura 2 en la que se prescinde del sistema de
referenciainercial del observador).

De acuerdo alo visto ser&: T
VW=V +OAY

V,=Vy+t WA,

Restando miembro a miembro queda:
V, =V =6?M(72—71)= ONFy |
r12

Multiplicando escaarmente por r;; se P,

obtiene: v,

’712°(‘72_‘71):’712°(5)/\’712)

El segundo miembro de la ecuacion es cero
pues € vector que surge de la operacidn
indicada dentro del paréntesis es /y
perpendicular a vector r;, y por lo tanto el / v,
producto escalar es cero. De aqui

r

T, ®V, = Fp oV .

Figura 2
Esta ecuacion nos indica que las proyecciones de | as vel ocidades de ambos puntos sobre
el vector r;; son iguales'y que, en consecuencia, la distancia entre ambos puntos no se
modificara con el movimiento.

Una conclusién es que la condicién de rigidez permite que la cinematica del cuerpo
rigido, cuerpo a que podemos suponer como compuesto por un ndmero “ infinito” de

% Los subindicesindican que el vector tiene origen en el punto 1y extremo en e punto 2.



particulas, se exprese mediante una expresion sencilla para la velocidad: con solo seis
funciones del tiempo (tres para cada una de las componentes de v, y tres para cada una
de las componentes de w) queda determinada la velocidad de cualquier punto en

funcion del tiempo.

¢) Centro instantaneo de rotacion (CIR)

Una propiedad importante del movimiento del cuerpo rigido es que todas las particulas
que estén alineadas sobre una recta paralela a ee de rotacion, tienen iguaes
velocidades. Esto se puede comprobar a partir de la determinacion de las velocidades de
las particulas ubicadas en los puntos P y Q, que estan sobre una recta paralela a ge de

rotacion como indicalafigura 3.

V=Vt DAT
QZV +wN I"Q
To =Tp+Tpg,

+0)/\(I"P +I"PQ)

=

0o~
= Vot OATp + @O ATy,

@ es paralelo a 1y,

=S ONTp =0

Vp =V,

La igualdad de velocidades en las
condiciones enunciadas més arriba
tiene una consecuencia muy
importante.

Supongamos un cilindro rigido de
radio R que rueda sin dedlizar
sobre una superficie horizontal
(figura 4). Este movimiento se lo
puede considerar como una
superposicion de unatraslacion del
g/e con unacierta velocidad vy, con
una rotacion alrededor del ge con
velocidad angular @. En cada
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Figura4




instante de tiempo habra una unica generatriz del cilindro en contacto con el plano, que

[lamaremos generatriz de contacto.

/\A

Figura5

Vo=Vo+@ATg=0 = Vg=-0nrTy

Dado que los vectores @ Yy ro son
perpendiculares, su producto vectoria
tendrd por moédulo e producto de los
maodulos de dichos vectores. Por |o tanto, e
modulo de la velocidad angular sera

l@|="%, . Si lavelocidad vo = 0, y teniendo

en cuenta que esa es la velocidad de todos
los puntos de la generatriz de contacto,
entonces podemos suponer el movimiento
del cilindro como una rotacién pura
alrededor de dicha generatriz con la
velocidad angular hallada.

En un instante de tiempo posterior, el ge
de larotacion pura sera otro, pues es otra
la generatriz de contacto con €l plano. A
esta generatriz se la denomina egje
instantaneo de rotacion. La velocidad de
un punto cualquiera serd ahora (figura
7):

Visto de costado, figura 5, la
velocidad de una particula del
cilindro ubicada en un punto
cualquiera P, sera

Vp =Vt O AT,

Para que e cilindro ruede sin
dedlizar, la velocidad angular @
no puede ser arbitraria; quedara
fijada por la condicion que los
puntos de la generatriz de
contacto con el plano tengan
velocidad nula. Por lo tanto, la
velocidad del punto genérico Q
(punto de la generatriz de
contacto entre €l cilindro y €
plano) debe anularse (figura 6).

onrg O Vo

Figura
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C: centro del circulo
P: punto en el que se calculalavelocidad
Q: centro instantaneo de rotacion

Figura7



Tp =i+ @ AFp =i+ @A (Fip) =i + DA F—@ AT

§0:E)AFC 17P=\70+Cz—)/\7p=0—)/\;"'

En & gemplo anterior hemos descrito el movimiento rototraslatorio del cuerpo rigido
de dos formas distintas. El resultado obtenido brinda la posibilidad de generdizarlo.
Supongamos que un sdlido rigido describe un movimiento rototraslatorio; en un instante
cualquiera su velocidad de traslacion es vy y @ su velocidad angular (figura 8). En la
figura se ha omitido e sistema de referencia inercial del observador y solo se ha
dibujado el e alrededor del cual girad cuerpo del sistema de referencia que se traslada

con 4.

Las velocidades de dos puntos
cuaesquiera Py Q del solido seran:

Vp=Vo+ @ ATp

Vo =Vot+@ATp

Pero como

To =Tp +¥pg

sera

Vo =g + @ A lFp +7pp )=

2\70+C?)/\FP+6?)/\FPQ =17p+67)/\}7pQ

El dltimo miembro de la ecuacion
representa un movimiento
rototraslatorio en torno a un ge que
pasa por € punto Py es pardelo d
gue pasa por O, con la mmisma
velocidad angular @ y velocidad de
traslacion vp.

Vo

O: origen de coordenadas del sistema movil
Lalinea de puntos que pasa por P esparaelaal ge
de coordenadas alrededor del cual girael cuerpo.

Figura8

En este caso se dice que la velocidad del punto Q (y por ser un puno cualquiera, la
velocidad del cuerpo rigido) “ estareferidd’ a punto P. Dado que € centro de masa es un
punto notable del cuerpo rigido, es muy Util tomarlo como punto de referencia del
movimiento del solido. Por lo tanto, conviene describir todo movimiento rototraslatorio
del sdlido como la superposicion de una rotacion alrededor de un €e que pasa por €
centro de masa y una traslacion del centro de masa. La velocidad de traslacion serd
entonces la suma de la velocidad del centro de masa mas la velocidad lineal debida a la
rotacion alrededor de un gje que pasa por el centro de masa (figura 9):

Vp =Vey +ONT

2t
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Figura9




Momentum angular del sélido rigido

Supongamos un cuerpo rigido en movimiento rototraslatorio: traslacion respecto de un
sistemainercia deorigen Oy rotacion respecto de un ge que pasa por su centro de masa,
como seindicaen lafigura 10.

Si en € punto P del solido ubicamos un
pequeiio elemento de volumen dV que
contiene una masa dm (SUponemos
elementos de volumen infinitesimal es desde
un punto de vista macroscopico de forma
tal de no poner de manifiesto el carécter
discreto de la materia, compuesta de
particulas separadas entre si), su
contribucion dL a momentum angular del
solido sera:

dL=F AP =7y +7)Adm(Vy, + D AT,) =

= Py AdM(Vey, + @ AT, )+ 7 Adm(Vey, + @ AT)

Figura10

Dado que estamos suponiendo la continuidad del solido, podemos suponer que dm=pdV
donde p es su densidad. Reemplazando en la expresion anterior, podemos obtener
momentum angular total respecto del origen O por integraciéon sobre todo e volumen
ocupado por el cuerpo rigido:

L= Py AVeydV +[ proyg @A)V +[ o ATy dV +[ pFu A& AT )dV =

= (Fpy A Vs )jy pdV +7y, A [50 A jy prdV]+ ([V pFPdV)/\ Ve + jV ANCIND L

Como rcu Y veur No dependen del volumen del cuerpo, en laintegral del primer término
del segundo miembro, e producto vectorial entre ambas magnitudes sale fuera de la
integral; la integral queda entonces igua ala masa total M del sdlido. En la integral del
segundo término también sale fuera la velocidad angular w; estaintegral es cero pues su
resultado es proporciona a vector posicion del centro de masa en e mismo sistema. Por
esta misma razén, también es cero laintegral del tercer término. La expresion queda asi:

L= Foyg A Mgy + [ oo N@AF)AV = Foyg A Py + Ly

En esta ecuacion, al primer término del segundo miembro se o denomina momentum
angular orbital del cuerpo rigido respecto del punto O (en el cual ubicamos el origen de
coordenadas) porque representa el momentum angular que tendria un cuerpo puntua de
la misma masa M que siga la misma trayectoria que e centro de masa del cuerpo. El
segundo término, momentum angular respecto del centro de masa, es denominado
momentum angular propio 0 de spin. En un sistemafijo al campo de juego, una pelota de
fatbol impulsada por un jugador adquiere momentum angular orbital (recordar €l caso del
proyectil en tiro oblicuo a cual se suponia una particula) y un momentum angular de spin
al girar sobre un ge que pasa por su centro de masa.

Veum



Momento de Inercia

Supongamos ahora un cuerpo rigido (de densidad p) animado de un movimiento de
rotacion, con velocidad angular w, en torno a un ge fijo. Calculemos su momentum
angular ubicando € origen en algun punto del ge de rotacion (este punto no tiene por
qué ser e centro de masa del solido y el ge tampoco esta obligado a pasar por €l centro
de masa), como seindicaen lafigura1l.
—

La contribuciéon a momentum angular de un
elemento de masa dm ubicado en un punto P ser&
dL=7p n(pdVad ~7p) donde dV es e elemento de

volumen en € punto P.

El momentum angular tota se obtendr4 por
integracion sobre el volumen del sdlido:

Z:ijfp A& A 7p )V

En general, e momentum angular y la velocidad
angular tienen direcciones diferentes; esto dificulta
resolver la dltima integral. Se puede demostrar que
hay sblo 3 direcciones perpendiculares entre si (que
coinciden con los ges de simetria del solido cuando
estos existen) para las cuales, s e cuerpo rota
alrededor de alguna de ellas, e momentum angular
total es colineal con el vector velocidad angular.
Estas tres direcciones particulares se denominan ejes Figura11
principales de inercia (figura12).

Calcularemos la proyeccion del momentum angular respecto del gje de rotacion (figura
11).

El vector dL esta en el plano formado por €l gey rpy es perpendicular a éste ltimo. El
modul o de su componente alo largo del gje de rotacién ser&

dL = a)r}gsen opdV COE{% - gaj = a)rgsenzgopd V

Puesto que rp.senp=R es el radio de la circunferencia que describe el punto P al rotar en
torno a ge, la proyeccion sobre el gje de rotacion del diferencial de momentum angular
quedar&

dL = wR?pdV

La componente del momentum angular buscado resultaré entonces:

T _ _ _ 2 _ _
L CO{E - (pj = Lseng = IVdL - wJ'V PR2AV =10 = Ly, =10

expresion en la que hemos denominado como 7, a momento de inercia del sdlido
respecto del eje de rotacion, dado por: 7= J'V pR2dV

El momento de inercia es aditivo: e momento de inercia respecto de un ge de dos
cuerpos unidos rigidamente entre si es la suma de los momentos de inercia de cada uno
de los cuerpos respecto de ese mismo gje.*

Si el ge derotacion es un ge principal de inercia, € momentum angular es colinea con
lavelocidad angular,

% Importante: hay que referir los momentos de inercia de cada parte al gje final para poder sumarlos.



. L=I1&. En este caso, € momento de inercia se denomina momento principa de
inercia.
Si el vector velocidad angular no es paralelo a alguno de los gjes principales de inercia,
entonces tampoco |o seré con relacion a momentum angular (figura 12).
3 En este caso, la relacion entre L y @ es més
complga la relacion entre ambos vectores se
establece mediante el tensor de inercia, que no
estudiaremos. Con relacién alafigura 12, para
los gjes principales de inercia 1, 2 y 3 se
cumple que:
L Ly =Ly, Ly=Irm; Ls=1Is0s; donde’;y w;
son los momentos de inercia y las
/ P componentes de la velocidad angular,
: respectivamente, a lo largo de los eges
Liw; I2a)2 princi pal €s.

Un gemplo de lo dicho més arriba es el caso
de dos masas iguales puntuales unidas
mediante una varilla rigida de peso
despreciable, que rota arededor de un ge que
formaun angulo ¢ con lavarilla (figura 13).

L3

Figura 12

Delafigura 13 se observa que:
Z =

2F A my

- = - d_
OANF F=—F
2

<
Il

El modulo del vector momentum angular seré&:
2
d d d
L=2—m| o—senp |=2mw| — | sen
2 [ 2 “’] [zj Y

La componente del momentum angular a lo
largo del gje de rotacion seré entonces:

2
Le/»e =L CO{% - @J = Lsengp = Zma)[%j sen zw

Como %senqﬁ =R, siendo R €l radio de la circunferencia que describe cada masa. Por lo

Figura13

tanto: L, =2mR%w; y COMO 2mR>=1 = L,,=Io. El momento de inercia de ambas

masas es 2mR’ pues hemos supuesto que las masas son puntuales.

Si las masas no son puntuales, el cdlculo del momento de inercia hay que efectuarlo con
laexpresion integral .

Ejemplo: calculo del momento de inercia de una varilla delgada homogénea de longitud
L (figural14) entorno &

eje

i) un ge perpendicular a ella que pasa por su centro de masa;
i) un gje perpendicular a ella que pasa por su extremo.
I Caso I)
Tomamos un elemento de volumen
1 dV en agin punto entre x y x+dx.
0 CM Dado que la barra es de seccién
constante 4, delgada'y homogénea, €

v

elemento de volumen estara dado por:

-L/2 n L2
Figural4



L 3 . \3 3
dV=Adx .. Icy =p A szdx:EpA (EJ —[—LJ = Icy :gpA(i)
-1 3 3

2

L

Puesto que p="="" queda 7.y, = m—=.
que p =L q v =Moo

Caso ii): Ahora la integral debe hacerse entre 0 y L, 0 sea, entre los extremos de la

. . , L 3 L2
barra. El nuevo momento deinerciaser& 1, = p4 J'O x2dx = pA% =m—.

. Z z
Teorema de Steiner

Veamos la relacién que hay entre €
momento de inercia de un cuerpo rigido
con respecto a un eje que pasa por su
centro de masa (Icy) Yy € momento de
inercia con respecto a un ge paraelo a
anterior y separado por una cierta y
distanciaa (1o).

En lafigura 15, 6m; esla masa contenida
en un peguefio elemento de volumen del
cuerpo rigido.

Figura 15

Se observa que e momento de inerciarespecto del ge O se puede escribir como:
X,=x;, Y=y, +a

10 = ZRizé‘mi = Z(Xiz + Yiz)gmi :Z [xiz + (y, + a)zkmi

lo= Z(x’z * y"zbmi + 2"2%5”% + 0225”% = Z’?25mi +a’M

1,=1,, +Ma*

donde M eslamasatotal del cuerpo.

El resultado es entonces que el momento de inercia de un solido rigido respecto de un
gle cualquiera esigual al momento de inercia del cuerpo respecto de un gje paraelo a
anterior sumado a producto de la masa total del cuerpo por el cuadrado de la distancia
que separa a ambos ges. Obsérvese que si 10s gjes no son paralelos el teorema no se
aplica. Tampoco se aplica s ninguno de los dos ges pasa por € centro de masa del
cuerpo.

En el caso del cdlculo del momento de inerciade lavarilla, 1a distancia entre los gjes (el
que pasa por el centro de masay e que pasa por el extremo), es L/2. Con Icy=mL*/12,
aplicando el teorema de Steiner para €l ge gque pasa por € extremo de la varilla se
obtiene:

2
L 1 1 1
I, =1, +m—| =—ml?>+=ml? ==ml?
o T (2) 12 4 3

resultado idéntico a obtenido mediante el célculo directo de la integral que nos da €
momento deinercia.



Radio de giro

Laforma que adquiere el momento de inercia para el caso de una masa puntua I =’
donde r es la distancia de la masa puntual m hasta €l €je de rotacion, permite establecer
una analogia para calcular el momento de inercia de un cuerpo rigido. Se puede suponer
gue toda la masa M del cuerpo se encuentra concentrada a una distancia K del ge de
formatal que I=MK’. A esta distancia K se la denomina radio de giro. Parala varilla,
cuyo momento de inercia respecto de un ge que pasa por su centro de masa es
Iew=ML?/12, el valor de K serda K°=L*/12. De igual forma se determinan los valores de
K paraotros cuerpos rigidos de diferentes formas: cilindro, esfera, etc.

Dinamica del cuerpo rigido

La aplicacion de una fuerza a un cuerpo rigido no vinculado (por gemplo, no tiene ges
de rotacion fijos preestablecidos) provocara una traslacion de su centro de masa 'y una
rotacion en torno a un ge que lo contenga. Esto Ultimo es asi debido a la condicion de
rigidez. dado que las particulas que componen a cuerpo rigido deben conservar
constantes sus distancias relativas, el tanico movimiento que se puede superponer a de
traslacion del centro de masa y compatible con esta exigencia, es el de una rotacion en
torno aun gje que pase por € centro de masa.

Si e cuerpo rigido est4 realizando un movimiento rototraslatorio y F es la fuerza
resultante que actlia sobre él, sera:

P . dL . .
F =Ma,,; % =7, donde zcy y Ley son € torque resultante sobre e solido

rigido y e momentum angular (ambos con respecto a centro de masa) respectivamente.
En las ecuaciones precedentes se da por supuesto que €l eje de rotacién contiene al
centro de masa; tiene un movimiento de traslacion y las magnitudes involucradas se
refieren al centro de masa.

En el caso en que el movimiento del cuerpo rigido no vinculado se estudiara ubicando el
origen de coordenadas en el CIR (centro instanténeo de rotacion), el movimiento seria
de rotacion pura; entonces, tanto e torque como e momentum angular deben ser
calculados con respecto a dicho punto (el CIR). En este caso, |a ecuacion que vincula al

momentum angular con el torque queda: % =7. Ly t deben estar referidos a mismo

punto; punto que debe estar en reposo instantaneo.

En el caso en que la velocidad angular del sdlido coincida con un e principal de
inercia (es decir, que el cuerpo rigido rote arededor de un e principal de inercia), €
momentum angular serd colineal con la velocidad angular y, por lo tanto seré& L=Iw, 10
quellevaaque: % = %tw) =7.Y s € gederotacion no cambia de posicion respecto
del cuerpo, e momento de inercia serd constante y por propiedades de la operacion de
derivacion, se puede escribir:

d(lé)  dé _ o .. .

& = IE = la=r7,pues > =qa siendo a la aceleracion angular del cuerpo.
La expresion I a=t es formamente igual ala expresion ma=F en la que € papel de la
masa lo juega el momento de inercia; € de laaceleracion lineal, 1a aceleracion angular y
el delafuerza, € torque.

Analizaremos dos g emplos.



1) Un cilindro macizo de masa M y radio R tiene arrollada una cuerda ideal sobre su
superficie lateral. Uno de los extremos de |a cuerda esté sobre la superficie y € otro esta
fijo a un techo (figura 16). El cilindro, vinculado por la cuerda, cae verticamentey sin
deslizar. Se quiere conocer tanto la aceleracion del centro de masa como latension en la
cuerda.

El cilindro gira alrededor de su ge (que contiene al _

centro de masa y es un eje principal de inercia) y se /117

traslada verticamente hacia abgjo. El sistema de
coordenadas del observador inercial se ubica de forma

tal que la aceleracion lineal del cilindro sea positiva

Las ecuaciones a utilizar, siendo T la tension en la ]
cuerda serén: T
P-T=Macy

Ieya=1=TR Icy :%MRZ

acy =Ra

Se ha quitado el simbolo de vector a las magnitudes

vectoridles considerando, en las ecuaciones, su P=Mg
direccion y sentido.

El alumno debe verificar que es correcta la ecuacion Figura 16

que vinculaala aceleracion angular con €l torque.
Dado que € cilindro cae sin deslizar respecto de la cuerda, la aceleracion del centro de
masa

Apy =0 N oy + donder es el vector posicion del centro de masa respecto

del centro instantaneo de rotacion, que para este problema coincide con 4

e punto donde lasogatocaal cilindro en cada instante,
resolviendo €l sistema de ecuaciones queda:

Lywrefer 1 = 1=1ma,
2 R 2

1 2 1
Mg—EMaCM =Mag, .. agy =§g, T=§Mg

Debe observarse que € cuerpo cae con una aceleracion menor que la gravitatoriay que
hay tension en la cuerda.

2) El segundo caso es €l de un cilindro de masa M y radio R que rueda sin deslizar
sobre un plano horizontal. Supondremos que hay una fuerza F horizontal (conocida)
gue lo impulsa, aplicada en su centro de masa (en el ge ~\

del cilindro, que es gje principal de inercia) como se

indica en la figura 17. El cilindro tampoco esta

totalmente libre en este gemplo sino que tiene un F
vinculo, la superficie horizontal, que limita su

movimiento.

La fuerza de roce F, tiene, en este caso e sentido P

indicado en la figura, paa contrarrestar € F,

Figural7

* Podria interpretarse el movimiento como una* rodadura’ sin resbalar del cilindro sobre la cuerda; esto
es: d cilindro cae sin dedlizar respecto de la cuerda, la aceleracion de cada punto del cilindro se puede
interpretar como una superposicion de la aceleracién del CM més la aceleracion tangencia del
movimiento de rotacién de los puntos del CR respecto del CM (alrededor del CM).




deslizamiento que tiende a provocar lafuerza F sobre € cilindro. A su vez, eslafuerza
gue imprime un torque respecto del gje del cilindro y es la responsable de larotacién de
éste. Esta fuerza de roce puede ser caracterizada como de tipo estatico. Asi como las
fuerzas de roce estéticas por deslizamiento ya estudiadas varian desde cero hasta un
valor maximo, lo mismo ocurre con las que se manifiestan en los problemas de
rodadura sin deslizamiento.

En el caso del cilindro que rueda sin deslizar, el médulo de la fuerza de roce y su
sentido deben ser determinados a partir de las condiciones concretas del problema en
estudio. Determinaremos la aceleracion y la fuerza de roce para el cilindro de la figura
17.

L as ecuaciones seran:
F—F,=Ma, Ia=RF,, a=Ra
poote _Lypzal Ly o i3
R 2 RR 2 2
a:gi F,,:}F
3M 3

Los resultados son similares a los del caso anterior, del cilindro que cae. En ese caso, €l
papel de F lo hace el pesoy € delafuerza de roce, latension en la cuerda.

Energia

Supongamos un cuerpo rigido de forma cual quiera que tiene un movimiento de rotacion
pura arededor de un gje fijo, caso similar a descrito en la figura 11. La contribucién a
la energia cinética de un elemento de volumen dV que contiene un dm, ubicado
mediante el vector posicion r ser&

dE ¢ =ldmv2 =Edma)2R2
2 2

_ _1 2 2., 1.2
E¢ —JdEC -Zo IVpR dv==lo
donde R es € radio de la circunferencia que describe en torno a ge € elemento de
volumen y laintegral de volumen es el momento de inerciadel cuerpo que gira.

Si e cuerpo rigido tiene un movimiento de rototraslacion, su energia cinética sera, de
acuerdo a lo visto para un sistema de particulas: E, Z%Mng +Eccy enlacud, €

primer término del segundo miembro es la energia cinética de traslacion del cuerpo de
masaM y Ec cy €S laenergia cinética de las particulas que componen a cuerpo respecto
de su centro de masa. Por la condicion de rigidez, la Ultima parte de la energia cinética
es la energia cinética de rotacion alrededor de un ge que pasa por su centro de masa, ya
que las particulas del cuerpo no pueden modificar su distanciarelativa entre ellas. Por 1o

tanto, la energia cinética del cuerpo rigido ser& E. :%Mng +%1CM502. La misma

condicién de rigidez impone que la energia potencia interna del sistema de particulas
que conforma a sdlido rigido sea constante. Al igual que para un sistema de particulas
tendremos que €l trabajo de las fuerzas externas que actlian sobre €l cuerpo provocara
un incremento de la energia cinética, AE.=Ww,,, Yy, S esas fuerzas externas son

conservativas, entonces AE. =-AES" . Esto implicaque, si findica el estado final e e
inicial:
Ecy—-Eci=Ep;i—Epy = Ecy+Epy=Ec;+Ep;=E

1 1 )
E :EM\%M +EICMa)2 +Ef" = constante



Si hay fuerzas externas no conservativas que realizan trabgjo serd, a igual que para un
sistema de particulas. AE=w 3.

Analicemos €l caso de un cuerpo de seccion circular de radio R, masa M, que cae
rodando sin deslizar por un plano inclinado (figura 18).

De las fuerzas que actian, la normal a plano

es una fuerza no conservativa que no realiza

trabgjo; €l peso es una fuerza conservativa N

externa que realiza un trabgjo igua a la
variacion de energia potencia gravitatoriay la F;
fuerza de rozamiento es una fuerza externa no
conservativa que no readiza trabgo pues €
punto de aplicacion de esta fuerza es el CIR
que, s bien es diferente en cada instante P

durante el movimiento, no se desplaza pues su @

velocidad instantanea es cero.
Es decir, la Unica fuerza que realiza trabajo mecanico es e peso, que es conservativa.
Por lo tanto se debe cumplir que la energia mecanica se conserve. Suponiendo que y, s
la atura inicia (respecto del pie del plano inclinado) del centro de masa del cuerpo
(dturaalaque su velocidad inicial es cero) ey eslaaturadel centro de masaluego de
transcurrido un cierto tiempo ¢ (alturaala que éste tendrd una cierta velocidad v), ser&

E=%Mv2+%la)2+ng:ng0. Dado que € momento de inercia respecto del eje del

cuerpo rigido se puede escribir como 7=MmKk? siendo K € radio de giro, y que la
velocidad angular esta relacionada con la velocidad del centro de masa por w:%,

- . , 2y -
operando en la ecuacion de la energia se Ob'[len&vzz(yo—zy)g. Recordando la
K

1+—
RZ
expresion de la cinemédtica v2 = v +24d en la que d es la distancia recorrida, se observa
qUe, €N NUEStro Caso, yo -y =dsenp = a=——"
1+K—2
R

Resolviendo € mismo problema a partir de las ecuaciones dinamicas para €l cuerpo
rigido, y recordando que e momento de inercia respecto de un ge que pase por su
cenro de masa se puede escribir  como  /=MK’ ~ tendremos:
Psenp—F, =Ma, MK?a=F.R, a=aR

2 2
FrzMK—a, Mgsengﬂ—MK—a:Ma
R? R?

Como no podia ser de otraforma, la expresion de la aceleracion es la misma.

Esta expresion de la aceleracion indica que no todos los cuerpos redondos (cilindro
macizo, aro, esfera) caen a lo largo del plano con la misma aceleracion, sino que su
valor depende del valor de K, que es diferente para cada cuerpo.



Bibliografia

1.- Marcelo Alonso, Edward J. Finn “Fisicd’, vol. I: “Mecanicd’, Addison-Wesley
Iberoamericana S.A. (1988).

2.- Juan G. Roederer “ Mecancia e emental” Eudeba (1966)

3.- Richard Feynman “ Fisicd’, vol. I: “ Mecanica, radiacion y calor’, Addison-Wesley
(1987)



