
Tensión de una soga alrededor de una polea �jaV 2.0morenog�df.uba.arConsideremos el problema de una soga inextensible y sin masa que desliza sobre una polea�ja (o equivalentemente un poste) 
on rozamiento dinámi
o µ, 
omo se muestra en la �gura1. La pregunta que nos ha
emos es 
ual es la tensión de la 
uerda si ésta se en
uentra enrol-lada un ángulo Θ alrededor de la polea. O sea, 
on T (0) 
omo dato, queremos determinar
ual es la fun
ión T (Θ) de la �gura 1 .Para resolver este problema apli
aremos las leyes de la dinámi
a a 
ada elemento de 
uerda.
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Figure 1: Esquema del problema que bus
amos resolverEsto es, idealizaremos la situa
ión pensando que la 
uerda esta 
ompuesta de una gran 
an-tidad de peda
itos de tamaño �nito en los 
uales podemos de�nir las variables que entran enlas e
ua
iones de Newton. Si logramos ha
er esto y luego tomar el límite 
uando el tamañode los elementos tiende a 
ero tendremos una des
rip
ión (
ontinua) de la soga. Enton
es vi-sualizamos el problema 
omo se muestra en la �gura 2. Notar que allí tomamos un elementode tamaño δθ e in
luímos el efe
to de la tensión en los extremos de este peda
ito de 
uerda.Además tenemos el efe
to de la normal (que suponemos podemos apli
ar en promedio en el
entro) y la fuerza de rozamiento. Notar que la di�
ultad que se presenta para es
ribir lase
ua
iones de Newton es que, 
omo la soga sigue un tramo de 
ir
unferen
ia, los versorespolares (que son los mejor adaptados para un problema 
on simetría 
ir
ular) están rotadosunos respe
to de otros.Para poder lidiar 
on este in
onveniente vamos a demostrar una propiedad que ne
esitare-mos en las 
uentas, que es 
omo son los versores polares al rotarlos un po
o. Formalmenteestudiamos esto a partir de los desarrollos de Taylor de los versores r̂ y θ̂ 
entrados en θ y1
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Figure 2: Detalle de la soga alrededor del poste. La 
uerda desliza en sentido antihorario
on apartamiento δθ:
r̂(θ + δθ) = r̂(θ) + δθ
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dθ̂(θ)

dθ
+

1

2
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+ . . . (2)Ahora bien, usando las proye

iones de r̂ y θ̂ sobre ejes 
artesianos pueden demostrar sinmu
ha di�
ultad que: 
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Enton
es tenemos los siguientes desarrollos:
{

θ̂(θ + δθ) = θ̂(θ) − δθ r̂(θ) − 1
2
(δθ)2 θ̂(θ) + 1

6
(δθ)3 r̂(θ) + . . .

r̂(θ + δθ) = r̂(θ) + δθ θ̂(θ) − 1
2
(δθ)2 r̂(θ) − 1

6
(δθ)3 θ̂(θ) + . . .Esto nos di
e 
omo se modi�
an los versores al 
orrerlos un pequeño ángulo δθ.Volvamos ahora al problema de la �gura 2. Dado que estamos suponiendo que la 
uerdano tiene masa, la suma de todas las fuerzas sobre el elemento de 
uerda que estamos 
on-siderando tiene que ser nulo. Esto es:
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θ̂(θ) = 0 (3)Notar que usamos la rela
ión fr(θ) = µN(θ) (la dire

ión de fr tiene que ser 
onsistente
on el sentido de giro). Enton
es, expandiendo los versores 
on los desarrollos de Taylor quevimos antes obtenemos:
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θ̂(θ) = 0(4)Por lo tanto, si es
ribimos ahora la proye

ión de esta e
ua
ión sobre θ̂(θ) y r̂(θ) obtenemos:
{
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+ N(θ) + O(δθ3) = 0Donde porO(δθk) queremos de
ir que el término que sobra tiene poten
ias (δθ)k o superiores.Esta nota
ión es 
onveniente ya que, 
omo veremos a 
ontinua
ión, todas los términos que
ontienen 
orre

iones de la forma (δθ)k donde k es grande serán irrelevantes. Para 
ontinuar,notemos que de las e
ua
iones anteriores podemos eliminar N(θ):
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O(δθ) = 0. (6)Pero notar que justamente:

lim
δθ→0

O(δθ) = 0,por lo tanto tenemos que:
dT (θ)

dθ
+ µT (θ) = 0 (7)Esta es la e
ua
ión diferen
ial que veri�
a la tensión de la 
uerda alrededor de la polea oposte. Podemos integrarla 
on las té
ni
as usuales:
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o sea que, integrando entre 0 y Θ, tenemos:
∫ Θ

0

1

T (θ)

dT (θ)

dθ
dθ = −µ

∫ Θ

0

dθ (9)lo que nos da
Ln (T (θ)) |Θ0 = −µΘ (10)Finalmente:
T (Θ) = T (0)e−µΘ (11)Esto muestra que a medida que enrollamos la 
uerda la tensión de
ae exponen
ialmente, esde
ir que en 
aso de existir rozamiento el me
anismo es muy e�
iente para atenuar la fuerza.Por ejemplo si asumimos µ = 0, 3 y T (0) = 100 kg g, 
on dos vueltas al poste solo tenemosque ha
er 2, 3 kg g de fuerza (notar que este me
anismo apare
e muy seguido!, ejemplo paraamarrar una va
a).Volviendo a nuestro problema original, vemos que el 
aso parti
ular en que µ = 0 nos datrivialmente que la tensión a todo ángulo es la misma, 
omo queríamos demostrar.
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