Teoremas de Conservacion

7. TEOREMAS DE CONSERVACION

En los capitul os anteriores estudiamos |0 que denominamos primeras integrales
de movimiento, y se vio que, bao ciertas condiciones, éstas se comportan como
constantes de movimiento, es decir, magnitudes fisicas que se mantienen constantes alo

largo de todo el movimiento. Estas tres magnitudes son el impulso lineal p*, e impulso

angular L2y la energia mecénica H®. Establecer las condiciones bajo las cuales estas
magnitudes permanecen constantes es |0 que se denomina teoremas de conservacion.
Como hemos mencionado con anterioridad y veremos en este capitulo, la presencia de
una constante de movimiento implica que € sistema bajo estudio posee una simetria
asociada. Y, equivalentemente, si € sistema posee una determinada simetria, podremos
asegurar a priori que esté caracterizado por la constante de movimiento relacionada con
dicha simetria.

Repasemos | os teoremas de conservacion en el caso de un sistema de particulas,
que hemos visto en |os tres capitul os anteriores:

Sea un sistema de N particulas, sobre las que

m A

actuan:

» Fuerzas externas al sistema, aplicadas
sobre cada una de las particulB§*;

» Fuerzas internas entre las particulas:

—

f, =fuerza sobre la particuiadebida a la

v

particulgj.

Y cuyo centro de masa (CM) se encuentra en la igosic

N
puls N
-1

R=- con Zm =M =masa total del sistema

Z”: E
m

i=1

! También llamadeantidad de movimient impetu

2 También recibe diferentes denominaciomeemento angulamomento de la cantidad de movimiento
momento del impulso lineal

® Debe entenderse que, si bien estas magnitudelsanas usuales, no agotan de ninguna manera las
posibles constantes de movimiento.
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e Impulso lineal p del sistema

N
=D P =MV (7.1)
i=1
db_\ ¢
—tp = Z Fo = M dgy, (7.2)
i—i
N —
0 p=cté - Z EEE = (7.3)
i—i
Recordemos:

» ElI CM se comporta como una unica particula de mdsa impulso lineal
p(ec.(7.1)), y como si todas las fuerzas externdaviesen aplicadas sobre él
(ec.(7.2)).

» Las fuerzas internas, si bien afectan el movimiglgt@wada particula, no modifican
el impulso lineal total del sistema (se anulan deaees) y, por lo tanto, tampoco el
movimiento del CM.

> El teorema de conservacion (7.3) puede escribirsmmponentes:

EO:ZEOi :ZN:Fixf)i (7.4)

= N N
dL dL,; = L
0 — E d?' = E NOi Vo Xp (75)

dondeV, es la velocidad del centro de momentos O respktsistema de referencia,

y NOi = Ngi“+ Nic’,“ es el torque dodasla fuerzas (internas y externas al sistema) que

actian sobre la particula La ec.(7.5) esgeneral pero pueden darse ciertas
condiciones patrticulares:

— Si el centro de momentos O es tal que:
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Vo =0 .
Vo [|p = MVgy + = laec. (5) sera:|—2 = Z N, (7.6)
O0=CM i=1

— Si las fuerzas internas son paralelas al vectoicigos relativa entre ambas

particulas, el torque de las fuerzas internas sl a® a pares. En ese caso:

N
— N —. — —
f, I(F =F) = D N5 =0 = la ecuacion (7.5) sera)zd:—O = Z NS -Vo X P|  (7.7)
i=1 "

fo=3 N 79)

En ese caso, el teorema de conservacion toma tma foas simple (jy “usable™):

N — —_ —
D Ng“=0< L,=cE (7.9)
i=1

Notar que la conservacion del impulso angular retspde un origen involucra que los
torques externosespecto del mismo origese anulen.
» Recordemos, asimismo, que el impulso angular détreia respecto del centro de

momentos O puede escribirse:

Lo =Lew +RxP=Ley + L™ (7.10)

donde:

= I:CM es el impulso angularespecto del CMy se denominampulso angular
intrinseco;

— Rxp=LS" es el impulso angulatel CM respecto del origen.O

De acuerdo a la ec.(7.10), podria darse que:

N
a)|ley = CB - ngﬁ =0| (sii se cumple quéd; || (% —F; )) (7.11)
i=1
— — — — N — —_—
o) (5" =Rxp=ce - Ng'=Rx> F*'=0 (7.12)
i=1

Notemos que la ec.(7.12) nos muestra, otra vezeG&1 se comporta como una Unica

particula, sobre la que estan aplicadas todasiémzds externas del sistema.
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* Energia mecénica total

H =ZN:(Ti +\4)+ZN:2N:U” (7.13)
i=1

izl j#i
Recordemos que, en general, la energia mecanalantoes la suma de las energias de
todas las particulas si éstas interactuan entr&sila ec.(7.13):

1) T, representa la energias cinética de la particula
2) V;, la energias potencial de las particuladebidas a las fuerzas externas

conservativas que actuen sobre ella, y

3) U;, la energia potencial de interaccion entre lasiquaasi y j, debido a las

j ]
fuerzas conservativas de interaccion entre ellas.
En general, la energia mecanica total del sisteare wariar si actlafuerzas externas

0 internas no conservativas que realizan trabajo $we el sistema:

N N
dH = dWNC = gy NCext 4 gy NCint — Z d\NiNC,ext + Z d\NiNC,int (7.14)

i=1 i=1
Y, por lo tanto, la energia sera una constante amiento si el trabajo de todas las

fuerzas no conservativas se anula:

H=cte - WNC=wWNCextywhent=q (7.15)

» Existe, sin embargo, como hemos visto, una situapara la cual el trabajo de las
fuerzas internas se anula. Esto es si:

o ‘ ; int _ 4

‘ri —rj‘ =cte [ pardeparticulas(i, j) = W™ =0 (7.16)
En ese caso, la energia mecanica va a variar solel frabajo de las fuerzas externas

no conservativas y, entonces:

H=cte - WNc=wNo=0 (7.17)

Sistema de dos cuerpos interactuantes

El sistema mas simple es el que esta formado gonthsas puntuales, y mp
que interactian entre si. Pensemos en estas dtisujgar interactuando con una
interaccion a distancia que, generalmente, va andkgy de la distancia relativa entre

ambas masas:

* Un sistema que cumple que ldistancias relativas entre particulgsermanecen constantese
denominaigido.
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F=f-f=rf y r=[;,-Ff
KL-f
[

(el sentido, tal como esta definido, es desdgdaciam,). Suponiendo que las fuerzas

donder = es el versor dirigido a lo largo de la recta qne a ambas particulas

tienen la direccion dada pér:

IE12 = _F(|F2 _F1|)—|;2 :;1| =-F(r)rf
2 1 (7.18)

~ IR Al R
F21=F(|r2_r1|)a F1=F(r)r

2
[

]

Las ecuaciones de Newton para este sistema resultan
ml'r'lz EZ:F(|r2—r1|)r =—F(r)f 7.19)
myf, = F21=—F(|F2—f1|)f= F(r)r

Las ecs.(7.19) es un sistema de ecuaciaocepladasy, por lo tanto los movimientos de
amabas particulas no son independientes: se deesjarcorrelacionados Como las
fuerzas de interaccion dependen de las posicioaesmibas particulas, el movimiento
de una de ellas, modifica la posicion relativa er@ambas y por lo tanto, la fuerza

actuante sobre la otra particula, lo que, en difinafecta su movimiento

® Esta condicién, en principio, no es necesaria phdgasarrollo que sigue. Sin embargo, vamos altene
en cuenta para el analisis de conservacion.

® Obviamente, el movimiento de cada una de ellastafa la otra. Notar que, en este andlisis, no
interviene el tiempo, es decir, el cambio en lagds de una de las particulas afeict@ediatamenta la
otra. Esto presupone que la velocidad de propagaldda informacion (es decir, la velocidad coqua
segunda particula se “entera” del cambio de lagmajnesnfinita. Esto claramente, esta en contradiccion
con la Teoria de la Relatividad. Sin embargo, covamos a ver, la Mecéanica Clasica es una
aproximacion de la Teoria de la Relatividad, pogle esta velocidaifinita representa una velocidad
muy grande respecto de las velocidades ordinan@ntran dentro del rango de la Mecéanica Cléasica.
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Para resolver el movimiento de este sistema coawilesacoplar las ecs.(7.19).
Para ello, vamos a hacer cambio de coordenadass decir, vamos a re-escribir (7.19)
en funcion de otras posiciones (relacionadasitgnr,) de tal manera que resulten dos
ecuaciones desacopladas. La pregunta es, entoo@p®) elegimos esas nuevas
posiciones. Usemos un criterio fisico:
» El sistema de las dos particulas es un sisastadg por lo tanto el CM del sistema
se va a mover con un movimiento rectilineo y umifer(su ecuacion de movimiento va
a ser muy sencilla).
» Las fuerzas dependen de la posicion relativa emtrigas masas, asi que, de existir
una posicion que desacople el sistema, podemosisugoe deberia ser ésta.
Entonces, hacemos el siguiente cambio de coordenada

]

R= mlrl + m2r2
}: m +m, (7.20)

P

Para recuperar las posiciones de ambas partiaplisamos la transformacién invefsa

F, = I?e——rib r

MM (7.21)
L=R+— 2t

m +m
Introduciendo el cambio de coordenadas, las ecueside movimiento par® y
resultan:
R=Mu*Mh  ZFOTFFO 5, [R=0 (7.22)

m +m, m +m,
Fop - =t OF_ZFO ?:(i+i)|:(r)f (7.23)
m, my m, m

* Laec.(7.22) expresa lo que ya sabiamos: el CMwusvencon movimiento rectilineo
uniforme.

* Laec.(7.23) describe glovimiento relativo entre ambas mas@sdefinimos:

L = mm

l:i+_
Mmoo m +m,

" El sistema de dos particulas interactuantes @sieb problema que estérmalmenteesuelto en Fisica.
Esto es, existe para este problema una transfodmal@ coordenadas que desacopla el sistema. Si se
tienen tres 0 mas particulas interactuantes (aulagu@ateracciones, como ya sabemos, se producan de
pares), no existe una transformacion general deleaadas que desacople el sistema.
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La cantidadu se denominanasa reducida del sistemiaa ec.(7.23) resulta:

Ur =F(@)f (7.24)

Esta ecuacion representa el movimiento de una aitécula de mas@g que se mueva
bajo la accién de una fuer#(r)f 8.

» En definitiva, hemos conseguido pasar de resolver:

F2]

= Fa —
I
m
n
O

El movimiento correlacionado dLe El movimiento no acoplado de otllo
dos particulas interactuantes que,jen 5 | sistema de dos particulas: el CM| y
general, puede ser muy complicado: la particula ficticia de masa:

m1f1=F12=F(|F2—T1|)f R=0

myr, = Fpy = =F(F, — ) Ur =F(r)f

* Una vez resuelto este sistema, se puede encohimmveniento dem y m, a través
de la transformacion inversa, ecs.(7.21).

* Siunade las masas es mucho mayor que la otr&jgraplo,m >>m,), entonces:

ROF

p Om,

Es decir, el movimiento del CM gwéacticamenteel de la masam (la mayor), y el

movimiento de la particula de mageespracticamenteel de la particulam,, tomando

como origen la particulan (o sea, practicamente, el CiM)

® Notar que F(r)r = 'le- es la fuerza que actla sobrg. Esto resulté asi ya que definimos la

coordenada relativa comb =T, — I}, posicion relativa dem, respecto den,. Notar, asimismo que, si

bien consideramos la direccion de las fuerzaslglara la recta que une ambas masas, no existe
restriccion en cuanto a la direccién, para apksie procedimiento.
° Sin embargo, esto es una aproximacion.
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* Analicemos qué magnitudes se conservan para esénsi (el conjunto de ambas

masas) y cémo se escriben las integrales de mavioné funcion deR y 7 .

» Impulso lineal:
Se trata de un sistemagsladg por lo que las fuerzas actuantes son internésness:

p=p +p,=CE
p=(m +m)R (7.25)

donde ﬁ{:VCM es la velocidad del CM. Com@ = c&, el CM se movera con

movimiento rectilineo uniforme (como ya habiamoduibédo a partir de las ecuaciones
de Newton), por lo que se puede adoptar el sis€Macomo sistema de referencia

inercial. En ese caso:

pM =0 (7.26)

» Impulso angular:

Las fuerzas actuantes en nuestro sistema sonastgastan dirigidas a lo largo de la
recta que une a ambas masasr lo que los torqueespecto de cualquier centro de
momentosse anulatf. Elijamos, entonces, un centro de momentos coeméi De
acuerdo a las condiciones (7.6), éste debe segj@mplo, un punto en reposo respecto
de nuestro sistema de referencia (O), o bien eldEMistema.

« Sea, por ejemplo, el puntd®

Lo = F XMyf; + T, x (7.27)
De acuerdo a (7.21):

19 Aqui usamos la condicion sobre la direccién defl@szas entre las particulas. De haber tenido otra
direccion, los torques no se hubieran anuladamjellso angular no se conservaria.
! Elegimos, en este caso, aunque no es necesanim, centro de momentos el origen del sistema de

referencia.
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272
- = = m;m; 1 1 ). -
L —(rnl+m)R><R+—(—+—err
7 i (my+my)2\my  m,

s e T (mm )
(m1+m2)2k mm,

u? %,
Lo = (my +M)Rx R+ uF xF (7.28)

Como era de esperar, el impulso angular queda@soiino:

o= 03" + 1
es decir, la suma del impulso angular del CM yeeladparticula de masa. Notemos,

sin embargo, que en la expresion (7.28), el vectoo esta medidodesde el centro de
momentos O

e Sielegimos como centro de momentos (o sistemafdeencia) el CM:

—

Loy = 4P XT (7.29)

» Energia mecanica:
Para analizar la conservacion de la energia mexatébemos verificar si las fuerzas
que actuan sobre las particulas son conservativis Bepitamos aqui la expresion de

ambas fuerzas (ec.(7.18)):

Fio = —F(Ifz—n|)|?:?| =-F(r)f
2~ N
A T
Fy = F(|r2_r1|)|r —F| =F(r)r
2~ h

Notemos que las fuerzas sobre cada particula depend solo de la posicidén de la
particula sobre la que esta aplicada, samobién de la posicién de la otra particula
Por lo tanto, estas fuerza® son conservativasSin embargo, calculemos el trabajo

diferencial total de ambas fuerzas:
dw = dW, +dW, = Fp,.df, + F,,.df,
= 'le-(drz —-dny) = |321.d(f2 —1)

donde hemos considerado gig = —F,,. Considerando qug —F, =r f y la expresion

de Fy, = F(r) f:
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dW = F(r) £.d(r f) = F () F.(drf +rdF)

Comodf =dg8*? entonces:

(730
El trabajo diferencial conjunto de ambas fuersisn diferencial exacto, es dedi,va
a ser independiente del camino y, por lo tant@ t&abajo es conservativo. Entonces, si
bien la energia de cada particula por separade monservasi se conserva la energia
del sistema conjunt@m, +m,).

A partir del trabajo conjunto de las fuerzas solambas particulas

interactuantes, se puede encontraremexgia potencial

V(0 =-[ F(r)dr +Vy5(ro) (7.31)

donder, es el nivel de referencia. Esta energia potencias la suma de las energias

potenciales de cada particula (ya que, la fuerbaescada particula por separado no
tiene asociada una energia potencial) sino qudaesnergia potencial del par

interactuante Esta energia potencial se denonménargia potencial de interaccion

Las fuerzas de interaccién pueden derivarse depetncial:
Fip = _D1V12(|F2 - F1|)
Fpp=-0 2\/12(|f2 - F1|)

dondd], (U, ) es el gradiente respecto de las coordenadaspdetiaula 1 (particula 2).

» Calculemos la energia cinética del sistema:

1 1 1 - 1 -
T =M+ o m = Smy (. ) om0 1)

:lml(ﬁa__mz f].(ﬁe- m ?]+1n12(§+ m ?].(§+ m ?]
2 m, +m, m, +m, 2 m +m, m +m,

mm, ., mm g 1lommp e 1o omny
m +m, m +m, 2 (my+my)? 2 (m +m,)?

=0

1 LA
ZE(”PLmz)R-R_

12y/éase el tema de coordenadas polares en el ecagéuCinematica.
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1 P (1 1];;
==(m+m)RR+—22 | —+ —|F.T
g (m+m)*(m m,
”hzmg (mﬁmz]r{r;
(m +my)%( m. m,

P %1

1 O
==(m +m)RR+=uf.f
Zmllw) SH

= (M +m)RR+

1 =121 .
=§(ml+mz)‘R‘ "'E,UHZ
(7.32)

1 1
ZE(ml + mz)V(Z:M +§,UV2

dondev,,, es el mddulo de la velocidad del CMves el modulo de la velocidad de la

particula de masa (que es la velocidad relativa entre ambas par8tubesi, la energia

cinética queda expresada como la energia cinéic@M vy la de la particula ficticia de
masagu .

La energia mecanica total queda expresada, estorm®o:

1 1
H :E(ml+mz)v§M +§,UV2 +Vy,(r) (7.33)

Finalmente, si tomamos al CM como origen del sistdmreferencia:

H:%pw+wgm (7.34)

Andlisis de conservacion — Ejemplos
Veamos, a través de algunos ejemplos, cémo seanalconservacion dp, Ly H .

Ejemplo 1. El eje instantaneo de rotacion: un cqeeiltil y una confusion habitual.
Sea una particula de magaatada a un hilo inextensible que se va enroscaido
deslizaren un poste de radio R. Se supone que el moviméném un plano horizontal
sin rozamiento.

Las fuerzas actuantes sobreson la

tension T del hilo, el peso y la
normal. Estas dos dltimas se

compensan y, por lo tanto, la Unica

que influye en el movimiento €% .
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Como el hilo no desliza respecto del poste, todegplintos del hilo en contacto con él
tienen velocidad nula, en particular, el dltimofmude contacto, es decir, el punto Q.
Por lo tanto, la particula realizastante a instantein movimiento circular de radio,
alrededor de un eje que pasa por el punto Q. ksteeedenomin@je instantaneo de
rotacion (EIR).

* Impulso lineal

=

=T = p#cE
dt P

* Energia mecéanica
Analicemos el trabajo de la tensidn que, por sea fuerza de vinculo, no es

conservativa.
dw =T.dr =T.vdt
Como, en cada instante, el movimiento es circukaryelocidad de la particula es

perpendicular a la porciéon de hilo, de longitud que aun no se ha enroscado.

Entonces:
TOV=dW=0 = H =cte

Como la energia es solamente cinética:

N v:1/E =cte (7.35)
2 m

El médulo de la velocidad de la particula es carista

* Impulso angular
Elegimos un centro de momentos conveniente, docale/eniente” significa que redna
alguna de las condiciones (7.6). Por ejemplo, amdaato” que puede parecer ideal es

el punto Q. Lo analizamos &si por el punto Q pasa el eje instantaneo de Kag;

por lo tanto,v, = "0 entonces, se cumple que la ecuacion de movimi:dmfg es:

di, -

—2=N 7.36
i e (7.36)

Y, como la tensiéi es central respecto de Q= NQ =rxT= 0

Entonces:

3 | as fuerzas de vinculo, por adaptarse a las ciomdis cinematicas de la particula, dependen, en
general, de la velocidad de ésta.
' Notar que se va a hacer un anélisis incorrecto.

229



Teoremas de Conservacion

~ A A L
Lo=mr'vz=12 = V:W (7.37)

Claramente, el modulo de la velocidad de la pdeique acabamos de obtener no es
constante, ya que' va cambiando a medida que el hilo se enrolla eposte. El

resultado (7.37) es contrario al obtenido en (7.3%) explicacidbn a esta aparente
paradoja es que la ecuacion de movimiento que gaams paraEQ, ec.(7.36), es

incorrectg ya que la velocidad del puntor@ es nulalLa ecuacion de evolucion (7.36)
no es correcta, en general, si Q es un punto sbER, ya que en la ecuacion mas

general:
dly _ o o
d'[o =No—Vox P

V, es la velocidad con que se desplazpusito del espaci@legido como origen de

momentos, y su velocidad no es nula, y no la dglogos materiales por los cuales,
instante a instante, pasa el EIR. Por lo tantanesrror considerar, en general, que un
punto, por el solo hecho de pertenecer al EIR,nesemtro de momentos conveniente,
que cumple con la ecuacion de movimiento (7.36).

En efecto, en este caso, el punto Q

V\\7 (centro de momentos), se va

Qo desplazando sobre la circunferencia.

El desplazamiento de Q en dines
F'(J["'dt) el diferencial de arcods sobre la

V  circunferencia, y esto es, ademas, la

O<1

porcidon de hilo que se enrolla en ese

Q
0 ®

dt, es decirdr':
ds__dr
dt dt

donde el signo menos entdsy dr' indica que lo que aumenta la porcion de hilo que se

ds=-dr' = Vo =

enrolla (ds) es igual a lo que se acorta la porcién de hilel{dr").

La ecuacion de evolucidon correcta del impulso &rgoon origen en Q es,

entonces:
diy _ = o R
F:ES_VQ(UX p:—va(t)vz (7.38)

=0

(Notar quevy V,, son ortogonales entre si).
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Esta ecuacién nos conduce al mismo resultado (7E3bgfecto, derivanddiQ respecto

del tiempo (ec.(7.37):

dL, _d(mr'v)A_n_{ dr’ 'dV}A—n{ ,dv}
= Z=mV—— ' 2=m -, 1= |2
dt dt dt dt dt

e igualando a (7.38):

n‘{—vaH'%}i:—vavz = mr'%:o = %:O (7.39)

Es decir, el modulo de la velocidad de la pardes constante, tal como habiamos

encontrado por conservacion de la energia (ec)(7.35

Ejemplo 2 Sea una particula de masg que se mueve sobre una superficie horizontal
sin rozamiento.
Esta particula esta unida a un hilo

tenso de longitudl, que pasa a
través de un orificio en la superficie
(O), y en cuyo otro extremo se
encuentra una segunda particula de
masanm,, que solo puede moverse

en la direccion vertical.

(1) Analicemos, en primer lugar, qué magnitudes seergan para cada particula.

* Impulso lineal:

) N > P, #CcE: sobre la particula 1 esta actuando la
=T i tension del hilo,T,=-TF (el peso y la normal se
— l R compensan);
=72 > P, # CE: sobre la particula 2 acttan la tension del
hilo, T, =TZ, y el pesoP,
2
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* Impulso angular:

Elegimos el centro de momentos. Las fuerzas acsaggtan dirigidas a lo largo del

hilo, por lo que un buen centro de momentos resdtael punto O. Comd,, T, y P,
son centrales respecto de O, sus torques se aRaantra parte, el torque d® y el de

N se compensan entre si. Por lo tanto:
>

d_l

.= CE
> L,,=cB
» Energia mecanica:

Las fuerzas no conservativas SBnT, y N . Analicemos sus trabajos:

> dW\C =T,.dF, + N.df, = -T F.udt+ NZvdt = =T 7. F +r@&)dt+ NZ.(f f +rHF)dt

=0

dW'®=-Tidtz0 = H,#cte
> dW'C =T,.df, = TzV,dt = Tzz t
dW'© =Tz dtz0 = H,#cte
La energia mecéanica de cada particula no se canserv
(2) Analicemos ahora el sistema formado por ambascpéas.
* Impulso lineal
p=p+p,#cCe

Las fuerzas externas no se anulan:
T+T,+PR+N+P=-TFf+T2-P 220"
\_ﬁr_J

o!

* Impulso angular:

Es evidente que conviene tomar el mismo centro ai@entos que en el caso anterior.
Comol,, =c&y L, = c&, entonces:

o = (o + Loy = cB

» Energia mecénica:

Consideremos el trabajo de las fuerzas no conseasatobre el sistema (el trabajo de
N ya vimos que es nulo por ser la fuerza perperali@ildesplazamiento).

dWN® = dWN® + dW'© =T i, dt + Tz, dt

'* Si bien ambas tensiones son iguales en méduletidistintas direcciones.
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¢ Es nulo este trabajo? Nos falta considerar ghdcehctiia como vinculo entre ambas
particulas y que, por lo tanto, sus movimientoso independientes. El vinculo es la
longitud del hilo; en funcion de las coordenadas:
| ==z, +r
Derivando se encuentra que las velocidades deatésylasen la direccion del hilson
iguales:
O=-z+r =2z, =7
Entonces:
dWN® =T dt+Trdt=0 = H =H,+H, =cte™®
Notemos que las energias de cada particula vaandaria lo largo del movimiento
debido al trabajo de las tensiones, pero de takmaague las variaciones se compensan:
dH, =-dH, Odt

_____________ € e
e Analicemos qué tipo de trayectoria realizan las asas, y mp. Para ello,
consideremos las magnitudes que se conservan parsteama total y asignémosles
valores arbitrarios. Sea, por ejemplo:
H=¢
L,=L2

Sabemos que el impulso angular tiene direccionepetipular a la mesa, ya que es

(7.40)

perpendicular al plano del movimiento. Escribam&stonces, las expresiones de la
energia y el impulso angular y, a partir de eli@gemos de describir el movimiento del
sistema sin necesidad de integrar las ecuacionesiaémiento. Notemos que la

particulam tiene dos coordenadas de movimientoy(&), mientras quam, solo tiene
una (z,).

» Energia:

H =%mv12 +%H1VS +mgz,

La energia potencial gravitatoria correspondena (para m es constante) y hemos

considerado como nivel de referencia a la mesdgeis V(z=0) =0. Escribamos en

componentes:

'® No hay ninguna energia potencial de interaccion.eBo, la energia total es la suma de las enatgias
cada una de las particulas.
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1 . . 1 .
H=§m0“¢%ﬁ+§%é+mgé
Teniendo en cuenta la condicién de vinculo:
l=r-z, = 0=r-2

= M +r78) +Zmr - mg(l -1)

H=%m+wﬁ“%mﬁﬁ-wmhw=e
Redefinamos la constante para no arrastrar térneisymsriod”:
E=&+myl

— 1 2 l 22 —
H—E(ml+mz)r +§mlr6? +mgr =E (7.41)
> Impulso angulat®:
I:O = I:01+|:02:Fxrnl\71+Z2><rn2\72

=rixm(rf+rf6)+zixm,z2

—_—

Notemos quel,, =0, como corresponde a un movimiento rectilineo cagampor el

centro de momentos. Entonces:

Lo =mr?62=1L2 (7.42)

> Despejemod de (7.42):

. L

= 7.43
mr? (7.43)

Introduciendo (7.43) en (7.41):

Lo emyrz+ Y imgr=c (7.44)

5 m +m, omr? m, :

Las ecs.(7.43) y (7.44) constituyen ksuaciones de movimiento de la particutg.

Observemos algunas caracteristicas:
» El signo de la constantedefine el sentido de movimiento de la particulasdntido
no cambia a lo largo de todo el movimiento, esrdétisiempre es positivo (di > 0) o

negativo (siL < Q.

" Esto es equivalente a redefinir el nivel de refeie
'8 Notemos que podriamos haber tomado directameiralse angular de la particula,ija que
también es constante de movimiento.
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* La ec.(7.44) solo depende dey r, por lo que puede pensarse como la energia de

un movimiento equivalente unidireccion@nr), donde:
_1 2
T _E(ml-"rnz)r (7.45)

corresponde a la energia cinética de este movimamiivalente, y

2

1
Ve (1) = 5 +mgr (7.46)

mr?

a la energia potencial. Esta energia potencialdemominapotencial efectivodel
movimiento y es la suma de dos términos:

=V()=mgr - laenergia potencial “real” del sistema;

2

=V, (r) :% - una “energia potencial” llamagatencial centrifug® barrera

r2

centrifuga(que proviene de un término de energia cinética).
Notemos que este movimiento equivalente solo tiere coordenada de movimiento,
r, ya gue hemos “suprimido” el movimiento énLa manera de hacer esto fisicamente

seria observar el movimiento desde un sistemafeeereia no inercial (SNI) que rotara

con la misma velocidad angular de la particdly En ese SNI, la energia potencial de
la particula corresponderia a las fuerzas congeagateales y a los efectos de inercia
“conservativos”. En efecto, averigiemos a qué ‘daércorresponde el potencial
centrifugo (es facil adivinarlo, ¢,no?):
= d\/cf A~ L2 rn12r492 ‘2 7 x
f =- r= 5= 3 :rner Efcf

dr myr myr

Efectivamente, el potencial centrifugo proviendadieierza centrifuga.

¢, Qué pasa con los otros efectos de ineréid@mas de la fuerza centrifuga, en el SNI,
aparecen otros efectos de inercia: la fuerza déo@orfé, ya que la particula esta

realizando un movimiento a lo largo de la coordenaatlialr con velocidadv'=rf

respecto de SNI, ¥, , ya que el SNI rota cof = 8 r (. L.a pregunta es, entonces, por

gué estos efectos de inercia no aparecen y/o afadtaenergia.
Ambos efectos son no conservativos, ya que depeddela velocidad de la

particula. Sin embargo, podemos ver que sus trals@o nulos, por lo que la energia
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mecanica también es constante en el SNI (como dalvia). En efecto, calculemos

dichos efectos de inercia:

fl =2muxQ =2myrix@2z=-2m;ré8é

f,=mfxp=mrfxdz=-mrdé

Por lo tanto, el trabajo de estos efectos de iaex@bre la particula es:

dW' = fl.dF + f,.dF = (-2mfg-mré)d.drf =0

ya que las fuerzas no inerciales son perpendesiata direccibn de movimiento de la
particula en el SNI.

» Grafiquemos el potencial efectivo y veamos comelarnovimiento en la direccion
radial:

Vef(r)
V()

> El potencial efectivo tiene un minimo para r,. Calculemos ese radio:

%
dV 2 2
o - L3+ng=0 = I, = L (7.47)
dr mpr, mm,g

» El movimiento edigado, para cualquier valor de enerdgiacon dos radios extremos

Ly r,. Solo parak,=V,(r,), ambos radios coinciden y la trayectoria sera una
circunferencia de radiq, .

» Por otra parte, de la ec.(7.43), vemos que la idddcangular dey
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aumenta a medida que disminuyg siempre tiene el mismo sentido. El signo de la

constante. define el sentido de movimiento de la particullaséhtido no cambia a lo

largo de todo el movimiento, es ded>0 (si L >0) 0 < 0 (si L < 0).

» EI movimiento se desarrollara, entonces, en la zdetimitada entre dos

circunferencias de radias y r, .
» Cuando la particula alcanza el radip, regresa
moviéndose en el mismo sentido (es decir, no itevier

. el sentido de movimiento) hastg. La trayectoria

puede ser abierta (es decir, cubrir totalmenteolaaz
entre ambas circunferencias, transcurrido un tiempo
suficientemente largo), o cerrddase pasa por los
Mismos puntos).

* Notemos que, sL # 0Ola particula no puede alcanzar el centro de morsgpunto

0), por efecto de la barrera centrifuga. Si nosmpas en el SNI, vemos que, a medida

que la particula se acerca al origen, la fuerzarifega aumenta enormemente,

empujando a la particula lejos del origen fen fg) - 4oof)

« Finalmente, integrando las ecs.(7.43) y (7.44)w=dp obtener la trayectoriad ( )
En nuestro caso, realizamos la integracion poré&bdo dediferencias finitastal como
se detalla en el Apéndice®® Veamos qué trayectorias se obtienen para difesent

casos.

9En este caso, es abierta.
0 En el Apéndice B se incluyen los programas fupata obtener los potenciales efectivos (potefyfor)
las trayectorias (orbit.for) para este problemargsoque se irdn comentando.
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» El mismo valor de impulso angular y distinto valde energia.El valor de la
constante. define la barrera centrifuga y, por lo tanto elepoial efectivo. Notemos
como un valor de energia mayor disminuye el radenon y aumenta el mayor,

agrandando la zona donde se mueve la particula.

77777777777777 L =10erg.s
—————————————— e m=2g
—————————————— e | m=1g
77777777777777 —— E, =30erg
J’f —— E, =50erg
E =30erg — At =30s E =50erg—-At =30s
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» El mismo valor de energia y distinto valor de ingouhngular.En este caso, cambia
la pendiente de la barrera centrifuga. Un valorLdenenor aumenta la pendiente, lo

que, fundamentalmente, disminuye el radio mengarofundiza el poZd.

E =50erg - At =30s

a

Notar como las ramas de la trayectoria se hacenangestas para valores menores de

L, es decir, se van asemejando mas a movimienttl$neaos.

?INotar gue la escala de ambas trayectorias es tigeri@ diferente.
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E=V, (1) > Para energias cercanas al minimo
2, del potencial efectivo, ambos radios,
minimo y maximo, son muy cercanos y
la particula realiza pequefnas
oscilaciones alrededor de la

circunferencia de radia,, ec.(7.47).

En ese caso, el potencial efectivo puede

pensarse como un potencial armonico:

Vi (1 =15) OV (rp) + o (r=ry)

=0
. 1dV
2 dr?

(r - I’0)2

To

it
Vo, (r = 1) OV, (1) +{M} (r—1,)?
mL

> Finalmente, si el valor del impulso angularles 0, el movimiento es lineald=0)
y la particula puede pasar por el centro de morseito el potencial, esto se pone en
evidencia ya que desaparece la barrera centrifigyanpvimiento, radial, se debe solo

al potencial real.

Ejemplo 3.Sean dos particulas de masas y m,, unidas por un resorte ideal de
constante elastica k y longitud en repdgoque pueden moverse libremente sobre una

superficie horizontal sin rozamiento.

®d
/‘ V,
rn_l_ k, IO Flel erl
o— @
/ m,
Vl
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» Magnitudes que se conservan para cada particula:

e Impulso lineal

Sobre cada particula acta una fuerza elaskéai(= 12); entonces:

p, % cé

p, # cE

* Impulso angular

Las fuerzas elasticas son colineales con la rastauge a ambas particulas, por lo que
podria pensarse que, eligiendo un centro de mommesubre esta recta, el impulso
angular de cada particula va a conservarse. Simrgmbdado que el sistema esta en
movimiento, también lo estaran los puntos de esta,r@or lo que no son centros de
momento convenientes (su ecuacion de evolucionlaer@ (7.5)). Existe, sin embargo,
una excepcion. Si consideramosGil del sistema de ambas particylasremos que
éste se mueve con movimiento rectilineo y unifofye que se trata de un sistema
aislado), es decir:

Vem = CE

Esto significa que eCM del sistemém +m,)resulta ser ursistema de referencia
inercial. Por lo tanto, si:

— Ubicamos el origen del sistema de referencia e@M#? (tal que su velocidad sea
nula), y

= Ubicamos el centro de momentos en dicho CM, resulta

ECMl =ce

cmz = CE

!

22 Notar que, entonces, deberemos referir los impuld®ales de las particulas a este sistema de
referencia.
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* Energia mecéanica
Las fuerzas sobre cada particala son

conservativasya que dependen de la

y
>
I

posicién de ambas particutas
R =k(F, — = 1p)f

F' = —k(r, -~ 1,)f

=
=
N}

|

donder = -2 =

-

N
i )
= | =

Calculemos el trabajo de cada una:

|

=

, I

d

dW = Fe.df, = k(F, = 1]~ 1o)

)

#0 = H,#cte

|

2

-
[

|

-

=T
|2_r1|

La energia de cada particula no se conserva.

dw, = F;.dr, = —k(|f, = ;| =1,) dr,#0 = H, #cte

¥

(2) Analicemos ahora el sistema formado por ambascpéat. Notemos que podemos
tratarlo comoun par de particulas interactuantesl resorte, por ser ideal, puede estar
representando la interaccién entre ambas particulas

e Impulso lineal

El sistema esta aislado:

N —

ZFiethFleI"-erI:O — ﬁ:ﬁl+ﬁ2:C§
i=1

Notar que sla interaccidén es entre las particulas, las fuergas internas

* Impulso angular

Las fuerzas actuantes en nuestro sistestén dirigidas a lo largo de la recta que une a
ambas masaspor lo que los torquesespecto de cualquier centro de momenrdges
anulan. Podemos elegir como centro de momentdgwen punto que cumpla con

alguna de las condiciones (7.6). Entonces:
Lo = Lo, + Ly, = CE con O tal que cumple (7.6)

En particular, podemos elegir el CM del sistéina

23 ; Por qué en el caso de una Unica particula unidaresorte, la fuerza sobre ella si es consea&fin
ese caso, el otro extremo del resorterespunto fijoy, por lo tanto, no varia al moverse la particila.
trabajo, en ese caso, solo depende de la posieiésalinica particula.
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I-CM = LCMl + LCMZ = Cé
* Energia mecéanica
Vimos que las fuerzas actuantes no son consergatia embargo, para el sistema de

ambas particulas, veamos qué obtenemos al catdutabajo total:

dW = dW +dW, = F.dF, + F;".dF, = k(F, =] - 1,) |f _E| dF, —k(r, =1 =1o) |f ] dr,
L= 2 14
=k(r -1,) F.dF, =k(r =1,) F.dF, = —k(r -1,) £.d(F, ~F) = -k (r —1,) f.dF
= —k(r =1,) f.(f F +r86)dt = -k (r —1,) idt
dW = —k(r = 1,)dr (7.48)

donde hemos considerado, como siemgres vdt = (ff + ré’é)dt.

Nuevamente hemos encontrado que el trabajo dif@leranjunto de ambas fuerzas
un diferencial exacto, es dedW,va a ser independiente del camino y, por lo taegte
trabajo es conservativo. Entonces, si bien la éaatg cada particula por separado no

se conservasi se conserva la energia del sistema conj@mior m,) . Encontremos, a

partir de este trabajo, &nergia potenciadle interacciordel sistema:
V(r) = —jrr —K(r —1,)dr +V(r,)

Esta expresion es formalmente idéntica a la quergrammos en el capitulo de Enefgia
para una particula sometida a una fuerza tipo deiabke. Por lo tanto, fijando el nivel
de referencia:

rh=l, yV({,=1,)=0

Resulta:

v(r) =%k(r -1y (7.49)

y, €en consecuencia:

H =cte (7.50)
_____________ P

* Analicemos también en este caso que tipo de trayaaealizan las masas, y m,.

Para ello, procedamos como en el ejemplo anteramgideremos las magnitudes que

se conservan para el sistema total, asignandolesesarbitrarios. Sea, por ejemplo:

4 Notar la diferencia con el caso de una sola pdatiEn este caso, el CM no tiene por qué serigéor
del sistema de referencia.
% La diferencia es quees la distancia entre ambas particulas.
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:M— :E L2 (7.51)

Escribamos las expresiones de la energia y el sopahgular y, a partir de ellas,
tratemos de describir el movimiento del sistema secesidad de integrar las
ecuaciones de movimiento Ambas particulas tiemsrncdordenadas de movimiento (
y &). Sin embargo, si tratamos este sistema como stensa de dos particulas

interactuantes, podemos escribir su energia e sa@nigular como las magnitudes que

corresponden al centro de masa y a la particulatétipa de masz;u=rrrllanm2 (masa

reducida), ecs.(7.28) y (7.33). Si ademas tomamo®asistema de referencia el CM, el

problema se reduce al problema equivalente de nica particula (ecs.(7.29) y (7.34)):
Loy = UF XT = L2

1o 1,
H —E/JM +2k(r 1o’ =E
Usando coordenadas polares (ver figura):
Loy = M202=12 (7.52)
H :%,u(r'z +r292)+%k(r ~1)?=E (7.53)

Procedemos como en el ejemplo anterior, despejghde (7.52) e introduciéndolo en

(7.53):

L

6= 7.54
IS (7.54)
1 ., L® 1 2

H=2=pr2+ +>k(r-1,)>=E 7.55
Zlu 2 rz 2 ( O) ( )

Ver (1)

Como en el ejemplo anterior, obtuvimos un potenefactivo, suma del potencial
centrifugo y del potencial real:
L2

Vef(r) = 2’ur2

+%k(r ~1,)2 =V, (1) +V(r) (7.56)
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Las ecs.(7.54) y (7.55) constituyen Esuaciones de movimiento de nuestra particula
hipotética 1%°. El movimiento angular posee idénticas caracteaistque el del
ejemplo anterior.

« Analicemos el movimiento radial, graficando el paial efectivo. Para mayor

simplicidad, supongamos la longitud en reposo esbntd, = 0O

» El potencial efectivo tiene un minimo para r,. Calculemos ese radio:

dv,,  L?

L2 Y
s+t2kp=0 = 1= (7.57)
dr yues 2k

» El movimiento edigado, para cualquier valor de enerdgiacon dos radios extremos

Ly r,. Solo parak,=V,(r,), ambos radios coinciden y la trayectoria sera una
circunferencia de radiq, .

* Integremos las ecs.(7.54) y (7.55) para obtenetrdgectoria r(¢). Para ello,

escribimos, a partir de la ec.(7.54):

%:%ﬁ:%f: L2 = adé = Ldzr. (758)
dt dr dt dr Uy Hr Y

26 . o . .
En este caso, deberemos recuperar las ecuaciomesvitaiento para las particuld®, y m,, a partir
de la transformacion inversa de coordenadas:

[=-—tF
m+m,
=t F
m +m,
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Despejamos de la ec.(55) y lo introducimos en (58):

2 }/Z
|2 L
7] 2ur= 2

40 = Ldr (7.59)

2 }/2
ur{z(E— 2" > —1kr2ﬂ
U ur’ 2

Reordenamos la ec.(7.59):
Ldr _ Ldr

% 72
J2ur? , L2 1, ., 1, . , L
| Er-—-"kr Neur| —=kr*+Erc—-—
( 2 HN72 2

r 2u

dé =

Para integrar, hacemos la sustitucion:
X=r? = dx=2rdr

Ldx

La integral est4 en tablas y resulta:
L2

Ex—
arcse

L
2FJ_ H\/E2 kLZ

a(x) =

En funcién der :

2
1 Er2-L
= H
o(r) —Earcse " 7
rz(E2 - ]
Y7,
Finalmente, despejamag6) :
— L2 _%
((6) = A= (7.60)

%
kL? \*
1-11- 20
I ( #EZJ sert )_

Para recuperar las trayectorias de las partiaulag m,, realizamos la transformacion

inversa de coordenadas, ec.(7.21), considerandesiamos en el sistema de referencia
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CM. El siguiente grafico muestra las trayectoriasathbas particulas, en las que se ha

consideradam =2m,.

Notar que las trayectorias

(lineas llenas) son
cerradad’, 'y  estan

contenidas en el espacio
delimitado entre las dos
circunferencias de radios
maximo y minimo. La

trayectoria de menores
dimensiones corresponde a
la particula mas masica.

Estas trayectorias

corresponden & =10ergs

y E =30erg (ver el gréfico

del potencial efectivo).

* Finalmente, siL =0, desaparece la barrera centrifuga y el movimieiletambas

particulas corresponde a una oscilacion linéat (). 0

Ejemplo 4. Dispersion de un proton por un nuclesgo® (dispersion de Rutherford)

El experimento de dispersibn de Rutherford tuvo @ooonsecuencia el
descubrimiento del nacleo atbmico. La experiencigiral se baso en la dispersion de
particulasa (2p'+2n°, nucleos de He) y particulg® (electrones § al atravesar una
delgada lamina de oro (delgada para eliminar l@dbposd de choques multiples). Los

resultados obtenidos echaron por tierra el modelatdmo de Thompson delidin de

" En los cursos avanzados de Mecéanica Clasica seedtra que las Unicas dos trayectorias cerradas

bajo cualquier condicion inicial, corresponden @& IpotencialesV (r) 1= (como el potencial
r

gravitatorio), yV (r) O r2. También, claro esta, son cerradas las trayestoniaulares correspondientes
a E=V,(r,), donder, es el valor de la coordenada para el cual el paeefectivo es minimo, y

pequefios apartamientos respecto de esa trayecimigar (paraE DVef(ro) ). Notar que esto ultimo

corresponde a hacer “pequefias oscilaciones”, es, dgroximar el pozo de potencial por un pozo
cuadrético.
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pasas (N corpusculos cargados negativamente, imbuidos ena esfera cargada
positivamente, de manera uniforme). La desviacidnda por las particulasy £ no se

podian explicar a partir de este modelo.
Supongamos un protop’, de masan y cargae (e>0), que se acerca a un

nacleo de gran masd), y cargaZe La interaccién entre ambos es electrostéatica y
repulsiva:

Fuerza sobre ep™:

|

=y = 1 4% -
>0 > F(r)=k r22r—

Zee .,
=k—-f
r

B
=
)

zZe? .
F

=k 7z

Sobre el nucleo:

Zezf
r2

F'(r)=-F(r)=-k
donde k es una constante que depende del sistema de esidRdr simplicidad,
tomemosk =1.

LlamemosR a la distancia de maxima aproximaciéon del al nlcleoZe y s al

parametro de impactogs decir, a la distancia perpendicular desde deadtasta la
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extrapolacion en linea recta de la parta inicialal&ayectoria delp”. En este caso,

vamos a suponer conocida la trayectoria @ély a encontrar esta distanci de
maximo acercamiento.

Este es otro tipico problema de dos particulasaoteantes, por o que consideraremos
el movimiento del CM y el de la particula fictiale@ masa igual a la masa reducjda
del sistema. Sin embargo, corivb >>>m, la posicidon del CMpracticamentecoincide
con la del nucleo, y la masa reducigd. m?®, por lo que resolver para la particula
ficticia es practicamentg encontrar la trayectoria del proton. La traydetade la
particula ficticia, como asi la del proton, es hipgrbola.

* Analicemos qué magnitudes se conservan en el sistem

» P=cE& por ser un sistema aislado. El CM se mueve covimiento rectilineo y
uniforme, por lo queentraremos el SR en el CM

> Eo =cE por tener las dos fuerzas internas la direccidtadecta que pasa por

ambas particulas, y donde O es cualquier punt@sjmcio que verifica alguna de las
condiciones (7.6). Por conveniencia, elijamos el €ivho centro de momentos:

Loy = CB

» Como en el problema anterior, las fuermasson conservativapor depender de la
posicién de ambas particulas. Sin embargo, eljdbtal si resulta conservativo y, por
lo tanto, habra una energia potencial de interaceigociada al sistema de ambas

particulas. En efecto, si calculamos el trabajerdifcial total:

2 2 2
AW = F (1), + (1), =k £5-F.(dF, =) =k £5-7(r, - ) =k 25 =
2 2 ~ 2
:kzre2 f.d(rr“):kzr‘i r“.(drf+rd¢96?):kzrez dr

Como en el ejemplo anterior, el trabajo resultadiferencial exacto (su integral, a lo
largo de un camino cerrado es nula) y, por lo tdatenergia del sistema se conserva.
El potencial de interaccién resulta:

8 Por ejemplo, en el caso del é%Z)Au (el is6topo més estable), como la masa de los pestes muy

similar a la de los neutrones, la masa reducidadiae en unidades de masa dff) resulta

-197d1 0099501
19¢
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V() == dw V() =~ k Zriz dr +V(r,)
:sz2r V(1)
Eligiendo cor:10 nivel de referencig - o yV(r,)= :0
V(r)= kg (7.61)

» Escribamos las magnitudes conservadas en la dst@@enaximo acercamiento:

(1) Inicialmente:

—

Low = M7 XT = p(Fy + 1) X Vo = Uiy N

—

r, = componenteler ||V,

dondeqr, =componenteer [V,
n =versornormalal planodelmovimiento

Notemos que, =sf; por lo tanto:

Loy = M SV, A= LA (7.62)
La energia es totalmente cinética, ya quepébe encuentra muy lejos del nicleo
(r - o0):

H :%,uvé -E (7.63)
(2) En el punto de maximo acercamiento (A):

Loy = MRV, A (7.64)

1 >
H==—uv,+— 7.65
2/1 AT R ( )
Entonces, igualando (7.62) con (7.64) y (7.63) (Go65):

S
HUSV,=URV, = Vv, :EVO

1 . ._1 > ze

- —UVvi +—
27 2”A R
1= 143}} L2
27°% 2"lR) ° R
de donde;
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2 2\2
ke Ze2+ Ze2 +&|(R>0)
MV MV

En funcion de los valores de la energia y del ispaingularE y L:

2E 2E

_ e 2+Ze2
L°E L°E E

Por otra parte, el nucleo esta en el foco dedérbbla y existe una relacion geométrica

> 2\2
R= Ze + [Z_GJ +g° =

entre la distancia al foc®), el ngulo de desviacion:

12 12 ) ze
2 + 2 +
w? =R 1E - \\ 2 E

955" 2s

La trayectoria delp” esta fijada por los valores &gy L:
« Cuanto mas energético es pl, mayor es su penetracion (es decir, mendR)eg
mayor es la desviaciog .

e Cuanto mayor es el impulso angular (a igual veladtinhicial, es decir, variando solo

el parametro de impacg), menor es la penetracion (es decir, maydR)gsmayor es la

2
desviaciong . Notar quetg% ] LT =L.

Chogues de particulas

En Fisica, se denomimdoquea la interaccion entre dos particulas que dura un

tiempo muy corto, comparado con el tiempo totabloservacion del fenédmeno.

Antes Después

i

1

i

1

1

1

1

1
v
X

\

\

\

\

1 NJU
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Analicemos qué magnitudes se conservan, considedraistema de ambas particulas:

» La interaccion entre ellas agerna por lo que en un choque, siempre se conserva el
impulso lineal total

P=Po+Pu=PtP,=CE (7.66)
Como consecuencia, el CM del sistema se moveracoimiento rectilineo uniforme.

» Las fuerzas de interaccién, ademas, estan dirigidaslargo de la recta que une a
ambas particuld¥ por lo que también se conservamepulso angular tota(respecto,

por ejemplo, del CM):

I:CM = I:1,CM + I:Z,CM = CE

Al conservarse el impulso angular, podemos aseguatodo el movimiento se realiza
en un mismo plano.

» Dependiendo del tipo de choque, la energia mecdoiahpuede o no conservarse.
Se dice que un choque elssticocuando laenergia del sistema se conserea decir,
cuando no se producen cambios internos en el sst8mpor el contrario, se pierde
energia mecanica en el proceso (como, por ejerspkrgia de deformacion, o calor),
se habla dehoque plastico o inelasticoTeniendo en cuenta que antes y después del
choque, la energia de las particulas es solo cinétiodemos plantear, en el caso
general:

T tT=T+T,+Q (7.67)
dondeT,, (T,,) es la energia cinética de la particul@) antes del choqud, (T,) es la

energia cinética de la particdld2) después del choqueQes la energia que pierde el

sistemd’. Si Q =0, tendremos, entonces, un choque elastico.

 Notemos que, teniendo en cuenta las magnitudessqueonservan, se puede
averiguar el estado final del sistema, planteandarges” y el “después” del choque,
sin necesidad de conocer el detalle de la inteagaiopiamente dicha, que puede ser

extremadamente complicada.

? Esto se cumple en la inmensa mayoria de las @uierses entre particulas. Podemos considerar,
ademas, que se trata de fuerzas impulsivas, eg flemizas intensas que actlan durante un lapso muy
breve.

% Enrigor, el sistema puede ganar energia intexansas de la energia cinética, como vamosenver

el capitulo de Relatividad Especial.
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» Choque elastico
Analicemos un choque elastico, teniendo en cuerstaniagnitudes que se conservan.

Como el impulso lineal se conserva, puede resnitar conveniente plantear el choque
en el sistema centro de masa (Ca yposteriori de ser necesario, volcar los resultados
al sistema laboratorio (L). Notemos que el encuedé ambas particulas se producira

en la posicién del CM.

Sistema L Sistema C

l\
\
i
1
i
1
1
1
1
1
v
L
|

Usemos variables primadas para el sistema C. Eggonc

v;:vl—(”lvl+”‘2‘72J: M G -v)=—Tt

+ + +
”} mi m+m m +m, (7.68)
v =V, - —”1V1+”‘2V2J=— D (,-v,)=-— Ly
m +m, m +m, m +m,
o_om,
VlO_ VO
mrm (7.69)
Véoz_ranlnEvo

donde V (V,) es la velocidad de la particularespecto de |2 después (antes) del

choque.

» Por conservacion del impulso lineal:

= =1 =1 =1 A 6'2 = _ﬁi = _/'1\7
Pot Pr=PtP,=0 :{a, . _ (7.70)
° = : ? P2 = 7P = M4V

donde se tuvieron en cuenta las relacionales (%.68)69) y/,J:mlTn:zn2 es la masa

reducida del sistema. Si consideramos, ademaselgeecuentro de las particulas se

produce en la posicién del CM (origen del sistemdd3 impulsos de ambas particulas
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en el sistema @ntes del choquseolo pueden estar dirigidos a lo largo de la rgcia

las uné":
Pio = UVo T
Pho = —HV, T
» Por conservacion de la energia (cf. ec.(7.33)):
1 1 O T,
T= E,uv2 = E%vz = cte = [V, = V,| =[Vy, — V| (7.71)

Vemos que, en el sistema C, los impulsos lineaemntbas particulas contintan iguales
y opuestos antes y después del choque, y sus nsOdaobién permanecen sin

variacion.

» Después del choque, los impulsos lineales tamtaérav estar dirigidos a lo largo de

una recta que pase por el CM, pero el angulde ésta respecto de la direccion original,
en principio, puede ser cualquiera y dependerdgima condicion adicional. Es decir

que, en el sistema C, el resultado del choquereplesmente, un giro de las velocidades

de ambas particulas. Llamemal versor en la direccién de los impulsos finales:

Sistema C ?1 - J‘:'U vori
A B D, =F VN
.pz/v donde hemos tenido en cuenta que
T ﬁ V=V,, Y que tenemos, en principio,
CM’4¢ _________ > dos posibilidades de estado final para
f cada angulap .
r)j/.’ Ry et

+ Para volver al sistema L, sumamos a las velocidéidates en el sistema C, la
velocidad del CM:

G 4u =4 Tk 5 4 MV, + My,
vl—v1+vCM—J_rml+mzv0n+ m+m,
m my, + my,

Vo +
m +m m+m,

Los impulsos finales resultan:

e
VZ_V2+VCM =+

%1 Esto se cumple si la colisién se produce en unop@s decir, la interacciées local En ese caso, el
punto de encuentro solo puede ser el CM.
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(7.72)

e Supongamos, como ejemplo, que una de las partiestasen reposo en el sistema L
antes del choque. Sem, esa particula. En ese caso, la unica forma deéncpecten es
que la particuld se esté moviendo en la direccibncon velocidadv,, = v;,f (v, > 0)

Supongamos asimismo que, después del choque, gualtdsulas continlan en la

misma direccion inicial. En ese caso, antes dedjebpen el sistema C:

—__ M
VlO - V10r
m +m,
véo = _Lvlof
m+m,
Después del choque:
V=t ¢
m+m,
=7 ¢
m+m,
En el sistema L, teniendo en cuenta que la veldaildh CM es:
Voy = My
C™M ml + m2 10

las velocidades finales resultan, teniendo en euestdos casos posibles:

v, =M vlor“+—rnl Vil =V, f
> m +m, m+m,
V,=- ™ Vio M Vo f =0

m +m, m +m,
Este es el caso trivial: las dos particulas comsesu estado de movimiento inicial pues

ino colisionan!.

___ m ~ m _m-m
> ET mem e e, T e,

_ . m . m . 2m

vz—ml+mzv10rm+mzv10r—m+mzvlor

En este caso, vemos que existe una transferendimpigso y energia cinética de la
particulal a la particula2. Podemos considerar varios casos posibles, temiend

cuenta la relacion entre las masas de ambas pasticu
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» m >m,: ambas particulas se mueven en la direccidn es decir, en el mismo

sentido que se movia la particalanicialmente.

> m <m,: la particulal vuelve sobre sus pasos, mientras queaeanza hacia f .

> m =m,: la particulal transfiere todo su impulso a2al queda en reposo mientras
2 avanza corv, =V, f .

> m >>m, :ambas particulas se mueven juntas €erv,,f.>

» m <<m,: la particulal “rebota” contra2, y vuelve sobre sus pasos c@re -V, f,

mientras que la particuBapermanece en reposo.

Tema avanzado:
Conservacion y Simetria: El teorema de Noether.

Como mencionamos con anterioridad, la presenciauda constante de
movimiento siempre esta relacionada con una pradiete simetria del sistema. O,
equivalentemente, también podemos decir que, sisedma posee alguna simetria,
existirda una magnitud que se mantiene constant& &mexion fundamental entre
propiedades de simetria y constantes de movimfaetestablecida por una matematica
alemana, Emmy Noether, entre los aflos 1915 y 18d8un célebre teorema, que
constituye una herramienta esencial para la ftsi@gaca.

Mostraremos aqui una versién simplificada de diglmoema, para relacionar las
magnitudes conservadas que hemos estado estud@mdtas respectivas propiedades
de simetria. Para ello, supongamos un sistema jpi@rtitulas, sometido a un potencial

V(B 1) 22,

» Simetria traslacional= conservacion del impulso lineal

Empecemos definiendo a qué llamansosetria traslacional Decimos que un
sistema es invariante ante traslaciones si al wedeatna traslacion del mismo, no
presenta cambios en sus propiedades. En partiqubgr,interesan sus propiedades

mecanicas. Esta simetria de traslacion puedelisereta si el sistema no cambia al

32 En este caso, parece no conservarse el imputsengrgia cinética. Sin embargo, al hacer el limite
P=(M+m)V - My T=3(M+m)v, - Fmyp.

rnl>>m2 rT11>>mZ
% La dependencia con el tiempo del potencial sigamifjue, en principio, las fuerzas a las que estan
sometidas las particulas pueden depender del tieDpsde otro punto de vista, el sistema puede
encontrarse en un campo no constante en el tiempo.
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trasladarlo en un desplazamiento finito (por ejemeh un vectod)*, o continua si el
sistema no cambia para cualquier desplazamienter@dmos que, en este Ultimo caso,
basta demostrar que el sistema no cambia cuandemioac un desplazamiento
diferencial, para que quede demostrado para cwaldasplazamiento.

Para nuestro sistema de N particulas sometidotahpal V (7;,T,,...,ly 1), que

tengasimetria traslacional continuaignifica que, si las particulas se trasladan en
desplazamientos diferenciales en el espacio, #&np@l que experimentan es el

mismo:

V(r, +0r,T, +6r”2,..;,r”E +6TN,t) = (7.73)
=V (M, .y t)
Si se da esto ultimo, también
° hablamos ddiomogeneidad del espagio
es decir, para nuestro sistersaalquier

punto del espacio es equivalente.

v

Consideremos, en principio, un sistema de una (pacHcula. En ese caso, la
ec. (7.73) resulta:
V(r+or,t)-V(r,t)=0
La diferencia V(i + or,t) =V i( t, )puede escribirse como el incremento diferencial de
la funcion:

=1
——
-F

dv dv . dv J

0=V(F +3F,1) -V (7,1) :(&kamd_yy.awazaz V.oF (7.74)

Pero OV =-F, dondeF es la resultante de las fuerzas (exteriores) sabparticula.

Como el desplazamientdr es totalmente arbitrario:

F =0, lo que, ya sabemos, implica qfie= cE

Por lo tanto:

La invariancia traslacional de la particula nos e a que su impulso lineal se

conserva.

% Este tipo de simetria traslacional discreta, pemplo, la presentan los cristales.
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Si ahora consideramos el sistema de N particuledemos extrapolar el resultado

anterior:

0=V(f, +37,,F, + OF,,.... T + Ty 1) =V ([, Ty, Fy 1) =D OV.OT, (7.75)

donde ‘TJ, ” es el gradiente sobre las coordenadas de lanaéparticula y, por lo tanto

OV =-F es (menos) la resultante de las fuerzas sobre ella
Otra vez, como los desplazamien@®s son arbitrarios, la ec.(7.75) es nula si la

resultante de las fuerzas sobre las particulas@gas. Entonces:
N — —

D> F =0,0seap=cE

i=1

Entonces:

Si el sistema es invariante traslacional, su impluilseal se conserva.

Notemos que, esta simetria puede darse, por ejeeplana sola direccion del espacio.
En ese caso, es facil ver que se conserva solonganente del impulso en esa

direccion.

» Simetria rotacional = conservacion del impulso angular.
Un sistema tiene simetria rotacional cuando supigudades (en principio,
mecanicas) no cambian al efectuar una rotacion leesgacio del sistema en su

conjunto.

Esta simetria puede ser
axial o acimutal si el sistema es
invariante frente a una rotacion
alrededor de un eje fijo (con una
direccion determinada en el
espacio), o esférica si no
cambia frente a rotaciones

alrededor de cualquier direccion

del espacio, tal que todas estas

direcciones se cruzan en un

Simetria axial Simetria esférical punto.

258



Teoremas de Conservacion

En este Ultimo caso, hablamosidetropia del espacioces decir, que, para el sistema,
todas las direcciones son equivalentes. Notemos @peo en el caso de simetria
traslacional, tanto para la simetria axial coma@aparesférica, basta con mostrar que el
sistema es invariante cuando lo rotamos un angtiioitesimal, para que quede
demostrado para todo angulo. Esto es, tenienda@rta que una rotaciéon de un angulo
finito puede pensarse como una sucesion de roeida angulos infinitesimales.

Consideremos, entonces, una rotacion infinitesidgalalrededor de una cierta

direccion del espacio. Supongamos, en principie, muestro sistema esta formado por

una unica particula, con una energia potentalt).

Al rotar, la posicion de la particula pasa de
p F a(r+dr), con:

Or = 0@ xt

donde dp=0¢z es un vector cuya
magnitud esdg , su direccion es la del eje

de rotaciéon (dada poZ), y su sentido
indica el sentido de giro de la partictila
Si el sistema tiene simetria de rotacién

respecto del eje, entonces, su energia

potencial cumple:

V(F+0r,t)=V(r,t) (7.76)
Como en la ec.(7.74), la ec.(7.76) podemos retadericomo el incremento diferencial
de la funcion:
0=V(F +3F,t)-V(F,t) =oFr.OV(F,t) = (o xF).OV(F,t) = (3 xF).F (7.77)

—
-F

F es la resultante de las fuerzas actuantes solparti@ula. El Gltimo miembro de la

ec.(7.77) es un producto mixto, que tiene la pigulede que cualquier permutacion

ciclica de los vectores conduce al mismo resultBdtonces:

0=—(0px7).E=~{r xF).3p = -Ny.0p = —No. 86 2 = ~No, 39 (7.78)
3 Notar que el vector rotacién es, justameies (Ij{mc)% - entoncesQ || 0@ .
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donde N, es la componente del torque de las fuerzas enréaaitdin del eje. Como
op es un angulo totalmente arbitrario, la forma en geecumpla la ec.(7.78) para
cualquier valor ded¢ es que:

N, =0 que, como ya sabemos, implica dug = c&

Si ahora consideramos el sistema de N particcbaso en el caso de la simetria

traslacional, podemos facilmente extrapolar elltada anterior:

N
0=V/(T, +OF, T, + OTy,....ly + 0T, 1) =V ([ TyeiTy ) = Y OV.OF, == F (P xT)

—

|
T

N

IR SO LR TR, IS

i=1 i=1
dondedg es el mismo para todas las particulas. La ecX8&8umple si:

N
D No;=0 oseal,, =¢

i=1

o}

Notemos lo siguiente:

» Si la direccion del eje respecto del cual el sist¢i@ne simetria de rotacion @sa
direccion determinada del espacientonces el sistema tiene simetria axiallay
magnitud que se conserva es la componente del smpamigular en la direccion del eje.

» Si el sistema tiene simetria esférica, lo que llaws arbitrariamente, direccianes
cualquier direccion del espacidntonces, no se conserva solo una componente del
impulso angular, sintbdo el vector

Entonces, resumiendo:

Si el sistema tiene simetria axial, se consen@laponente del impulso angular
paralela al eje de simetria
Si el sistema tiene simetria esférica, se conseda el vector impulso angular.

» Simetria frente a traslaciones temporales conservacion de la energia mecanica.
Con la denominacidrsimetria frente a traslaciones temporaless estamos
refiriendo, simplemente a que las propiedadesisgi&nisa no cambian con el tiempo. En
ese caso, se habla ld@mogeneidad tempotal
Consideremos nuevamente el sistema de N partisolastidas al potencial

V(. 1,....Ty,t). Si existe simetria temporal, transcurrido un ervalo de tiempo

diferencialdt, el potencial del sistema no va a cambiar:
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V(I lyly, T+ 01) =V (I, 1,000, 1)
Esto significa qué&/ (7, T,,....I t, o depende explicitamente del tiempo. Entonces:

N5t = N g (7.80)
ot ot

Como las posiciones de las particulas si puedeendep del tiempo, el diferencial

0=V [T, Fyyfy U+ I =V ([, 5y Fy 1) =

total del potencial es:

oo o N
dV(r,1,....TN 1) dt:zDiV-d F+0_th (7.81)
dt i=1 9t

=0
donde, nuevamente, el simbbloes el gradiente sobre las coordenadas de la aésim
particula y, por lo tanto[1,V :—lfi, son las fuerzas aplicadas sobre dicha particula.

Entonces, por el teorema de las fuerzas vivas:
N —
dv=-> F.dr=-)dw =-dT (7.82)

donde dW es el trabajo de la fuerzEai sobre la i-ésima particula, T es el

diferencial de energia cinética total del sistelRiaalmente:
dv+dT=dE=0 = E-=cte (7.83)

Entonces:

DO

Si un sistema tiene simetria frente a traslacideesporales, (y, por lo tanto solo est
sometido a un campo no dependiente del tiemp@nergia mecanica total se

conserva.

0
% E| simboloa indica “derivadaparcial respecto del tiempo”, y se diferencia de la deldvtotal en

que solo es distinta de cero si la funcion tiere dependenciexplicitacon el tiempo.
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