Cuerpo Rigido. 2. Dinamica

9.2. DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO

En e apartado anterior se vio que € movimiento més general de un cuerpo
rigido puede considerarse como la combinacién de unatraslacion mas una rotacion:
» Traslacionde un punto cualquiera del rigido (por ejemplaCkl), ya que todos los
puntos del rigido tieneigual velocidad de traslaciof .

* Rotacion respecto de un eje que pasa por el punto elegatacterizada por un

vector rotaciéonQ del cuerpo El eje de rotacién siempre es paralelo al vettarcion.

En algunos casos, eligiendo convenientemente miopel movimiento puede
describirse como una rotacion pura alrededor dejelgue pasa por ese punto. Ese eje
puede variainstante a instantepor lo que se llamaje instantaneo de rotaciomn
otros casos, no existe dicho eje.

De lo resumido en el parrafo anterior, se desmregde, para abordar la
dinamica del cuerpo rigido, es necesario estudiar:

» la dinamica de la traslacion, y
* la dinamica de la rotacion.

Notemos que la dinamica de un cuerpo rigido natrascosa que la dinamica de
un sistema de particulas que estan fuertementalsades por una relaciéon de vinculo
particular, esto es, keondicion de rigidezPor lo tanto, no vamos a encontrar resultados
nuevos, sino, esencialmente, los mismos que obtsvipara sistemas de particulas,
pero restringidos por la condicion de rigidez.

Dindmica de la Traslacion

La dindmica de la traslacion es dindmica de una particulaEs usual (y

conveniente), referirla al CM.

* Recordemos que la ecuacion de movimiento del CM parsistema de particulas es:

A . dp -
. Fe=P_
P gt
CM

0F®=p=MR (9.2.1)

dondeM es la masa total del cuerpp,es el

pell

impulso lineal total del cuerpo, Y€, las

v

fuerzas externas al sistema.
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Cuerpo Rigido. 2. Dinamica

Es decirel CM semueve como si todas las fuerzas externas estuvégdieadas sobre
él.
« De la misma manera, se puede definimgbulso angular_del CMespecto de un
centro de momentos'®

M=Rx

LS p

[ 'CM

Lo — BxEe=RNe (9.2.2)
dt ©

donde Ng es el torque de las fuerzas externas respecta teievamente, es como si
las fuerzas externas estuviesen aplicadas sokxé el

» Como ya hemos visto, la posicién del CM se caldelda misma forma que para un
sistema discreto de particulas, pero considerand@bcuerpo es contintio

jv Fo(F)dV
M

dondeM = jv o(F)dV (9.2.3)

Ejemplo: Calculemos la posicion del CM de un cilindro cudensidad de masa en
volumen pvaria linealmente con la alturgo(z) =cz (c=cte). Ubiquemos los ejes
coordenados como en la figura.

‘ La posicion de un diferencial de mada, es:
“1 F=xXX+WwW+ 2Z

La ec.(9.2.3), vectorial, se puede descomponer

_/ A en tres ecuaciones escalares:
dm jv xp(F)dV
'h A VI
r 5 -
Ve [, yo(rydv
\4 » yCM O
y M
X jv zo(F)dV
T

! Notar que se trata del impulso angular del CMdelimpulso angular del cuerpo.

2 Por simplicidad, hemos elegido como centro de nmioseel puntoO de la figura que, en este caso
coincide con el origen del sistema de referendim.egbargo, recordemos que ambos puntos pueden no
coincidir. Asi, en la definicion del impulso anguylal impulso lineal se mide respecto del sistema d
referencia, y la posicion, respecto del centro denantos.

% Cf. ec.(6.1.23) del capitulo de Primeras Integrale Movimiento. 1. Impulso Lineal o Cantidad de
Movimiento.
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Cuerpo Rigido. 2. Dinamica

* Antes de realizar calculos laboriosos, notemos goejo p = p(2):
Xem = Yem =0
Es decir, el CM tiene que estar sobre elzjEsto puede verse facilmente, usando un

argumento de simetrfa

Si tomamos un corte del cilindro a una cierta altgrla
f \ distribucion de masa para el disco resultante @sogénea.
\/ Esto significa que el CM del disco debe encontramsesu

» Calculemos, entonceg,,, , considerando la densidad de masa del cilindro:
Loty
. M

Debemos elegir convenientemente el diferencial vidumen. Si observamos

centro, es decir, sobre el geConsiderando al cilindro como

una superposicion de discos, el CM del conjuntobtém

debe encontrarse sobre dicho eje.

(9.2.4)

atentamente la ec.(9.2.4), vemos queé\etjue tomemos debe ser tal que:
» todos sus puntos se encuentren a la misma altyra
» todos sus puntos tengan la misma densidad de masa.
La eleccion, entonces, es clara: el diferencial@amen mas conveniente es un disco

como el que analizamos, al que le agregamos us@sE

dV = 7R%dz

_ 1 2
Zey, —M—joz,o(z)nR dz

1 ) TR? cn
AEI Bt =M _[Oz(cz)dz
A M 3T, 3 M

——_————
NI

Necesitamos aun calcular la masa tivtal

/
\
\
<y

i pe—

M = J:p( 2dV =R’ Iohczdz :%ITRZChZ

* Siempre es conveniente analizar la simetria dedrsia antes de realizar célculos.
®> ¢No cambia la densidad de masa entygz+d2)? Efectivamente, la densidad de masa cambia como

p(z+d2) =,0(Z)+(;—p dz- Por lo tanto, a orden cero (como aparece entefjiando), la densidad de
z z

masa no cambia.
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Cuerpo Rigido. 2. Dinamica

Luego:
2
=—h
Zem 3

Este resultado es idéntico al que se habria oltggada un cono homogéneo de altura

h, cuya generatriz cumpliese la lgy=cz(jpensar por queé!). En el caso de un cilindro

homogéneo, es facil darse cuenta, usando razon@aside simetria, que el CM esta

ubicado enz,, :%h :

Dindamica del Movimiento de Rotacion

» Impulso angular de un cuerpo rigido

Tal como se vio en el caso de una Unica particulle @n sistema de particulas, el
impulso angular es la variable dinamica fundamemp@la el tratamiento de las
rotaciones. Nuevamente, enfaticemos que el cudgpmores un sistema de particulas y
por lo tanto, son validos los resultados obtenidosdicho caso. En primer lugar,
entonces, podemos decir que el impulso angularndeuerpo rigido respecto de un

punto O puede descomponerse c&mo
L, =L, +Rxp (9.2.5)
donde I:CM es el impulso angular respecto del Cies el impulso lineal total del

sistema y, por lo tanto, el impulso lineal del CR ya posicién del CM respecto de O.

El impulso angular asi escrito se compone de dosnés:

> ECM es elimpulso angular intrinseco de spin

» Rxp=L" es el impulso angulatel CM respecto del origen.O

e Vamos a calcular el impulso angular de un cuerpgidei y estudiar sus

caracteristicas. Supongamos un cuerpo que se draeuetando alrededor de un eje,

con un vector rotaciof) . En la figura, el vector rotacion se representaesdicho eje.

® Cf. ec.(6.2.22) del capitulo Primeras Integrales/vimiento. 2. Impulso Angular.
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Cuerpo Rigido. 2. Dinamica

Para un elemento de maa, el impulso
A
Q angular respecto de un pur@sobre el

v dm eje de rotacion, esta dado por:

< | dEo = xwvdm (9.2.6)

Como dm rota alrededor del ej&, su

ot velocidad es una velocidad de rotacion:

v=0xr=0x[f +r)=0xr, (9.27)

v

=l
_______;__‘_________

donde hemos descompuesto el vector
posicion de dm en sus componentes

paralela q ) y perpendiculari(,) al eje de rotacion. Introduciendo (9.2.7) en ®:2
d, =7 x(Qx 7, Jdm 9.2.8)
Usamos la siguiente identidad vectorial:
Ax(BxC)=B(AC)-C(Am)
Entonces:
di, =dm O (F 1) - 7. (F €3) =o|n{r§fz—rH or ] 9.2.9)

—

2 e

Integrando la ec.(9.2.9) sobre todo la mdsadel cuerpo:

=0 gdm-Qf §7dm=1,0-T,0=L +L (9.2.10)
lo rm

dondel, (magnitud escalar) se denomm@mento de inercia del cuerpo respecto del

eje Q, e TDQ (magnitud vectorial)producto de inercia respecto del e . Antes de
referirnos a estas cantidades, observemos lo siguie

e El impulso angular de un cuerpo rigido respectoudepuntoO sobre el eje de

rotacion, L, , es suma de dos términos:
> Untérmino paralelo & = L =1,0
> Untérmino perpendicular ® = L, =-Q[ 1 Tdm=-0l,

Es decir, en el caso de un cuerpo extenso, enagealempulso angular no es paralelo

al vector rotacionQ . El término I:D es el responsable de que la rotacion del sélido, e
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Cuerpo Rigido. 2. Dinamica

la mayoria de los casos, sea muy complicada. Etoeféerivemos la ec.(9.2.10), para

obtener la ecuacion de movimiento de en el caso mas genetal

dl, _d(1,9), di,
dt  dt dt

=N&-v,xp® (9.2.11)
dondeV, es la velocidad del centro de momen@sespecto de nuestro sistema de

referencia, Ng es el torque de las fuerzas externas respecto depes el impulso
lineal total del cuerpo. Supongamos, para simplifituestro analisis, que el cuerpo se

encuentra libre de torques externos, y el centrandmentos es tal qué, x p=0°

Entonces:
dl, _ o|(|sz)+ oL, 5
dt dt dt

Notemos que, aun en el caso en que no actlen soexernos, la conservacion del
impulso angular no significa necesariamente queosserve el vector rotaciéf , ni

en direccién, ni en moédulo. Esto implica, asimismog el eje de rotacion también
cambie con el tiempo. Precisamente, el térmfrbo puede interpretarse como un

momento que tiende a hacer girar el eje de rotacion

B Tl T T T S ——

* Veamos algunos casos en los cﬁée: 0. Consideremos, en todos los casos, cuerpos

homogéneos y fijamos centro de momentos en un pswolboe el eje de rotacion.

Llamamos:

" En rigor, no es el caso mas general, ya que estaojoniendo (como es el caso mas comun) que la
fuerzas internas son colineales con la posicétivalantre particulas interactuantes.
8 Cf. ec.(6.2.27) del capitulo Primeras Integraled/vimiento. 2. Impulso Angular.

° Recordemos las condiciones para que esto se cubpla = 0,2 V,|lp.03)0=CM
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Cuerpo Rigido. 2. Dinamica

e modulo de la componente paralela al eje de rd@adel vector posicion

f, : componente perpendicular al eje de rotaciorveetor posicion.

» Cuerpo homogéneo con un eje de simetria y taletj@ge de rotacion coincide con

dicho eje de simetria.

04

»

s

dm,

Tomemos dos diferenciales de mas(y dm,) simétricos

respecto del eje de simetria y calculemiﬁgde cada uno de

estos respecto de un punto O sobre el gje:

oL =

_Q rHl FDl dnl

dl:g)z) =-Q 2 Mo, dm,

Pero:

e = T2

Luego:

—

T =T, dm =dm,

A9 +dl9 =0

Debidos a la simetria, siempre se pueden sumaglémsentosdl,de a pares, por lo

que|l2 =0

» Cuerpo homogéneo con un eje de simetria y taktjege de rotacién es paralelo al

eje de sim

etria.

Q!

Integrando:

En este caso, tomamos el centro de momentos O sobre

el eje de rotacion, ana distancia perpendicular del
CM:

dl:gi) =-Q M (a-ry)dm
dI:(DC;) =-Q er (@a+r;,)dm,

donde, como en el caso anterior:

,=n,=n; F,=-f,=f ;dm=dm =dm

[© = 4[(© + g[©
diLy’ =dLy’ +dL5,

(9 =-Q[ v (a-7,+a+r)dm=-2Q4] rdm

La integral resulta ser la masa tol\aiIrHCM , donderHCM es la coordenada paralela al eje

de rotacion del CM, respecto del CM, que es, abeide, nula.
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Cuerpo Rigido. 2. Dinamica

[§) =-20aM ™ =0

» Cuerpo homogéneo con un plano de simetria, tal €jJueje de rotacion es
perpendicular al plano de simetria.

Tomamos como centro de momentos O el punto desa@teidon entre el plano de
simetriall y el eje de rotacion. Nuevamente, consideramosddesenciales de masa

simétricos respecto del plafb. Se ve que:

QA

dm =dm, =dm
Entonces:
dLs =di?, +dL3, =-Q Mo Ton dm-Q M2 T2 dm,

d®=0

» Los casos que analizamos son, en realidad, castisuf@es y no agotan de ningun
modo las situaciones en las cuales= . los cursos avanzados de Mecanica se

demuestra quegualquiera sea la forma o la distribucion de masa wh cuerpo,
siempre existen (al menos) tres ejes mutuamendganales y centrados en el CM del

cuerpo, tales qué, = 0 si el cuerpo rota respecto de alguno de esos ejesmecto de

un eje paralelo a éstpss decirI:o = IQQ y se conserva el eje de rotacion. Estos ejes se

llamanejes principales de inercig sonsolidariosal cuerpo. Si el cuerpo tiene alguna
simetria, el o los ejes coincidiran con los ejesideetria, 0 seran perpendiculares a un
plano de simetria, tal como vimos en los casoscpdates que analizamos.

Si un cuerpo rota respecto de un ejemupes un eje principal

Siempre se puede descompofien el sistema

= o) de ejes principalefe,e,,€,):
| éleéi'*'Qzéz"'Qsés
D y entonces:
Y 3, |Low TL2E+1,0:8+1,0.8, 9.2.12)
e ~
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Cuerpo Rigido. 2. Dinamica

dondel,,I,,I, son los momentos de inercia respecto de losegjes, €, .

« Notemos que la simplicidad de la ec.(9.2.12) es aphrente, ya que si el vect@r
cambia de direccion, los ejéel,e?,ee), al ser ejes fijos al cuerpo, también cambian de

direccion.

* En conclusion, si el cuerpo rigido estad rotandedsdor de uno de sus ejes
principales (o un eje paralelo a alguno de éswlshmpulso angular respecto de un

punto O sobre el eje de rotacion, ec.(9.2.10)atemforma mas sencilla:

L=Q[ fdm=1,0 (9.2.13)
y la ecuacion de movimiento, ec.(9.2.11):

dL, dQ _ ., e o

d_LtO: QE:IQy=No—vo><p (9.2.14)

Si nos encontramos en la situacion en la gue p=0' entonces, la ec.(9.2.14) es

simplemente:

da = NG
d—LtO =1,7=N¢ (9.2.15)

dondej es el vector aceleracion angdfaNotemos que, en las ecs.(9.2.14) y (9.2.15),
respecto de la mas general, ec.(9.2.11), el moméatmercial, sale fuera de la

derivada ya que, como el eje de rotacion no caméidireccion, tampoco cambia el
momento de inercia.
* Momentos de inercia

La ec.(11), y en su forma mas sencilla, la ecI9)2 son las ecuaciones de
movimiento del impulso angular y, por lo tanto, Esuaciones fundamentales para
estudiar la dinamica de la rotacion. En particydaede decirse que la ec.(9.2.15) es a la
dindmica de la rotacién, lo que la ec.(9.2.1) éundo principio de Newton) es a la
dindmica de la traslacion. Comparando ambas equegiovemos que el momento de
inercia juega, en la rotacién, un papel similadela masa en la traslacion. Es decir, asi
como la masa es una medida de la inercia del sasfEra oponerse a cambios en su
estado de movimiento en la traslaci@h,momento de inercia es una medida de la

inercia del sistema para oponerse a cambios ersgde de rotacion

% ver nota 9.
1 En la ec.(9.2.14) hemos vuelto a considerar qierelie de las fuerzas internas se anula.
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» Es interesante observar que, para producir un casrbel estado de rotacion de un
cuerpo, interesa, mas aun que la masa, la forma @&sta se encuentra distribuida
alrededor del eje de rotacion. En efecto, en laesipn del momento de inercia, la masa
aparece a la primera potencia, mientras que lardigt perpendicular al eje, a la

potencia dos:
=jM Pdm (9.2.16)
» Es importante recalcar get momento de inercia se define respecto de unAsje

no es lo mismo hacer rotar un cuerpo respecto dgeuque respecto de otro, ya que, si

bien la masa es la misma, cambia su distribucion.

Veamos algunos ejemplos de calculo de momentasedeia.
1) Momento de inercia de un cilindro homogéneo regpdet un eje longitudinal que

pasa por su centro:

0O lo :'[M rDde
R Si la densidad del cilindro gs = cte:
: dm= pdV
i h lg = J'M rzpdv
\_i_/

0] Elegimos un dV conveniente. Comor,es la distancia

~.  perpendicular al eje, elegimadV tal que seaina porciéon

/’?_\
=)

1
1
1
)
-
-~

del cilindro cuyos puntos se encuentren todos aligu
distancia vertical del ejeesto es, una cascara cilindrica de
radior y espesordr *2

dV =27rhdr

1
\'—/ Para recorrer todo el cilindro “sumamos” las cdniciones

-I de estas cdscaras en@er <a:

,oj' (27rrh dr—27;0hj' rédr== ,ohR4

12\/er nota 5.
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Considerando que la masa tavakes:

M = p(rR?h)
Resulta:
MR?

lo = (9.2.17)

2
2) Momento de inercia de un anillo homogéneo respeeto
a) Un eje ortogonal al plano del anillo, que pasa parcentro.

A Podemos despreciar la seccion del anillo y conaider

que es unidimensional. En ese caso:
dm=Adl

Definiendo el &nguld@ como en la figura:
dm=A7adéd

r,=a
Entonces:
lo = adm=[""a’Aadg =a’A[ "do = 2m a°

La masa total del anilldy, es:

M =2naAi
Con lo que:
l, =M a?

b) Un eje transversal que pasa por su centro.

Respecto del cas®, cambia elr;:
T A
r, =acosfd

I, = "a’cod @Aadg=Aa’[ "cod d6 =
0 0
1 1 2
=) a3(§ 6 +Z ser(ZH)j =Ama’

0

NuevamenteM =2naA, con lo que:

dondeA = cte es la densidad lineal de masa.

(9.2.18)
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I, =%|\/|a2 (9.2.19)

En este ejemplo se observa lo que comentamos @nterte. Se trata del mismo anillo
y, sin embargo); =%, . La razon se debe a que, si bien se trata deslmammasa, en

el caso del eje transversal, la masa se encueistrdbbdida mas cerca del eje que en el

caso del eje ortogonal.

3) Momento de inercia de una esfera homogénea resplcttualquier eje que pase
por su centrd®.

En coordenadas esféricas:

dV =rserddrd@dg

A

O

r, =rsend

lo = pJ'OZHd¢J'O”dHJ'Oa(r25eﬁH)rZsen9dr

v

I = pjoznd¢jonseﬁ0dejoar4dr = 1—85,07T85

La masa totaM es:

4 3
M =—Jra
3 P
Por lo tanto, en funcién de la masa:
2. .2
lo :EM a (9.2.20)

» Todos los ejemplos anteriores tenian una partidaldrque hacia facil el céalculo: el
eje de referencia pasa por el CM del cuerpo. ¢;@sé §i se quiere calcular el momento
de inercia respecto de otro eje? Siempre, al maraglmente, se puede calcular en
forma similar a los ejemplos precedentes, perategracion puede ser muy dificil.
vamos a ver como obviar ese calculo en el casacplnt del momento de inercia
respecto de un eje, cuando se conoce el moment@igda respecto de un eje paralelo
al primero que pasa por el CM. Esto constituye Tebrema de Steinerque

demostraremos a continuacion.

3 El calculo de este momento de inercia excedevel de matematica del curso. Sin embargo, se ircluy
como ejemplo mas avanzado.

326



Cuerpo Rigido. 2. Dinamica

« Teorema de Steiner

Sean dos ejegy Z', paralelos entre si, tal

24 74 gue zpasa por el CM del cuerpo. Sin
perder generalidad, podemos ubicar
<-?--> nuestros ejes coordenados tal que el eje

r ﬂﬂdm Zcorte al ejey. Sea a la distancia
cM 1 perpendicular entre ambos ejes. Las

distancias perpendiculares al cuadrado de

un dma ambos ejes seran, entonces:

<v

r2:)(2_+_y2

r12 — X2 +(y_a)2

Los momentos de inercia respecto de ambos ejed@dan, entonces:

I, = IMrzdm:J'M (%2 +y?)dm (9.2.21)
I, ZJJ'de:IM (XZ +y? —2ay+a2)dm=
=[ (2 +y?)dm+ a’[dm-2a[ ydm (9.2.22)
—_— —_— e
Iz M Myewm
La ultima integral de (22) es nukg;,, = , §a que el CM se encuentra sobre el 2je
Entonces:
o=l +Ma (9.2.23)

* Delaec.(9.2.23) se desprende el siguiente cooalat teorema de Steiner:

El menor momento de inercia respecto de un eje ma determinada direccion

corresponde a aquél que pasa por el CM del cuerpo.

Ejemplo: calculemos el momento de inercia de un cilindro

/Om © homogéneo respecto de un eje paralelo a su ejmdgis.
! Teniendo en cuenta el resultado que obtuvimos phra
E momento de inercia respecto del ®eec.(9.2.17):
1
< o> o= loeMa =R g
1
|
H/ lo =%(R2+2a2)
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» Elteorema de Steiner también nos permite dedaciinfiente una propiedad del CM.
Anteriormente vimos que, para un cuerpo homogéorain eje de simetria y tal que el
eje de rotacién es paralelo a un eje principal atwho el centro de momentos O sobre el
eje de rotacion, ana distancia perpendicular &l CM:

(©=0= [ =10

Ahora bien, podemos también escribir, de acuertio a
ec.(5):

Q
m
gv)

Lo =Lew *Rx P

= Ly =L, -Rxp=1,Q-Rxp (9.2.24)

El impulso linealp es:

pull

p =My, =MQxR

ya que el CM rota alrededor del €. Entonces:

Rxp=Rx(QxR)=Q (RIR)-R(RM) = R*Q
2 0

R
donde hemos usado la identidad vectofiad (B x C) = B(ALT) - C(A[B), y tenido en
cuenta queR 0 Q . Entonces:
Loy = 1,0 - MR = (1, - MR2)D

Por el teorema de Steiner:

Lew = 1en€2 (9.2.25)
* |gualmente, si derivamos la ec.(9.2.25):
dL dQ o

dCtM =lewm at =lemV = Ney o (9.2.26)

* ¢ Qué significa este resultado? Si el eje de rataesparalelo a un eje principalal

tomar centro de momentos en el CM, las ecuacioaés dinamica de la rotacion toman
la forma sencilla de las ecs.(9.2.25) y (9.2.26nd® |, es el momento de inercia
respecto del eje paralelo al eje de rotacién, qasappor el CNP. Esta interesante

propiedad del CM hace que este punto sea otroccdatmomentos muy adecuado, por

la sencillez de las ecuaciones dinamicas.

—

dL,
' Recordemos qusiempre d(f[M = Ngy, -

1> 0 searespecto del eje principal paralelo al eje de ratac
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» Torque de la fuerza Peso en un cuerpo continuo

Hemos visto que, para estudiar la dinamica derdalacion de un cuerpo
extenso, no importa en qué punto del cuerpo e$ittadp cada fuerza externa, ya que es
como sitodas las fuerzas estuviesen aplicadas sobre eEGMI caso de la dinamica de
la rotacion, si importa el punto especifico de cgulion de cada fuerza, ya que la
aceleracion angular es el resultado de los tordedas fuerzas y, por lo tangpende
de dénde esta aplicada cada fuerfsto nos lleva a preguntarnos donde se debe
considerar que esta aplicada la fuerza peso deempa continuo, ya que cada minima
porcion de éste tiene su propio peso. La respupstaacude rapidamente a nuestra
mente es que se debe considerar que esta aplicdda sl CM del sistema. Sin
embargo, esta respuesta “rapida” no debe acepsarsen argumento fisico que la
respalde. Vamos, entonces, a demostrarlo.

Calculemos el torque respecto @ del

24 pesodP de cada diferencial de madau
dN, =FxdP =Fx(dmg)=dmf x g
dm “Sumando” los torques de todos |a,
CM dP obtenemos el torque total:
R i NO:IM dmeQ:UM dmf)xg
M 5/_/
> MRy
0 y . .
La integral entre paréntesis es la posicidon
X del CM del cuerpo respecto d®©,
multiplicada por la masa tota¥.
Entonces:
KIo = lf%ZM X(Mg) (9.2.27)

Es decir, efectivamente, los efectos de calcular el torque, es como guéaza peso

estuviera aplicada sobre el CM del cuerpo
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» Energia cinética de un cuerpo rigido
Supongamos un cuerpo rigido que esta realizandoeowmiento rototraslatorio.

Su energia cinética sera la “suma” de las enexgifeticasdT de cada diferencial de

masadm:
1
} dT = =v?dm
Q4 2
1
. = T= I = Vdm
Vo M2
r’ i Las velocidades de todos los puntos del
. rigido estan vinculadas. Elijamos un punto
© / para referir la velocidad de traslacion; sea
r
ese punto. Entonces:

V=V, +Qx(F-1,) =V, +QxF’
donde Q es el vector rotacion del cuerpo, y

=7 -T,, la posicion deimrespecto d©.

Calculemosv?:

V=V = (\70 +f2xr”’)[ﬁ\7o +Q><F’):v(2) +‘ﬁ><r"2 + 2V, Eﬁﬁxf')
Entonces:

e[ pieme ,oxTame [ g xrkim

M
—

T :%VéjMdm”LjM %‘Q x r"zdm+ Vo Q% [ 7dm)
N W

T=4Myg+ [ 4axr | dme My, UG R,,)
< — L/—/ I

T

Ti rot-tras
tras Trol

(9.2.28)
T=T

tras

+ TI’Ot + T

rot—tras

donde ﬁgM es la posicion del CM respecto del punto arbitr@dioAsi, la energia

cinética resulta ser la suma de tres términosgémele traslacion, energia de rotacion y
rototraslatoria. Este Ultimo término, que acopldbasmmovimientos, aparece debido a

que se toma como velocidad de traslacion la deuntopcualquiera del rigido.
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Re-escribamos la energia de rotacion:

—~ ——12 —~ —r -1 2 —~ ——12 2,12
‘er‘ :‘Q><(rD+rH )‘ :‘eru‘ =%

Q4
- donder; es la distancia dém a O, perpendicular al
vector Q.
° dm
g Entonces:
rD
T, =20[ rdm=2071, (9.2.29)
2 v 2
lo

donde I, es elmomento de inercia respecto del eje

paralelo aQ que pasa por O.
Entonces, la energia cinética del cuerpo resulta:

ST 4T :%Mvé +%IOQZ + My, OXR,,,) (9.2.30)

rot—tras

T =T,

tras

* La energia cinética del cuerpo rigido tiene unaresipn mas simple en dos casos
particulares:
» Si elegimos como punto O para referir la velocidi traslacion al CM En ese

caso, el término rototraslatorio se anula:

Tiot-tras = Mgy Eﬂfl X Ii),CM) = My, Ehﬁ X (§CM - Ii)cvvl )] =0

ya que, F:"CM estd medido desde el punto que tomamos como refar@msea, en este
caso, el propio CM)

Luego, en este caso:

T = % MVéM + % l em Q?

T =T,

tras

(9.2.31)

dondel, es el momento de inercia respecto del eje paral€loque pasa por el CM.

La eleccion del CM como punto para referir la @wegln desacopla ambos
movimientos®.

> Si existe un eje instantaneo de rotacién (EIR), gsQun punto sobre el ejEn ese

caso,V, = 0 y toda la energia cinética del cuerpo se exprese@nergia de rotacion:

'8 Esto se relaciona con que, justamente, el CM pargb del cuerpo al que se aplica la dinamicade |
traslacion.
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T =Ttras+Tr0t + rot—tras =£ M VC2) +1 IO£22 + M \70 mﬁ X RM)
2 5 2 e
1,
T=T, :EIOQ (9.2.32)

En este caso, al existir un eje de rotacién, elimmnto puede describirse como una
rotacion pura.

* Notemos que las ecs.(9.2.30), (9.2.31) y (9.2s82) expresiones diferentes para la
misma energia cinéticga que solo estamos tomando distintos puntos gefecencia,

y, por lo tanto, pueden interconvertirse una eatta. Por ejemplo, las ecs. (9.2.31) y
(9.2.32):

En modulo, la velocidad del CM es:

QA
Voy = QR
Entonces, en (9.2.31):
R 1 1 1 1
——XCM TZEMVEM +EICMQZZEMRZQZ+EICMQZ
1 1
° =@ R 1) =5 100
EIR

donde, por el teorema de Steinég,=MR*+1,,, es el momento de inercia respecto

del eje que pasa p@, es decir, el EIR.

» Algunas observaciones importantes:

» Por el teorema de las fuerzas vivas:

AT =W°*

El trabajo de las fuerzas se divide ahora proveyeasmergia cinética de traslacion y
energia cinética de rotacion.

» La energia totalH =T +V sera constante si el trabajo de las fueedsrnasno

conservativas es nulo:

H=cte = WS, = (9.2.33)

Notemos que, para un cuerpo rigido, el trabajadduerzas internasif particular, las

no conservativgs se anula siempre, ya que se cumple la condicion:

r-r|=cted(,j) =>W"=0
Uil
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Por este motivo, no se consideran las fuerzasiaano conservativas en la ec.(9.2.33).
Ejemplo:
Supongamos que se quiere hacer rotar un cilindnauoa cierta velocidad angul&x.
¢Alrededor de cudl de los dos ejes de la figuratésa” mas dotar al cilindro de esa
velocidad angulaQ ?

Notemos que “costar” significa, en nuestro cortdigdico, “hacer mas trabajo”.
Por el teorema de las fuerzas vivas:
AT =W°
Como en ambos casos el cilindro

QI parte del reposo, el trabajo sera:

final —

We=T —1|QQ2
2

dondel, =1, 0 1,=1g

Por lo tanto, se hara mas trabajo en

de inercia sea mayor. La masa del

Y =¢

T
1
1
I
|
|
|
1
1
l aquel caso en el que el momento
B

ciindro se encuentra mas
distribuida respecto del eje B, por lo que:

Iz >1, = cuesta mas trabajo hacer rotar al cilindro abledeel eje B que alrededor
del eje A. Como mencionamos anteriormente, a lestefde la rotacion interesa la

forma como la masa se encuentra distribuida alerddel eje de rotacion, mas aun que

la propia masa.

Un par de ejemplos clasicos:

1)El péndulo fisico

Se llamapéndulo fisicaa un cuerpo extenso con un eje fijo, de tal magaepuede
realizar un movimiento pendular alrededor de digjeo

Estudiemos la dinamica del movimiento de este
cuerpo de masavi, teniendo en cuenta la
dinAmica de la traslacion (a partir de las
ecuaciones de fuerzas, ec.(1)), y la dinamica de

la rotacion (a partir de las ecuaciones de
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momentos, ecs.(9.2.11) o (9.2.14)). En el dibujejeede rotacién pasa por el pu@o
Las fuerzas presentes en el sistema son: el Pesmlicado sobre el CM, y la fuerza de
vinculo que fija el eje de rotaciéP:r,,, aplicada sobre este gje.

Consideremos un puntd que se encuentre sobre el eje de rotacion, a lamanadtura
que el CM. Por la condicién de rigidez, existe disiancia fija entre ambos puntos. Sea
R esa distancia.

Entonces, tenemos una condicién de vinculo:

Fl=r=R (9.2.34)

+ Dinamica de la traslacion:

De acuerdo a la ec.(9.2.1):

M &, =P+F,

En componentes, considerando coordenadas polares:

F)M (i —rd%) =Mgcosf +F,, (9.2.35)
G)M (2t 6+ 1) = -Mgserd + F,, (9.2.36)
Considerando la relacion de vinculo (9.2.34):

F)-MR&* = Mgcosf +F,, (9.2.37)
G)MRE = MRQ = -Mg serd + F,, (9.2.38)

donde hemos considerado qéézﬁ es el vector aceleracidén angular del sistema. Las
ecs.(9.2.37) y (9.2.38) no nos resultan alun mujyedjtiya que contienen las
componentes de la fuerza de vinculo, que son in@EsN

» Dinadmica de la rotacion:

Partimos de la ec.(9.2.11):

R
Como el eje esta fijo, no importa si correspondeg@aralelo) a un eje principal del

cuerpo, ya que no existe posibilidad de que éstdbigay, por lo tanto, el términED de
la ec.(9.2.11) se anula:

di, dQ _ <o .
=l,— =Ng -V, %
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Elijamos un centro de momentos adecuado, tal qtérraino v, x p =0. Tenemos dos

opciones:

1. EICM.

2. Un punto tal quev, =0, esto es, un punto sobre el eje de rotafijon SeaO ese
punto.

Analicemos las opciones. Si elegimos el CM, la Zseque hace torque lé,s Si

elegimos el punt®, es P la fuerza que hace torque. Cualquiera de las doismgs es
posible; sin embargo, en este caso parece masriente el puntd®, ya qudfv es una
incognita del problema:

1,Q=1,82=N=FxP

1,82 =RFf x(Mgcosdf - Mgserg 6)

I,02=-RMgse#2 = |l ,8+RMgsed=0 (9.2.39)

donde I es el momento de inercia respecto del eje que pas®. La ec.(9.2.39)

constituye laecuacion de movimiento del cuergoel angulo & la coordenada de

movimiento. No es la ecuaciéon de un movimiento amcw Integremos la ecuacion

para encontrar como varia la velocidad ang@ar 8-

g = -RMgser® (9.2.40)
IO
Usando la regla de la cadena:
9—%0— RMgseni? IQ(H)HdH I RMgseni?dH
dég
donde hemos considerado Q¢ =0) = Q, . Integrando:
b
%(QZ Q2) = RMg(cosH—l) — |a@)=| 02 -2RMI (1 _¢osh) (9.2.41)
O (6]

+ Calculemos la fuerza de vinculg . Para ello, ahora si, usaremos las ecuaciones de

fuerzas (9.2.37) y (9.2.38):
)- MR&* - Mgcosf = F,

MR + Mgserd =F,,

Para la componente radial, tenemos en cuenta(faz2dl):
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F, =-MRQZ+2 RIMg(l— cosd) - Mg cosd

o

2
F, :MR(ZITMQ—QSJ—MQ(ZI\(IR +1jcos€ (9.2.42)

o} o

Para la componente en la direcci@nconsideramos la ec.(9.2.40):

2
Fo = MR(_—RMIgsenf?j + Mg serg = Mgserﬁ(— N:R +1j
¢} O

R = Mgllc—“"serﬁ (9.2.43)

(0]

Notemos que la componente de la fuerza de vinculo también podemos calcukarla

partir de la ecuacion de torques, pero tomanddvet@mo centro de momentos:

| w2 =-R7 x(F, 7 +F,0)= -RF,,2

E :—IC_Mé:—ICM —RMgserﬁ :Mgserﬁlﬂ
v R R g g

resultado que coincide con (9.2.43)

« Podemos considerar también el casopdgquefias oscilacion¥s es decir que el
angulod=0 . En ese caso, reordenado la ecuacion:

RMg

o+

6=0 (9.2.44)

(0]

De la ec.(9.2.44), podemos ver que el periodcstieraovimiento es:

2
T=2r lo =2r (ey +MR7)
RMg RMg

Se observa que, cuanto mayor es la distancia ehpiento de sujecié® y el CM, mas

lento es el movimiento (mayor es el periodo). Lemo sucede cuanto mayor es el
momento de inercia respecto del CM, es decir, cuardts distribuida esté la masa del
sistema alrededor del eje que pasa por el CM.

La solucién de la ec.(9.2.44) es:

a(t) = Aco{ | RIMgt + ¢J (9.2.45)

7 Claro que, también usamos la ec.(9.2.40).

'8 podemos realizar pequefias oscilaciones alredesid €0, ya que éste es un punto de equilibrio
estable.
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donde la amplitudA y la fase iniciapp se determinan con las condiciones iniciales del

problema. Consideremos, por ejemplo:

6(t=0)=0
ot=0)=Q,
Resulta:
- lo RMg
o) =Q, RMgse{ B tj (9.2.46)
Q(t) = 6(t) = Q, co{ RIMgt] (9.2.47)

Podemos también, como en el caso anterior, encof :

%2 %
Q =QO|:1—SEF?[ RMgtJj| :Qo{l_iwez}

2
o} QO IO

lo

%
Q) = (QS - RMgezj (9.2.48)

* Para calcularlf\, en el caso de pequeiias oscilaciones, las ecuac{@r237) y

(9.2.38) resultan:

f)-MRE°-Mg=F, (9.2.49)
GMRE + Mg =F,, (9.2.50)
Considerando las ecs.(9.2.44) y (9.2.48), resulta:

Ry = —MR(QS —%ezj -Mg

o

(9.2.51)
R = Mgé?llc—M

(o)

* Analicemos la conservacion de la energia. De lasfderzas presentes, el peso es
conservativa, mientras que la fuerza de vinculdones. Sin embargo, esta ultima,
aplicada sobre los puntos del eje de rotacion,ace krabajo:

dW =F, [dr, =F, Vot =0

0
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ya quev, =0para los puntos sobre el eje. Por lo tanto, lagiaese conserva.
_1 42 _1 4
_EloQ + MgR(1 - cosh) —§|oQo (9.2.52)

donde consideramos el nivel de referencia del
potencial gravitatorio en la posicion del CM para
6=0.

Podemos despejar la velocidad angular en funcién

del angulod:

2MgR

o

Q) =| Q2 -

b
- cos@)}

resultado que coincide con el obtenido en la €:4®) por integracion de las

ecuaciones dinamicas.

2) Dindmica de la rodadura

Supongamos un cuerpo que rueda sin deslizarrpptamo inclinado. Sea, por
ejemplo, un cilindro de radio de bdg masam.
Hemos visto que, para un cuerpo que
rueda sin deslizar, la relacién entre la

velocidad del CMy,,,, y el vector
rotacion Q es:
Veu =QX(FCM _Fo)

=Q

7x Ry =—QRSK (9.2.53)

VCM
' donde se ve qu@ < ,Ja que el CM

avanza hacia lag> .M es el punto

de contacto entre el cuerpo y la

superficie, y es tal qué, = 0. Por el punt® pasa el EIR del cuerpo.

* Las ecuaciones de fuerzas seran:
X) Pserr — ., = mX,, (9.2.54)
y)N -Pcosa =0 (9.2.55)

—

Notemos quesi el cuerpo no deslizéa fuerza de rozamientof, ., es estaticapues el

punto del cuerpo sobre el que esta apliesia instantaneamente en reposspecto de
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la superficie. Luego, su valor no se puede conagatiori y constituye una incégnita
mas del problema.

* Planteemos la ecuacion de torques. Nos preguntamdgs son los centros de
momentos convenientes, tal que la ecuacion de nmeniondel impulso angular sea la
ec.(9.2.15):

dL, .
Loy j=ng (9.2.15)

dL e
_LQ:|Qy:NQ—VQXp (9214)

es decir, que se anule el termmpx p.

» ElI CM (obviamente...)

» El punto O. En este caso, cabe una aclaracion importante. [isito resulta un
centro de momentos conveniente, psieyelocidad es paralela a la velocidad del @M
no por ser un punto del EIR. En efecto, recordefi@ospnclusion a la que llegamos en
el capitulo Teoremas de Conservacion:

V, es la velocidad con que se desplatgpunto del espaci@legido como origen de

momentos, y su velocidad es nula en general, y no la de los puntos materiales por
los cuales, instante a instante, pasa el EIR. Potanhto, es un error considerar, en
general, que un punto, por el solo hecho de pedenal EIR, es un centro de

momentos conveniente, que cumple con la ecuaciérodiniento (9.2.15).

En este caso, el centro de moments

- ~

e
/
i

(punto del espaciono del cuerpo) se

v Yok
; desplaza sobre la superficie, y su velocidad
b\'; Vewm es paralela a la velocidad del CM. Por lo
v ] 3
© 0 tanto V,xp=0, y la ecuacién de
\70

evolucion del impulso angular es la
ec.(9.2.15).

Los puntos materiales del cuerppe quedan en contacto con la superficie si tienen

instante a instante, velocidad nula.
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e Con el mismo criterio del ejemplo anterior, elegama puntoO como centro de

momentos:

N¢ = Ry x Mg(ser X - cosa §) = -MgRsemr 2 = | .

N y:_MQ (9.2.56)

l O

donde y=Q es el vector aceleracién angular. La ec.(53) resadrelacion entre la

aceleracion del CMa,,,, = %.,X y y . Derivando:

8oy = VRX = |8y =wf< (9.2.57)

lo

A partir de la ec.(9.2.54) despejamos el valoradieiérza de rozamiento estétif,@:

(0]

2
f. =Mgsenr - MX.,, =Mg sem(l— NIIR j

f.=Mg sem'IC—M 19 (9.2.58)

(e}

De la ec.(55) conocemos el valor de la normal:

9259

Notemos que, para que el cuerpo no deslice:

0< f, <N =puMgcosa

I
0< Mg semllc—“"s UMgcosa = |tga <y~ (9.2.60)

O IO

donde u, es el coeficiente de rozamiento estatico (cf. @ndndicion para un cuerpo

que solo se traslad&ga < 1,).

19 Notemos que nuestra presuncién del sentido deetad de rozamiento fue correcto. Como esta fuerza
es una incognita méas del problema, su sentido asveo es claro y el resultado puede contradecir el
planteo inicial.
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* Analicemos el movimiento energéticamente. En prilmgar, notemos que la energia
se conserva ya que las fuerzas no conservaﬂﬂl@!s,ﬂe no hacen trabajo:

dwW"® = Ndr, + f_df, = (N + f,)v,dt =0

ya que la velocidad delunto materialdonde estan aplicadas las fuerzas es nula.

> Si consideramos el movimiento como

una traslacion corv, y una rotacion

alrededor del eje que pasa por el CM:

H :%M\@M +%|CMQZ +Mgh (9.2.61)

<
Wi
®
!

dondeh es la altura del CM al nivel de

VCM .
referencia.
© » Si lo consideramos como una
ih , rotacion pura alrededor del eje que pasa
V=0 ! a por O:
:%IOQ2 +Mgh=E (9.2.62)

Las ecs.(9.2.61) y (9.2.62) son equivalentes. Noseque se puede pasar de una a otra:

1 1 1
H ZE('CM +MRZ)Q2+Mgh=EICMQZ+§M(RQ)2+Mgh=

2
Vem

1 1
:EICMQZ+§MV§M +Mgh

De las ec.(9.2.61) 0 (9.2.62) se ve queva variando al ir variando la altuina

2(E —Mgh
IO
* Imaginemos el mismo cuerpo rodando sobre un planadntal, sin intervencion de
ninguna fuerza externa, a excepcion de la fuerzaodamiento. Averigiemos la

magnitud de dicha fuerza. Si escribimos la expreslé la energia, notamos algo

interesante:
®Q
1 2
H==1,Q
2 (e}

Vou  Solo tenemos energia cinética de rotacion; coneméagia

0O Se conserva, entonces:

H =cte=Q =cte
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Como Q =cte, entonces la aceleracién angujar 0, y por lo tanto, no hay ninguna
fuerza haciendo torque, es dedjy = . Bn general, cualquier cuerpo rigido que rota
alrededor de un eje paralelo a un eje principairgigrvencion de torques externos, se

mueve conQ = c&. Esto puede considerarse como la ley de inerc&@elanovimiento

de rotacion.

» ¢CoOmo hace un vehiculo para avanz&a® pregunta parece tener una respuesta
obvia: lo mueve el motor. Sin embargo, no es datriente asi: jla rueda avanza debido
a la fuerza de rozamiento estatica! Lo que mueweotbr es el eje de la rueda, que a su
vez, hace girar a ésta en sentido horario parazavag en sentido antihorario, para
retroceder ... exactamente igual que en el ejempdoagabamos de ver. Sin embargo,

hay una diferencia fundamental.

Al ser el eje el que hace girar la rueda, el punaterial de
ésta en contacto con la superficie tiende a movieas&éa
atras. Esto hace que la superficie reaccione,apl@ sobre

este punto, una fuerza de rozamiento estética lietiente

O tiende a moverse gue es, en definitiva, la que hace avanzar la ru€dano

hacia atras . L .
El suelo “reacciona”, esta fuerza tiene como limite, < N, las ruedas deslizan

aplicando ﬁe hacia

el sobre superficies cop, chico (como podria ser, un camino
adelante

mojado o con una capa de hielo). Este ejemplo mauest

cémo la fuerza de rozamiento puede adaptarsecaxr¢amstancias del movimiento.

Un ejemplo no tan clasico
3)Rodadura de un cuerpo inhomogéneo
Consideremos, por ejemplo, un cilindro inhomogédeaadioR que rueda sin
deslizar sobre un plano horizontal.
El CM yace a una distancarespecto del eje central
s del cilindro. Como en el ejemplo anterior, el El&a

d g a través del punto de contad@del cilindro con el

plano. EI CM rota alrededor del eje central,

describiendo una cicloide. Por lo tanto, el pudtyp el

O X CM describen trayectorias diferentes.
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» La ecuacion de movimiento del sistema puede sdmi&ate obtenida a partir de la
conservacion de la energia, teniendo en cuentalquevimiento del cilindro puede ser
considerado, instante a instante, como una rotguiéa alrededor del EIR que pasa por
el punto de contactO:

2
E=1 O(@)[%j + mgdserd (9.2.63)
2 dt
dondel, @ es el momento de inercia del cilindro respectcejielque pasa p@®. Este
es funcién del anguld debido a que toma diferentes valores dependieada flincion
del CM. ComoL, = IO(H)(%ji, la energia conservada puede escribirse:

2

E= Lo +mgdserd (9.2.64)
21,(9)

La ecuacion de movimiento puede obtenerse en téswmial, = IO(H)(%j derivando

la ec.(9.2.64) respecto del tiempo:

0=—to o Lo dlo®) , poie0e99? (9.2.65)
10 dt 212(6) dt dt

Reordenando los términos:

dbs _ -mgdcosd + 1dio(0) d6

(9.2.66)
dt 2 dt dt
Comparemos la ec.(66) con el torque de las fugiicadas:
N = [d cos#%(R + d serd)y]x (-mg¥) = -mgdcoss 2 (9.2.67)

De la ecs.(9.2.66) y (9.2.67) se ve claramente %3"{% no depende solamente del

torque de las fuerzas aplicadas, sino que hay mmirté adicional. Este término es,

justamente, el que aparece en la ec.(9.2.14):
—Vo(t)xp=

2 9.2.68
= —(— R% )2) X(— mdserﬁﬁfw mdcosé?% 9) = decosH(ﬁj z ( )
dt dt dt dt

En efecto, como:

lo = 1oy + m(R? +d? + 2Rdsin6) (9.2.69)

Teniendo en cuenta qucci-)lc‘ﬁ—“" =0, la ec.(9.2.66) puede re-expresarse:
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2
1di0(6) 08 _ decosﬁ(%j (9.2.70)
2 dt dt dt

gue es exactamente el mismo resultado que en(fa268). Es decir que, respecto del

centro de momentdd sobre el EIR, la ecuacién de movimiento del impaagular es
la ec.(9.2.14):

— 2
ds - Ng -V, x Iﬁ{— mgdcosd + decosH(%j }2 (9.2.71)

Este ejemplo muestra el tipo de confusion que pudgir si el términov, es
incorrectamente interpretado como la velocidadpdeto material del cuerpo rigido en

esa posicion, cuando se toma un punto del EIR canigen de momentos. Esta mala

interpretacion solo conduce al resultado corrected sentro de momentos sobre el EIR

y el CM siguen trayectorias paralelas, en cuyo cals@érmino Voxr):f), y la
ec.(9.2.14) pasa a ser la ec.(9.2.15).

+ Finalmente, nos conviene despefade la ec.(9.2.63):

- 2(E - mgdserg) %
” ]

| +M|R? +d? + 2Rdserd

Estdtica. Condiciones de equilibrio de un cuerpo rigido

Como hemos visto, para tratar la dinamica de uarpo rigido es necesario
considerar tanto la dinamica de la traslacion, céande la rotacion. En consecuencia,
para que un cuerpo rigido esté en equilibrio dabeptir dos condiciones, una que
garantice el equilibrio en la traslacion, y unawsetg, en la rotacion.
» Equilibrio en la traslacion:
Teniendo en cuenta la ec.(9.2.1), la condicién dslibtjo es la misma que para una

particula:

p=MR=YF°=0 (9.2.72)

» Equilibrio en la rotacion:
La ecuacion dinamica fundamental es la ec.(9.2.B5). lo tanto, la condicion de

equilibrio es:
dgf =l,y=Y N§ =0 (9.2.73)
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donde O es un centro de momentos que cumple alguna deoladiciones tal que
V,xp=0% En este punto, planteamos una duda. La condit9®.73), ¢debe

probarse para todo centro de momer@®sVeamos que basta con probarlo para un
punto, para que se verifiqgue para todo otro pustgongamos que se cumple para el
puntoO y calculemos para otro pun@

O 3 NG = x = YR =
=Y ([ ~RxFe=Y i xF*-RxY F*=0

%/_/H_J

N§ =0 0
El primer término es el torque respecto@eque es nulo; el

segundo término es cero si se cumple la primerdicidm de

equilibrio, ec.(9.2.72). Por lo tanto, si se cumlglgrimera
condicion, basta probar la segunda para un Uniatoppara

gue se cumpla para todos los centros de momentos.

Movimiento giroscopico

Consideremos el movimiento bajo la accion de laveglad de un trompo
simétrico, que gira alrededor de un eje principal eelocidad angulas , de tal manera
que dicho eje forma cierto angulo con la normaltr&npo, en esas condiciones, tiene
tres movimientos:
» Un giro alrededor de su eje propio.
» Una movimiento d@recesionalrededor de un eje vertical.

» Un movimiento denutaciondel eje propio (el conocido “cabeceo” del trompo).

20\/er nota 9.
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Experimentalmente  sabemos que

si®=0, el trompo caera. En cambio, si
Se pone en rotacion rapida en torno a su
eje, el trompo no solo no cae, sino que
el eje realizarA& un movimiento de
precesion

lento alrededor del eje vertical Si
bien el movimiento es complicado,

vamos a tratar de explicar este efecto

v

en forma aproximada y encontrar la

velocidad angular de precesiéh.

Tal como ya vimos, el impulso angular de un sistemgarticulas (y, en particular, de
un cuerpo rigido) respecto del pu@puede escribirse (suponemos que el phtw
desliza):

Lo =Lew +RxP

donde ECM es el momento angular intrinseco o de spin, es,despecto del CM, y
Rx p es el impulso angular orbital, o sea, del CM regpdeO.

» Elimpulso angular intrinseco es:

Lew = lCMa)

dondel., es el momento de inercia respecto del eje prapicAqui vamos a realizar
una aproximacion. Supongamos quees muy grande (el trompo gira muy rapidamente
alrededor de su eje propio); entonces, podemqgue®@ar el momento orbital frente al
de spin:

Ly OLgy = loy@ 2, (9.2.74)
y, por lo tanto,I:O tiene la direccion del eje propio del tromxp,

« La fuerza pesoP, hace torque respecto 8e por lo queI:O va a variar. Calculemos
dicho torque:

NS =F xP = d2,x(-mg)2 = dmgserd(2, x 2)= d mgsergh (9.2.75)
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donden es un versor perpendicular al pla(ﬁa,o,i), y saliente. Es decir, el torque

NS es, en todo instante, perpendicularfgy, por lo tanto, si el vectoEotiende a
crecer en la direccion perpendicular, inmediatamegit torque vuelve a ponerse en la
direccion perpendicular. No habiendo torque panaiaefo, éste no va a cambiar de

mddulo sino de direccion:
El cambio enEO en un tiempadt estara dado por:

L . o
dL, = NSdt =dmgsenddth = dL, 0L, Ot

" dL,
ﬁ (9.2.76)

y, por lo tanto:

‘EO + d[o‘ =‘I:o‘ a orden0

Este tipo de torque, que no cambia el médulo dpuiso angular sino su direccion, se
denominatorque centripetpen relacién a la fuerza centripeta que produamisino
efecto sobre la velocidad.

» Por efecto de este torque centn’pelfg, va a preceder alrededor del geComo

EO es paralelo al eje del trompo, éste también vaexpder alrededor del eje vertical z.

Este efecto se denomin@ovimiento giroscopico

A La punta de L, describe asi una

z4Q
- N circunferencia horizontal alrededor del
dio YA ejez, de radio:
------------ R=Lgserd
Lo 6 dl, representa el diferencial de

desplazamiento de L, sobre la

circunferencia, luego:

/O g ‘dl:o‘ = Rdg = RQdt = LoserdQddt
9.2.77)

Comparando (9.2.76) con (9.2.77), obtenemos leciddd angular de precesidh:

LoserdQdt = d mgserddt

low
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_dmg
low

lowQ=dmg = |Q (9.2.78)

La expresion de la velocidad angular de precedibnque obtuvimos, ec.(9.2.78)
muestra un hecho que conocemos de la experienaatac mas rapidamente gire el
trompo alrededor de su propio eje, mas lentameraedgalrededor del eje vertical (y
mas estable sera el movimiento).

* Notemos, sin embargo que hemos “perdido” uno detdes movimientos del
trompo, es decir, la nutacion. En general, el &ngulno permanece constante y eso
origina el particular “cabeceo” del trompo. En rnuesndlisis no encontramos dicho
movimiento debido a la aproximacién que hicimos(%®2.74), ya que el impulso
angular presenta, en general, una desviacion resplet eje del trompo, debido al
término orbital. Recordemos que para justificahdi@proximacion supusimos que el

trompo giraba muy rapidamente alrededor de suref@@(« muy grande).

AZ
Por lo tanto, para entender el movimiento que nos

falta, consideremos el otro caso extremo, es decir,

«=0. En ese caso, el torque de la fuerza pBso

=z
O(‘DlG)

produce una rotacion alrededor de un eje

perpendicular @y el cuerpo cae.

Cuando el cuerpo se encuentra en rotacion alredézieu eje propiag,, se produce
una situacion intermedia en la que, ademas delmiewnto de precesion, el ejg se

mueve entre dos angulos extremos. Este “cabecddgjelees o que se conoce como

nutacion
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El girdscopo.

El girdscopo es un instrumento en
el cual se monta una rueda
giratoria de tal manera que su eje

=lw puede cambiar de direccién
libremente.

El sistema esta libre de torques

externos, ya que el torque que
realiza el peso de la rueda esta balanceado pgras@aen el otro extremo del eje. Este
tipo de sostén se denomisaspension cardanicaEste eje puede moverse libremente,
respecto de dos de sus ejes principakey, z, mientras la rueda rota velozmente
alrededor del otro eje principat, Por lo tanto, el impulso angular del giréscopo es
paralelo al ejg. Si se desplaza el giréscopo, se observa quessiegjotacion siempre
se mantiene fijo en la misma direccion, como comsecia de la conservacion del
impulso angular. La propiedad de los giréscoposdatener fijo en el espacio su eje
de rotacién se utiliza para estabilizar los bargan los pilotos automaticos de los

aviones.

* Consideremos algunos otros ejemplosm&imiento giroscopico
» Supongamos un hombre que se encuentra parado wstbigataforma giratoria. El
hombre sostiene una rueda por el eje de éstaiRpliddad, despreciemos todo efecto

de friccidn en los ejes de la plataforma y de &dleu

La plataforma no gira. El hombre imprime a la

Q

rueda un movimiento de rotacion alrededor de
Su propio eje, y observa que, cuando el eje
permanece horizontal, la plataforma se
mantiene en reposo. Pero, apenas tuerce el eje

de la rueda, la plataforma comienza a girar.
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* Analicemos el fenomeno. Como no hay friccion coeje| la plataforma, el hombre
y la rueda constituyen wistema libre de fuerzas extern@slvo, claro esta, la fuerza
de vinculo que impide que el eje de la plataformaugrza). Por lo tanto, tomando
como centro de momentos un punto sobre el eje gdataforma (el punt® en el

dibujo), el impulso angular del sistema se mantearestante:

L, = CE
Como el sistema inicialmente esta en reposo:
[,=F+L=0 (9.2.79)

dondel} es el impulso angular de la rued&y, el de la plataforma.
+ Silarueda comienza a girar carn= wz,, dondez,es el versor en la direccion de su
eje:

La rueda adquiere un impulso angular propio. Reepec

de O podemos escribir, como en el caso anterior:

L§=L&u +Rx P

donde Rx pes el impulso angular orbital de la rueda

respecto d®, y:

'R
LCM - ICMw

o) con 1§, , el momento de inercia de la rueda respecto
de su eje propio.

* Nuevamente, como en el caso anterior, si la rugdanguy rapidamente, podemos
despreciar el impulso angular orbital frente aling#eco. Entonces:
LR OIE,0=18,w2, (9.2.80)
Es decir, el impulso angular total de la rueda eep deO tiene (practicamente) la
direccion del eje propio de ésta.
* ¢Qué pasa entonces con la plataforma? Como elsmpulgular total del sistema es

constante y nulo, ec.(79), al girar la rueda, &gfbrma adquirird un impulso angular:
[ =0=0+Lg=1§0+ = |L=-1§,0=L, + L5 (9.2.81)

donde L, tiene la direccion del eje de la plataformayy , la direccion perpendicular

a éste.
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* Sin embargocomo el eje de la plataforma no puede moveisduerza de vinculo

gue lo mantiene fijo hara torque de tal manerangzedir que éste gire y, por lo tanto,

dicho torque anulard? ,, sobreviviendo solo la componente en la direcdéheje de

la plataforma. Luego:

- =~ A = 13 A
b=, =120=-1% wsem 2z = Q=—%wsemz (9.2.82)
z

La plataforma adquiere un vector rotaci€y gira en sentido contrario a la rueda.
Notemos que la velocidad de rotacién sera maxineheje de la rueda se pone vertical
(a =90°), y es nula cuando se pone horizontaH0°).
* ¢Qué hace girar a la plataforma? Sabemos que @ira gonservacion del impulso
angular total pero, si hilamos mas fino, podemagpntarnos qué fuerzas son las que
hacen que la plataforma comience a girar. El Ufgoatacto” entre los componentes de
nuestro sistema es el de los pies del hombre dabpéataforma. Por lo tanto, es la
fuerza de rozamiento estatitzaque inicia el movimiento de la plataforma.
» El hombre observa otro detalle.
~ Cuando la plataforma no gira, necesita sostenejeel
R [ ] 2 de la rueda con ambas manos. Las fuerzas de vinculo

R
T T que aplican las manos en cada extremo del eje

compensan el peso de la rueda. Si solo aplicaraena

estas fuerzas, ésta haria torque respecto del Cld de
P rueda, que lo haria girar. Ambas fuerzas hacemésrq
opuestos que se compensan.
Sin embargo, cuando la plataforma gira, le basta co

ﬁv _ sostener el ejeon una Unica mandl torque que hace la

N _ -
T o 0y fuerza de vinculds,, respecto del CM de la ruedhl,, ,

es perpendicular en todo instanteld, . EI cambio en

este vector en udtes:

el

di®, = Ng,dt 0 (%,
y, por lo tanto, como en el caso del trom;bTQ,M actua como torque centripeto y hace

girar a @M (y, en consecuencia, al eje de la rueda) si lafdaha esta girando (es

decir, acompafia el movimiento de la plataformaje s otro ejemplo deovimiento
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giroscopico Notemos que no es indistinto con qué mano sdesajeeje de la rueda,

puesLy,, debe girar en el mismo sentido que la plataforma.

» El efecto giroscépico también le permite “doblarum@a bicicleta, solo torciéndola
respecto de la vertical, sin necesidad de girandedas con el manubrio.

, Efectivamente, al torcer la bicicleta respectoale |

vertical, el torque de la fuerza peBorespecto del
punto de contact® de la rueda con el sueldl,,
actla como torque centripeto:

N, = r §x(mgcosg X — mgserd §)

R (9.2.83)
=—-rmgcosf z

El impulso angular de la rueda respectdxe

O | LOZICM@+Fxﬁ
dondeca es el vector rotacion de la rueda.

Nuevamente, si. es muy grande, podemos despreciar el impulso angthital frente

al intrinseco y, entonces:
Lo OlgywX 0N, Ot (9.2.84)
con lo que, el efecto del torque es hacer girareator Eoy, por lo tanto, al eje de la

rueda.

» Finalmente, nuestro planeta se comporta como Gsa@po.
_______ La Tierra puede considerarse una peonza simétrita y
0O ) eje de rotacion estd inclinado 23° 26’ con respacta
normal al plano de la 6rbfta Este eje de rotacién
precesa alrededor de dicha normal, debido a que el

torque de la atraccién gravitatoria del Sol se comap

como un torque centripeto. Este fendmeno, denominad

precesion de los equinoccjoes otro ejemplo de
movimiento giroscopico. El periodo del movimien® e
de 25776 afos.

L El plano de la 6rbita se llanezliptica
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¢ Puede rotar un sistema &=0 y no hay torques aplicadosd estudiar el impulso

angular en el caso de una particula, habiamos yis¢oL =0 es condicién de un
movimiento rectilineo, en el que la particula pagsa el centro de momentos. En
ausencia de torques aplicados, el impulso angwaurd sistema se conserva. Sin
embargo, en sistemas mas complejos, se puederagé&rgues internos que provean al
sistema de un cierto impulso angular. La consetwvadel impulso angular total
requiere, entonces, que aparezca un impulso anguéacompense al anterior. Veamos

un ejemplo.

> El problema del gato cayentfo Es un hecho conocido que un gato siempre
(¢ siempre?) cae sobre sus cuatro patas. Vamos gueesi bien mucho se debe a la
flexibilidad de su esqueleto, fundamentalmente rprwblema de conservacion del

impulso angular. Supongamos, en el peor de losscasogato que cae con sus patas,

inicialmente, hacia arriba. ¢Cémo hace para dans#taven el aire, en ausencia de

torques externos? Por ser un sistema aislado,mulsmangular e =0.

El gato tuerce su lomo y realiza un
movimiento de rotacién de su columna
similar al de dos rotores, como se
muestra en la figura. Las dos porciones

de columna (rotores) adquieren un

impulso  angular L y L,
respectivamente, de tal manera que, por

estos movimientos, el gato adquiere un

impulso angular, :
L=L+L,
Como el impulso angular total inicial del gato esondebe existir una rotacion de todo

el grupo alrededor del ej&, de tal manera que compense este impulso andgidto.

es, el cuerpo del gato adquiere un impulso ang(uﬂig), gue compensa el anterior y

22 7. R. Kane, M. P. Scher, “A dynamical explanatiointhe falling cat phenomenon”. Int. J. Solid
Structures, 663-670 (1969).
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endereza el cuerpo del gato. Este cesa en su nemton¢cuando queda con las patas

para abajo.

Tema avanzado 1:

Tensor de inercia: Momento de inercia respecto meunto.

El impulso angular sabemos que se mide respectandsentro de momentos. Si en
dicho centro de momentos centramos un sistema e @jtogonales, podemos
determinar el momento de inercia respecto de cadade esos ejes, asi como los

productos de inercia (ver ec.(9.2.10).

Re-escribamos la ec.(9.2.9) de la siguiente forma:

z4 di, =dr’r'lr§f)—rH (f E@)]
Eo En componentes, respecto de los ejes centrados en
O:
Loy = dn{rDZQx - ><(xQX +yQ, + zQz)]
© Vi, = dnfa, (7 ) - (e, +xzQ,)

Loy = dn{Qx(y2 +27°) - (nyy + szz)] (9.2.85)

con similares ecuaciones para las otras componéntegrando:
QJ'(y +z)dm+QJ' xy m+QJ' xzdm_|Q+| Q, +1,Q,
(9.2.86)
QJ' (X +z)dm+QJ' yxdm+QJ' yzdm_l Q, +1,Q,+1,Q,
(9.2.87)
QJ' (X +y)dm+QJ' - zx)dm+Q I - zy)dm= | A2, +1,Q, +1,Q,
(9.2.88)
Las momentos de inercial; (j=XY2z Yy los productos de inercial,

(j =xV,z,j #k) estdn medidos respecto de cada uno de los@pados en el punto

O, elegido como centro de momentd$otemos que las ecs.(9.2.86) a (9.2.88) se

pueden escribir de una forma mas compacta:
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L=[1, 1, I,]Q (9.2.89)

donde el tensor se denomiegsor de inerciaEste tensor no esta referido a un eje, sino
a un punto, que es el centro de momentos elegioi@nhbs asimismo que se trata de un

tensor simétrico, es decir sus elementos extradags son iguales:

Ly =1y

Como para todo tensor simétrico, se puede encoatrasistema de ejeéél,@,él)

respecto de los cuales el tensor es diagonal. (8.289), escrita en ese sistema de ejes

toma una forma mas sencilla:

I, 0 0YQ,
L,=/0 I, 0[Q,|=10,6+1,0,6+1.Q.8 (9.2.90)
0 0 I,lQ,

(cf. ec(9.2.12)). El sistema de ejes respectadeal el tensor de inercia es diagonal es
el sistema de ejes principales del cuerpecordemos que, si un cuerpo tiene algun
elemento de simetria, los ejes principales coimcin la direccién de esos elementos.
Notemos que, si el cuerpo esta moviéndests ejes no son fijoBe ese problema nos

vamos a ocupar en el siguiefitema avanzado

Tema avanzado 2:
Ecuaciones de Euler. Ejes fijos al cuerpo.
En un sistema inercial (SI), y tomando un centrondenentos adecuatfo la ecuacion
de movimiento del impulso angular es la ec.(9.2.14)
di, _ o
— 0 = Ne
dt  °

Pero, ¢qué pasa si se toman ejes fijos al cuempaleeir, por ejemplo, los ejes
principales? Si el cuerpo esta rotando €nes un sistema no inercial (SNI), por lo
gue, para derivar el impulso angular, debemos hacer

_dh
dt

o,

o +QxL,=N¢ (9.2.91)

Sl SNI
donde hemos usado eperador que encontramos en el capitulo de Dinamica en

sistemas no inerciales, ec.(5.13):

Z\/er nota 9.
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d
dt

d

g dt

+Q x

SNI

Supongamos que el SNI es el de los ejes princiggdkesuerpo, que gira con el vector

rotacion de ésteQ :

@)
NLk 4

A‘D)

ecuacioén de movimiento en el SI:

& & §
Oxl,=det Q, Q, Q,
Ilgzl IZQZ |SQ3

En el SNI:
Cof, = 1648 +1,0,8 +1,Q.8
La derivada dd:o‘sm es:

di, aQ,. .. dQ,. ., dQ,.
—90 =] 18 4+ 26 4+, —=3
dt |, g e gy 2 g

pues, en el SNI, los ejd8,,&,,8 )son fijos v,
por ende, también son constanted, e I,.

Falta calcular QxL,, para escribir la

Con lo que, la ec.(91) resulta, en componentes:

Nce;l = IIQl + ngs(ls - Iz)
Ngz = Izgz +ngs(|1_ |3)
Nce;l = |393 +ngz(|2 - |1)

(9.2.92)

Las ecs.(9.2.92) se conocen coetuaciones de Eulegr permiten resolver problemas

de la dinamica de la rotacién de un rigido en fomade los ejes principales.

Ejemplos:

1. Esfera homogénea que rota can en ausencia de torques externos.

Escribamos las ecuaciones de Euler, en las dimeside los ejes principales. Como la

esfera tiene (por ser homogénsapetria esféricd (valga la necesaria redundancia),

todas las direcciones son ejes de simetria.

4 Notemos que la condicion de ser homogénea es mamtal. A los efectos de encontrar los ejes

principales de inercia, la distribucién de masangsortante, es decir, la simetria no se refiere sola
forma del cuerpo, sino también a su distribuciomasa.
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Por lo tanto,cualquier sistema de tres ejes ortogonales es gtersn de ejes

principales.
R - Como todas las direcciones son
e @ . .
equivalentes, los momentos de inercia
respecto de los tres ejes son iguales:
_ 2
LL=1,=1,=I ZEMRZ
CM e . . .,
€ se dice gue la esfera tiedegeneracion
é_[ de orden 3/ se la llamaeonza esférica
Las ecuaciones de Euler resultan:
0=l
0=lw = w=we+we +wé =Cce
0=la,

Es decir que, cualquiera sea la forma como se hatga a la esfera, en ausencia de

torgues externos, el vector rotacion (y, por lddaal eje de rotacion) se conserva.

2. Elipsoide homogéneo que rota caren la direccién de un eje principal, en ausencia
de torques externos.
El elipsoide homogéneo (la pelota de rugby)

&
G

p tiene un plano de simetria y un eje de simetria
perpendicular a éste. Por lo tanto, uno de os

ejes principales coincide con la direccion del

eje de simetria, mientras que, en el plano,

) cualquier par de direcciones ortogonales entre

si son ejes principales. Asi, los momentos de

inercia del elipsoide homogéneo cumplen:

El elipsoide, entonces, tiene degeneracién 2. Sdefmminapeonza simétricalLas

ecuaciones de Euler resultan:

0=l,w = W=we, =CE

% En rigor, se podria haber elegido la direcciénude de los ejes principales coincidiendo con la
direccion del vector rotacion. Se eligié hacerlopgsa que el tratamiento resultara mas general.
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Como el vector rotacion tiene la direccidon de wnpgjncipal, se conserva.

3. Peonza simétrica que rota ca@hen una direccion no coincidente con la direccion de
un eje principal, en ausencia de torques externos.
Consideremos un cono homogéneo. Este es

a otro caso de peonza simétrica, ya que

JD)

también cumple:

x: il é/z Las ecuaciones de Euler, en este caso,
\e resultan:
~ \ _
G \"J_ |d1+a2a3(|3—|)20
w iy, + wea(l —1,)=0 (9.2.93)
| I, =0
La tercera de las ecs.(9.2.93) resulta:
w, = cte|. (9.2.94)
Para resolver las otras dos ecuaciones las reonsna
. C‘%(Is = | ) _
aresT T Jarow =0 9.2.95
(-1)_ o[~ lax-0@=0 (9:2.99)
- =0

I
dondeQ :M. Supongamos quk, > | , de tal manera qu@ >0.

* Las ecs.(9.2.95) estan acopladas. Para resolvsisteima, derivamos la segunda
ecuacion y despejamas :
O =Qq (9.2.96)

En la primera ecuacion:

@ +Q°w =0 = | = AcosQt) (9.2.97)

De la segunda ecuacion de (9.2.95) despejainos

o = Aser(Qt) (9.2.98)
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con A determinado por las condiciones inicidfesPor otra parte, vemos que la

componente de la velocidad angular perpendiculaejeale,, dj,, también es constante
en madulo:

W, = w8+ w8

|5)12|:(af +al)?=A=cte

Las constante®\ y w,también pueden determinarse considerando que,destain

cuerpo libre de fuerzas y torques, se conservampmliso angular y la energia (en

particular, considerando el médulo del impulso degu
o =14 15 =
1..,.1
==IA“+=1
A+ D1
e Los resultados de las ecs.(9.2.94), (9.2.97) y.98)2nos muestran que la

componente dex paralela al eje principag, permanece constante, mientras que la

componente perpendicular a dicho ejég ta@,) (también constante en moédulo),

precede con velocidad angul@rzw alrededor del ejé,: O :—%(lf ~| )é3

Entonces,si nos paramos en el
cuerpq vemos girar al vecto
(y, por lo tanto, al eje de rotacién),

uniformemente con velocidad

]

\ angular Qalrededor del eje del
J \ / 5
M — e, cono, conservando constante su
L \-_\v\'r______-f_, L moédulo.
€ Y =0 ta,

Teniendo en cuenta que el impulso angular resuksdtGM es:

Low =138 + 100,86, +1 0,8, = 1A[cosQt) & +ser(Qt) &+ 1 w8,

% por simplicidad, elegimos las condiciones dedahf que la fase inicial sea nula.
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este vector realiza el mismo movimiento de precesiéededor deg,y con la misma

frecuencia angula® respecto de los ejes fijos al cuerpo.
* Razonemos como se ve el movimiento de este cueegdedun SI. Para ello,

notemos que, como no hay torques aplicados:

Né, =0 = L, = CE en el espacio.

Por otra parte:

@y =1 (af +a)+ 1,02 =cte (9.2.99)
La ec.(9.2.99) nos dice que la proyeccion del veatasobre la direccion (fija en el Sl)
de [CM es constante y, por lo tanto también es consa@degulod que forman ambos

vectores.
Por otra parte, como los ejes y & pueden
elegirse arbitrariamente, tomemogor un

momentoel eje & (&) perpendicular al plano
e ---._ formado porL,,, y &. En ese casd,, =0=d},

lo que conduce a que, =0%’. Por lo tanto, se ve
que L.,, & y & estan contenidos en el mismo

plano. Esto Ultimo nos muestra q vector

precede también alrededor de,,, visto desde el

SI, con la misma velocidad angular gég

" En ese sistema de ejes rotados respecto delantvectoric es, obviamente, el mismo vector, pero
tiene distintas componentes respecto de los nugees = cdléi + a)SQ (el eje @ no cambia y, por lo

tanto, tampoco la componerde, ).
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+ Entonces, tenemos dos movimientos:

> el eje de la peonza precede con velocidad
angular uniforme Q_ alrededor de L,

describiendo un cono circular. Este movimiento se
denomingorecesion regulade la peonza,;

» simultaneamente, la peonza gira

uniformemente con velocidad angular
&, alrededor de su propio efg.

» Los dos vectores rotacion son tal que:

=0 +Q, =wé+Q ? (9.2.100)

* CalculemosQ, y &.. Por simplicidad, consideremos, otra vez, el éje(&)
perpendicular al plano formado pary &,. el sistema. Definimos:

a =anguloentrezyé,
@ =anguloentrezy @
L=a-6
Entonces:

Lew = Loy COSO &, + L, Sema g
=l wé+ldé
Loy =l,wC0SBEé; + lwsernfé (9.2.102)
Comparando ec.(9.2 101) con (9.2.102):

L.y serr = lwsens
Loy cosa = | ,wcosp

(9.2.101)

tga = ll—tgﬂ (9.2.103)

3

Por el teorema del seno:

w _ Q, _ w w

C

serd seng - sen(imr—a) - serny

(9.2.104)

La velocidad de precesion es, a partir de la &X04):

se )
Qp = a)—rﬁ :—a'l
sera sera

y, comoa) = wserns = %sem :
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Q. = tow (9.2.105)

Como, de (9.2.103), ., =13 -
cosa
la ec.(9.2.105) puede expresarse, alternativamente:
B P

P lcosa

 Para calculaw, consideremos la proyeccién del vectosobre el eje;:

OB =Q+Q80 = w=08 -0 80

w, :a)COS,B—Qpcosa =%COSO'—%COSQ': LCM Cosa{ll—|3j= |3w{| —Isj

3 5l [l

@ =a%[' ‘I'ej (9.2.106)

» Teniendo en cuenta que el EIR tiene la direccion
del vector &, podemos describir el movimiento

considerando quecarealiza un movimiento de

precesién con Q, alrededor del vector L,

formando un cono fijo en el espacio. Ademas, ebcon

que forma« alrededor del ejeg;rueda sin deslizar

sobre el cono del espacio.

Resumen: Impulso angular de un cuerpo rigido.

Resumamos los resultados que hemos obtenido sbion@dso angular de un cuerpo
rigido.

« Un cuerpo rigido es un sistema de particulas ylgptanto, es valido:

L,=Ly, +Rxp (9.2.5)

» Si calculamos explicitamente el impulso angulaapar cuerpo continuo respecto de
un centro de momentd@3 sobre el eje de rotacion:

« La componente perpendicular al eje de rotacion,se anula si:
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~ . _ |Q=eje principal
Lo =0sii< - J p_ _p

Q| eje principal
Si el cuerpo tiene alguna simetria, el o los ejgscypales coincidiran con los ejes de
simetria, o seran perpendiculares a un plano detisan
» Si el cuerpo rota alrededor de un eje principadredador de un eje paralelo a un eje

principal (y el centro de momentos se encuentreesaioho eje):

Lo = Qf, rfdm=1,Q (9.2.13)

De lo contrario, siempre se puede descompddeen el sistema de ejes principales

(e,e,.e)y entonces:

—

Loy =1, Q,6+1,Q,6 +1,Q,8 (9.2.12)
Notar que loes ejeéel,e?,ee) son ejedijos al cuerpoy, por lo tanto pueden cambiar de
direccion.

« EI CM siempre es una buena eleccion como centroateentos, ya que, aun cuando

no se encuentre sobre el eje de rotacgampre es valido:
Loy = oy @ (9.2.25)

* Ecuacion de movimiento del impulso angulaa ecuacion de movimiento mas

general es:
%0 =Ng -V %P (9.2.11)

e Laec.(11) se simplifica eligiendo convenientemeahteentro de momentos:

Vo, = 0 respectalel sistemalereferencia
N¢ sii§ O=CM (ec.(6.2.28),nota 9)

Vo [ Ve

do _
dt

Notemos que el centro de momentos es un puntospelc® y no un punto sobre el
cuerpo, por lo que, si elegimos un punto sobrelR| B/, es la velocidad con que se
desplazeel punto del espacielegido como origen de momentos, y su velociads
nula, en general, y no la de los puntos materiales Ipsrcuales, instante a instante,
pasa el EIR.

* Nuevamente:

» Si el cuerpo rota alrededor de un eje principdredador de un eje paralelo a un eje

principal, y el centro de momentos se encuentreesdibho eje, o es el CM, y
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» el centro de momentos cumple alguna de las cardisidel item anterior:

dL dQ . o
d—f:|CME:|Qy:Ng (9.2.15)
dL dQ I

dCtM =lem ar =lom¥ = Ngy (9.2.26)

» Finalmente, si se escriben las ecuaciones de mewimidel impulso angular en el
sistema de ejes principales del cuerpo:

NE =1,Q, +Q,Q.(1,-1,)

NS, =1,Q,+Q.0.(1,-1,) (9.2.92)
NS, =1,Q, +Q,Q,(1,-1,)
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