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Problema 1.5: el helicéptero y el proyectil

Este es un problema de trayectorias bidimensio-
nales de dos méviles. Es un clasico problema de ci-
nematica y se resuelve desacoplando las ecuaciones de
movimiento de cada uno de los méviles en cada una
de las dimensiones (en este caso Z e 7).

a) Encuentre la trayectoria del proyectil (o sea y
en funcion de x). Grafique y vs x para el proyectil y
para el helicoptero.

Escribamos todo lo que sabemos de cada uno de
los méviles (helicéptero y proyectil) y encontremos
las ecuaciones de movimiento. Empecemos con el he-
licoptero que es el mas sencillo. En la direccion = ya

tenemos su ecuacién de movimiento (no se mueve):

zp(t) = L = cte

(1)

En la direccion y no tenemos su ecuacién de movi-
miento pero conocemos la aceleracion en funcién del
tiempo y esta dada por

ay, (t) = —kt (k> 0) (2)

Luego podemos usar la relacion entre aceleracion,
velocidad y posicién para encontrar las ecuaciénes
vy, (t) ¥ yn(t). Recordemos que empieza a moverse a

t = 0 y que su velocidad inicial es v,, (0) = 0. Luego:

! / / k 2 k 2
Uyh(t) = . ayh(t )dt - _§t +Uyh(0) - _§t (3)

Veamos ahora la posicién:

! kt?
i) = [ o @i =354 m©) @)
0
y luego
k 3
yn(t) = _Et +H (5)

Donde usé que y,(0) = H. Ya tenemos las ecua-
ciones de movimiento del helicoptero. Veamos el pro-
yectil.

En la direccién = no hay (des)aceleraciéon con lo
cual es como si fuera basicamente un MRU en esta
direccién (jEso no significa que el movimiento total
sea en linea rectal).

La velocidad inicial en esta direccién se puede ver

por trigonometria que es:

Vg, (1) = Vg cos a

Luego, para la posicién tendremos

xp(t) = v cos a(t — to)

(7)

donde usamos que xy = 0. Nétese que aca dejamos
explicitamente el tiempo inicial en la ecuacion porque
no esta dicho que el proyectil se dispare a t = 0, es
mas, tg va a ser un parametro a encontrar en el punto

¢) del problema



Veamos ahora la direccion y. En esta direccion el

problema es un MRUA con a = -g, veamos:

ap, (t) = —g = cte

-/ (1)1 = —g(t — 1) + 13, (0)
s 9)

= —g(t —to) + vosina

Y para la posicion calculamos:

up(t) = / v,y ()t

g .
— _5(15 —t0)? + vosina(t — to) + y,(to)

Y como y,(tg) = 0, tenemos

(10)

yp(t) = —g(t — t0)? + vo sin a(t — to)

(11)

Ya tenemos todas las ecuaciones de movimiento
de los dos moviles. Busquemos sus trayectorias. La
del helicoptero es muy fécil, como en x no se mueve, y
solo se mueve en y, su trayectoria serd una linea recta,
en este caso hacia abajo. Para el proyectil necesitamos
obtener y(x) !. Veamos las ecuaciones (7) y (11), uno
podria por ejemplo despejar ¢ en funcién de z en (7)
y reemplazarlo en (11), sin embargo es mds préctico
despejar (t — tp) en funcién de x. Veamos, de (7):

X

(t —to) = (12)

Vg COS

Y luego reemplazando en (11), obtengo:

2
g x , x

== 13

y(@) 2 (vo cosa) Trosima <U0 cosa) (13)

que se puede simplificar y escribir:

(14)

El grafico de esta trayectoria es una pardbola (de
ahi el tiro parabdlico). {Como hacen para graficarla?
;,Doénde se encuentra el vértice? ;Donde corta el eje

x?

En la Figura 1 se pueden ver distintas trayecto-
rias para distintas velocidades inciales y parametros

o, L, H, k, g fijos.

b) ;Para qué valores de vy la trayectoria del pro-

yectil y la del helicoptero se intersectan?

Bueno primero, pensemos un poco intuitivamen-
te los casos limite, para vy muy chico (;Con respecto
a qué?) el proyectil va a caer a tierra antes de lle-
gar incluso adonde aterrizaria el helicéptero. Para vy
muy grandes?, ;Qué sucede? ;Estamos seguros que la
trayectoria del proyectil tampoco intersecta la del he-

licoptero? ;O de qué depende?

LA partir de acd voy a relajar la notacién y usar x e y sin subindice p

2 /_9L
probar que es razonable tomar vy >> 4/ 55—
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Figura 1: Distintas trayectorias para distintas velocidades
inciales. Solamente para algunos valores de vy las trayectorias
se interesectan. Valores del resto de los pardmetros:

g=981% k=21 H =200m, L = 400m,a = 7 /4

Veamos las ecuaciones. Planteemos desigualdades
usando casos limite, primero

y(L) < H (15)

El caso limite es la situacion en la que el proyectil
pasa justo en donde empezé el helicéptero (r = L,y =

H). Luego, usando (14)

9 2
—————L +tanaL < H 16
202 cos? a Flanak s (16)
Y ahora despejemos vy
gL?
————— < H —tanal 17
203 cos? v and (17)
Multiplicamos a ambos lados por (—1)
gL?
————— >tanal — H 18
203 cos?av ana (18)

Ahora, cuidado, la expresién de la izquierda es po-
sitiva siempre y la expresion de la derecha puede ser
negativa para H > tanaL. Luego si H > tan aL esta

desigualdad se cumple para cualquier vy. ;Cuédl es la

interpretacion fisica de esto? Si el angulo es suficien-
temente chico con respecto a L y H, luego por mas
grande que sea la velocidad vy, la trayectoria del pro-
yectil siempre va a cortar la del helicptero, para vgy
muy grandes el tiro oblicuo se transforma en un tiro
recto con angulo «, pero no va a subir mas que tan oL
para z = L.

Hecha esta importante salvedad, encontremos la
desigualdad para vy para el resto de los casos H <

tan(a)L:

L2
2cos?a < — I 1
YOS S el — H (19)
y luego
gL?
< 20
[vol < \/(QCOSZQ(tanaL— H)) (20)

Queda maédulo de vy, ;Qué significa esto? ;Tiene
sentido fisico la solucién con vy < 07 No, seria una
trayectoria en la que el proyectil va a hacia el canén
y corté la trayectoria del helicoptero, o algo asi, tiene
sentido matematico pero no fiscio en este problema.

La descartamos, luego

< gL?
v,
0= 2cos? a(tanal — H)

Ahora nos falta evaluar la situacién en la que el

(21)

proyectil toca tierra justo en doénde aterriza el he-

licéptero (z = L,y = 0):

y(L) =0 (22)
Luego, usando (14), obtenemos
—— 9 i tanal >0 (23)
203 cos? -

Luego



9

—2—2[/2 Z —tanaL
2vug cos® o

(24)

Luego (jOjo el cambio de sentido de la desigualdad
al multiplicar por (-1)!)

9

————[L*<tanal
203 cos’a T

(25)

y de ahi

gL}

2
vy >
0= 9tan ak cos? o

(26)

y luego (descartamos vy < 0 con el mismo criterio)

> gL
’l} —_—
0= V 2 tan a cos? a

y con eso terminamos el inciso b).

(27)

c¢) Sivg es alguno de los valores hallados en b) diga
en qué instante debe efectuarse el disparo para que el
proyectil haga tmpacto sobre el helicopetero

Esta es una clasica pregunta de punto de en-
cuentro. La condicién de encuentro es que para un

dado t = t. se cumpla:

Luego, reemplazando en las ecuaciones (1), (5),
(7), (11) tenemos:
(28)

L = vgcos a(t, — to)

— 3+ H = —Z(te — to)* +vosina(te — to)  (29)

(@)
o
O

Ahora sélo queda despejar t. y tg, la cuenta es un
poco larga pero hay que entender que conceptualmen-

te el problema ya estd resuelto. De 28, obtenemos

L

te —ty) = 30
( 0) Vg COS (v (30)
De aca, escribimos:
L
to=t. — (31)
Vg COS (v

Recuerden que al fin y al cabo estamos buscando
to, el tiempo en el que hay que disparar el proyectil
para pegarle al helicoptero.

Reemplazando (30) en (29), se obtiene

po S o (LN e (32)
¢ k 2 \ vg cos

6 L\ v

g
te=1|-|—-2 — Lt H 33
(k‘ [ 2 (vocosa) anat ) (33)

Con lo que finalmente ya tenemos t. y con eso en-

contramos ty que es el instante en el que debe efec-
tuarse el disparo para que impacte en el helicoptero

como funcién de todos los parametros del problema.

(34)

Consejo importante: ;Como hago para saber si no

hice algin error de matematica en alguna parte? Una
herramienta muy poderosa es evaluar que las unida-
des de las ecuaciones sean consistentes. Miremos por
ejemplo la ecuacién (34), [L*] = m?, [v3] = m?/s?,
luego el paréntesis ese tiene unidades de s? va multi-
plicado por g que tiene unidades de [g] = m/s?, luego

ese término tiene unidades de m. Veamos el segundo



término, tan(a) es adimensional, [L] = m, y el terce-
ro, [H] = m. Bueno, jBien! Estamos sumando metros
con metros, buen indicio. Luego todo ese término se
multiplica por 1/k y [k] = m/s3 luego [1/k] = s*/m.
Con lo cual todo lo que esta abajo de la raiz tiene
unidades de s3, lo cual tiene mucho sentido porque al
tomar la raiz nos queda unidades de s, y [t] = s. No

tengo pruebas, pero tampoco dudas de que con este

chequeo se detectan el 90 % de los errores de calculo,

iUsenlo!




