* nigro@df.uba.ar
GRAVITACION: PROBLEMA 11-4 Y GENERALIDADES

MAURO NIGRO *

En el esquema de la figura tenemos un tubo apoyado sobre la superficie de la Tierra. La
direccién del tubo coincide con el eje . Una masa m puede moverse dentro del tubo de manera
que si especificamos sus coordenadas como z, y, z, entonces tenemos

(1) =R
(2) z=0

en todo momomento, donde R es el radio de nuestro querido planeta. La idea de este problema es
analizar los posibles movimientos de m a lo largo del tubo empleando consideraciones energéticas.
Vamos a analizar este problema de tres maneras diferentes, todas equivalentes entre si.

1. LA CONSERVACION DE LA ENERGIA ESCONDIDA EN LA SEGUNDA LEY DE NEWTON

La fuerza de atraccion gravitatoria que siente m debido a la Tierra puede escribirse como
(3) Frns = —GTiQM 7,
donde 7 es un versor ubicado en el centro de la Tierra que apunta a m. Por otro lado 7 es la
distancia del centro de la Tierra a m. La ecuacién (3) es la ley de gravitacién universal y por
supuesto es valida para r > R. Notemos que la hemos formulado de forma general. Lo que
haremos a continuacién es adaptarla a nuestro problema, es decir, emplearemos las condiciones de
vinculo (1-2).

En nuestro problema particular conviene emplear coordenadas cartesianas. La manera més
rapida de escribir F,)s en cartesianas es notar que por definicién es 7 = r # de manera que
) . ;  Ri+yy

VR

donde hemos usado que 7 = RZ + y§. Reemplazando (4) en (3) y usando que 72 = R? + 72, la
segunda ley de Newton en cartesianas toma la forma

. GmM
. GmM
) R
(7) 0=mz

En Z no hace falta introducir ninguna fuerza de vinculo puesto que en nuestras coordenadas la
fuerza gravitatoria en 2 es cero. En cambio en el eje & debemos introducir una fuerza de vinculo que
compense la fuerza gravitatoria en Z. Cancelando m en (6) llegamos a la ecuacién de movimiento
del problema:

.. GM
(8) YT T R 2 Y
Al igual que cuando estudiamos el péndulo, o el pingiiino de Nacho en donde uno calculaba 9(9)
empleando la regla de la cadena, aqui podemos hacer lo mismo con la coordenada y. Para eso
notamos que
L dy dydy dy.  1dy
dt dydt dy 2 dy
de manera que la ecuacién de movimiento (8) se puede integrar directamente:
1 [Yr yf
(10) - / dif = —-GM | dy Y

2 i ui (R2+y2)3/2'
1
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Aqui 9; y 9y son las velocidades inicial y final respectivamente, mientras que y; e yy son las
coordenadas inicial y final, respectivamente. El miembro izquierdo de (10) se integra directamente
para dar %y]% — %y? Esto tiene olor a variacién de energia cinética. La baranda no tiene precedentes.

Calculemos ahora la otra integral. Para ello hacemos un cambio de variables: u = y%. Entonces

v GM [¥ 1
Yy

11 -GM dy ———2—— = dy —————

(11) G /?h y(R2+y2)3/2 9 /y? U(R2+u)3/2
Ahora realizamos un nuevo cambio de variables: s = v + R?, de manera que du = ds y la integral
(11) queda

(12)

GM y?du 1 _ GM RQW?dSL__GM 1 I

2 Jyp (R2 + u)3/2 2 Jreqy2 53/2 2 —% /R? + yJQI /R2 + y? '

Por lo tanto la ecuacién original (10) queda
21~ 3% = 3 |

R? +vy f \/ R% + Z/i2
Multiplicando por m ambos mienbros tenemos y reordenando llegamos a

1 1
(14) §my2 GmM 9 GmM

e —— = oy — ——.
JRZ+yE 2 \/ R? + 2

Como yy es arbitrario, podemos llamar y; = y. El miembro derecho de (14) es una constante que
depende de las condiciones iniciales. Definiendo

1 GmM
(15) = g -

2 )
B2+
entonces obtenemos la ecuacion de conservarcion de la energia:
1 GmM
(16) —my? — UM _ g
VvV R% 492

2
La cantidad T = %m;f se denonima energia cinética. El segundo término del miembro izquierdo
de (16) es la energia potencial V (y):

(17) Viy) =

(13)

_ GmM
VR

Antes de estudiar en detalle la ecuacién de conservacién de la energia (16) veamos maneras alter-
nativas de llegar al mismo resultado. Por el momento notemos que conociendo ”la pinta” de la
funcién V(y), como E es una constante fijada por las condiciones iniciales, entonces para cada y
podemos obtener informacion sobre la velocidad de la masa.

2. LA CONSERVACION DE LA ENERGIA MEDIANTE EL CALCULO DEL TRABAJO

En la seccién anterior obtuvimos la ecuacién de conservacion de la energia a partir de la segunda
ley de Newton. Existe una manera alternativa de llegar al mismo resultado: mediante la nocién
de trabajo mecénico. El trabajo mecénico que realiza una fuerza F sobre una masa m cuyas
posiciones inicial y final son 7; y 7y, respectivamente, viene dado por

Tyo_
(18) W,»f:/ Fdr,

donde se entiende que la particula se desplaza de 7; a 7y solo por accién de la fuerza F. Se trata
de una integral de linea. En cursos mas avanzados de matematica las van a estudiar en detalle.
Aqui sélo calcularemos Wy para situaciones muy simples, de manera que no es necesario mucho
aparato matemaético.
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Notemos que F representa la fuerza resultante que opera sobre la masa m, es decir, la sumatoria
de fuerzas. Independientemente de F' podemos evaluar la integral (18) empleando la segunda ley
de Newton. Usando que ma = F' entonces tenemos

Ty _ Ty
(19) mf:/ Fdr:/ madr.

En nuestro problema es dr = d(y §) = y dy, por lo tanto en el producto escalar a dr sélo sobrevive
ay dy. Entonces,

us v didy vt dy o om (Y,
20) Wiy = dy a, = dy == = dy =2y =— [~ di?.
(20) f m/ Y ay m/y ydt m/ Yy dt m/y Y g," 2/@3 y

Por lo tanto

1 1
3m y]% — 3™ 2.
Hemos llegado a que el trabajo es la variacién de energia cinética, independientemente de F. Esto
es un resultado general, nososotros lo hemos particularizado al problema en cuestion Si no existiera
ningin vinculo entonces llegarfamos a que W;y = %mv% — §mv donde v? = v + v + v2 Aqui
vy = v, = 0.

Calculemos ahora W;; especificando quién es F. En virtud de la segunda ley de Newton (5-6)
tenemos que

(21) Wir =

_ R GmM R
(22) F:va—myy-

Entonces recordando que dr = g, la integral (18) queda

(23) W, /yfF“d G M/yf L—Y
= z —Gm — )
= | Fvaidy W

El primer término es cero porque &y = 0. En otras palabras la fuerza de vinculo no realiza trabajo
puesto que en todo momento es perpendicular al desplazamiento de m. Por lo tanto

yf y
v (R2+y?)

Pero esta integral ya la hemos calculado cuando analizamos la segunda ley de Newton (ver (11-12)).
Por lo tanto

(24) Wif = =GmM dy.

GmM GmM

\/R2+y \/R2+y1

Pero esta expresion debe ser la misma que (21). Por lo tanto llegamos a
1 5 1 GmM GmM

(25)

(26)

o equivalentemente

GmM -2 GmM

myf -
\/R2+yf \/R2+yl~2

Hemos llegado al mismo resultado que antes:

1 5 GmM _ —cte—l 9 GmM

—my - — —my; — —.
277 VRt 277 Rty
7

(27)

(28)

El potencial es

(29) Viy) = -
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Notemos que si derivamos el potencial (29) y lo multiplicamos por —1 obtenemos exactamente la
fuerza gravitatoria en el eje y. En efecto,

dV o 1 2 2 73/2 o GmM
(30) —GmM< 2>2y(R +v°) = (R2+y2)y
Veamos que esto no es ninguna casualidad y es una propiedad de las fuerzas conservativas: Toda
fuerza conservativa tiene asociada una funcién potencial escalar que depende sélo de las coorde-
nadas tal que cada componente de la fuerza es igual a "menos” la derivada del potencial respecto
de tal coordenada. En la seccion siguiente veremos esto de manera mas general. Por el momento
notemos que dado que la fuerza de vinculo no realiza trabajo y que

dV
Fgrav = _diyj

entonces el trabajo es

(31) Wi = /yf —C?y/z)?)dy = —(V(yf) = V(vi),
Yi

es decir, el trabajo de una fuerza conservativa es igual a menos la variacién de energia potencial:
Wiy = —AV. Pero como también sabemos que W;; = AT, siempre, entonces

AT = —AV,
0 equivalentemente,
(32) AT+ V) =0.

Esta ecuacién es exactamente la misma que (28)

3. POTENCIAL GRAVITATORIO EN GENERAL

Ignoremos por un momento las condiciones de vinculo (1-2), pensemos que la masa m es libre
de moverse bajo la accién del campo gravitatorio debido al cuerpo M. Debido a que el momento
angular de m se conserva entonces su trayectoria estard siempre contenida en un plano fijo, digamos,
con normal 2. Por lo tanto el 7 que aparece en la ley de gravitacién universal (3) equivale al famoso
7 de las coordenadas polares. Para efectuar el calculo del trabajo debemos decir algo sobre dr.
Como 7 = r7 entonces

(33) dr = 7 dr 4 rdr.

Recordando que

(34) 7 =cosfZ+sinfy
(35) 0 = —sinf i + cos 7,
entonces

(36) di = doé.

Por lo tanto

(37) dr = #dr+0rdf,

y el trabajo debido al campo gravitatorio queda

Tf M R
(38) Wif:/_ _Gm f(fdrwrde):/

Ti

T GmM

_GmM GmM
2 — - .

Tf T

dr

r T

Recordando que el trabajo de las fuerzas conservativas se puede escribir como —AV entonces el
potencial gravitatorio es

M
(39) vy = &M
r
Observemos que se cumple
dV

(40) Pt = — .
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Introduciendo las condiciones de vinculo entonces r = /22 +y2+ 22 = /R2+y2. Hemos
obtenido el mismo potencial (29). Como la fuerza de vinculo no realiza trabajo entonces para
escribir la ecuacién de energia sélo nos queda imponer las condiciones de vinculo sobre la energia
cinética, esto es, v, = v, = 0. Para concluir con esta parte notemos que podemos llegar a la
expresion del potencial integrando la ecuacién (40). En ese caso tendremos:

GmM dVv GmM GmM
(1) By =-omM_ AV,

r dr
donde C es una constante arbitraria, ”el cero del potencial”. Tal constante es irrelevante. En efecto
la conservacién de la energia se lee ahora

(42) 1mfu2—Gm]w—i—C':E:17711)1-2—Gm]\/[
2 T 2 T

por lo tanto se cancela C.
Como notardn hay muchas maneras de entender la conservacion de la energia, todas equivalentes.
Antes de analizar la ecuacién de energia notemos que la ecuacién de movimiento (8), que dedujimos
simplemente planteando la segunda ley de Newton, también puede derivarse de la ecuacién de

conservacién de la energia. Para ello derivando respecto del tiempo (28) nos queda

dr:/dV—>V(r):— +C,

+C,

.. dv . ..
(43) myy+d—yy=0—>my—me:O.
Recuperamos la segunda ley de Newton.

4. ANALISIS DEL POTENCIAL

La ecuacion de conservacién de la energia es

1
(44) 5+ V() = B,
donde
GmM
(45) Viy)=—

VR +y?
donde segun las condiciones iniciales del problema
1 GmM
(46) E = Smvf %.
Veamos que conociendo la forma de V(y), la ecuacién (44) nos permite sacar conclusiones tanto
cualitativas como cuantitativas. En primer lugar V(y) < 0 Vy. Ademds lim, , 1 V(y) = 0. Para

buscar extremos anulamos la primer derivada y analizamos el signo de la segunda: 0 = % —y=0.

2 . s s. s
Por otro lado ‘i—y‘; = Gg‘M > 0. Entonces en y = 0 la funcién alcanza un minimo y es el tnico.
y=0

La funcién V (y) tiene la forma:
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Para analizar los distintos tipos de movimiento superponemos la funcién V(y) con la funcién
constante f(y) = E, y vamos variando el valor de E.

Supongamos £ = E; < V(y = 0) = —G’”TM. Sabemos que T 4+ V = Fj, de manera que
T=FE —V(y)=V(y=0)—V(y). Pero como V(y = 0) es el minimo absoluto de V (y) entonces
V(y =0) —V(y) <0 de manera que 7' < 0. Esto no tiene sentido dado que la energia cinética es
siempre positiva. Por lo tanto los valores de energia E; < V(y = 0) no tienen sentido.

Supongamos ahora que F = Ey = V(y =0) = —G%M. En este casoes T = Ey—V(y) =V (y =
0) — V(y). Nuevamente, como V(y = 0) es el minimo de V(y) entonces V(y = 0) — V(y) < 0.
Vimos antes que cuando V(y = 0) — V(y) < 0 entonces T es negativo y no tiene sentido. Por
lo tanto en este caso sélo tiene sentido fisico los valores de y para los que V(y = 0) — V(y) = 0,
es decir T' = 0. La particula permanece indefinidamente en y = 0. Se trata de una posicién
de equilibrio. Efectivamente si miramos la ecuacién de movimiento (8) podemos ver ficilmente
que y = 0 es una posiciéon de equilibrio. Recordando ademds que Fi,yr = —% entonces resulta
que las posiciones de equilibrio se corresponden a extremos del potencial. Antes para analizar la
estabilidad analizabamos el signo de la derivada de la fuerza. En términos del potencial tenemos

que %M = —CCZ;T‘Q/ de manera que
. d*V , . .
Si ¥l > 0 (minimo de potencial) — y., estable
Yeq
. d*V .. : :
Si TE < 0 (méximo de potencial) — y., inestable.
Y™ Yeq

Veamos qué ocurre cuando V(y = 0) < E' = E3 < 0. En la siguiente figura representamos esta
situacion:

Para los valores y; e y2 la recta f(y) = Ej3 intersecta la curva V(y), esto es, B3 = V(y1) =
V(y2). Estos valores los calculamos despejando y de la ecuaciéon E3 = V(y). Resulta y12 =

2
+4/ (%"—3M> — R2?. Recordando que T' = E3 — V(y), entonces T'(y1) = T(y2) = 0. En estos

puntos la velocidad de m es cero. Por otro lado para y < y; y paray > ys es T = E3 — V(y) < 0.
Entonces tales regiones estan prohibidas. La particula no podra alcanzarlas con las condiciones
iniciales implicitas en E3. Por el contrario, para y; < y < ys tenemos que 7' = FE3 — V(y) > 0 de
manera que hemos encontrado el rango de valores de y en dénde la particula se mueve. Notemos
que y1,2 son puntos de retorno. Efectivamente sabemos que alli la velocidad es cero. Veamos el

signo de la aceleracién. Para ello notamos que % < 0, por lo tanto Fyarly, = —C(li—g > 0. La

1
aceleracién es positiva, de manera que la particula se mueve hacia la derecha luego de alcanzar

y1. Por otro lado tenemos que %‘ > 0, por lo tanto Fyply, = —Ccll—‘; < 0. La aceleracién es
Y2

Y1
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negativa, de manera que la particula se mueve hacia la izquierda luego de alcanzar yo. En este
caso decimos que el movimiento es ligado.
Para concluir consideremos el caso £ = FE4 > 0.

En este caso T'= E4 — V(y) > 0 Vy, de manera que todos los valores de y estdn permitidos. No
hay puntos de retorno. La masa se aleja indefinidamente. Por lo tanto concluimos que para que el
movimiento sea ligado debe verificarse simplemente

(47) E <0.

Esto equivale a pedir que

1 GmM

48 —mug — ——— <0,

(48) oMo R
de manera que

2G M

49 vo <\ ——.

(49) o<\
Para vg > 2GRM la masa se aleja indefinidamente. En este caso a medida que |y| crece la velocidad
de la masa tienen a un valor constante vigjos = %, puesto que para |y| grande, V(y) — 0.

5. CERCA DEL EQUILIBRIO ESTABLE

Analicemos la ecuaciéon de movimiento cerca de yoq = 0. Para ello debemos realizar un desarrollo
en serie de Taylor alrededor de y = 0 de la fuerza de gravedad:

dFmnr
(50) Fonr(y) = Fruy(y = 0) + —~ y.
dy y:O

Esta aproximacion tiene sentido porque y = 0 es un punto de equilibrio estable.
(51) dFmm GmM n 3G mM 1>

dy - (R2 + y2)3/2 (R2 + y2)5/2‘
Por lo tanto d—lzlgﬂ 0 T GE@,M y la ecuacién de movimiento la podemos aproximar por

y:
. GmM
(52) my =~ T RS Y,
o cancelando m,
GM

(53) Y~ @ Y
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Como GR¥ es un nimero positivo entonces la ecuacién (53) es idéntica a la de un oscilador arménico
con frecuencia angular de oscilacion w = GR¥ . La solucion general es entonces

(54) y(t) = A coswt+ B sinwt.

Por un lado sabemos que

(55) 0=y(t=0)= Acos0,

por lo tanto A = 0 de manera que y(t) = B sinwt. Por otro lado

(56) vo =y(t =0) = Bw cosO0.

Entonces B = %2. La solucién final queda

(57) y(t) = v | 25 sin< GMt).




