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Dinamica del cuerpo rigido

Problema 13.8

En la primera parte del problema vamos a resolver un ejercicio tipico de dinamica del
rigido para el cual plantearemos todas las ecuaciones fundamentales que lo describen. En
la segunda parte vamos a trabajar con algunos conceptos de energia del rigido.

Recuerden que las ecuaciones bésicas para todo ejercicio de dinamica del rigido son: las
ecuaciones de traslacién (determinan el movimiento del centro de masa del cuerpo), las
ecuaciones de rotacién (determinan la velocidad angular) y la condicién de rigidez
(que define qué es un cuerpo rigido y cémo relacionan las velocidades en sus diferentes
puntos).

Nos plantean que un cilindro rigido se desplaza sobre un plano cuya superficie tiene
distintas propiedaes. En el tramos BA el rigido desliza sin rotar (sin girar), al llegar
al punto A la superficie de contacto se convierte en aspera y aparece una fuerza de
rozamiento. En consecuencia el cilindro empieza a rotar (gira, todavia no rueda) pero
sigue deslizando. Finalmente en algin momento el cilindro deja de deslizar y entra en
rodadura (es decir rueda, gira sin deslizar). En la figura 1 se encuentra representado
cualitativamente el movimiento. En lo que queda del ejercicio vamos a hacer todas las
cuentas para ver que esto efectivamente es asi.

Camposde velocidades instantaneos representativos
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Figura 1: Esquema de los campos de velocidades instantaneos de cada tramo. El grafico
es cualitativo y pretende mostrar como evoluciona el estado de movimiento del cilindro,
particularmente cémo se diferencian los tramos en que deslizar totalmente, desliza y rota,
y finalmente rueda.
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Inciso a

Vamos a plantear las ecuaciones para los tres tramos BA, AC y C en adelante. Para
BA sélo tenemos el peso ejercido sobre el centro de masa y la normal ejercida sobre el
punto de contacto entre el cilindro y el piso. Para el tramo AC tendremos lo mismo pero
ademas se suma una fuerza de rozamiento también aplicada sobre el punto de contacto
entre superficies. Como en este caso el cuerpo esta deslizando el rozamiento sera dinamico.
Para el tramo C en adelante es igual que el anterior pero ahora como ya NO desliza, sino
rueda, el rozamiento serd estatico. Veamos en la figura 2 los DCLs.

En el tramo BA sélo desliza sin rotar de modo que no vamos a plantear las ecuaciones
aunque podrian hacerlo sin problemas. Basicamente este tramo nos dice cuales son las
condiciones iniciales del movimiento para el siguiente tramo AC. Asumamos que en t = 0
el cilindro pasa por A, entonces la velocidad del centro de masa serd vcy(t = 0) = U7 y
como no estaba rotando &(t = 0) = 0.

Vamos a las ecuaciones de traslacion para el tramo AC. La suma de fuerzas es

Y Fuu=N+P+Fy, (1)

con N= Ny, P=—-Mgyy F,y = —F,;2. Como el rozamiento es dindmico podemos
decir a su vez que F,.q = pugN. Las ecuaciones en coordenadas son

T Micm = —Fra
Dado el vinculo ycy = cte — gom = 0, obtenemos N = Mg y asi
Tom = —Hag- (3)

Con esta informacién mas la condicion inicial voy = Tom & = U7 = v1 T, ya podemos
calcular la velocidad del centro de masa integrando la ecuacién (3). Nos queda

Tom = U1 — fagt. (4)
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Figura 2: Esquema del problema con los DCLs por tramos.
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A su vez si definimos que x4 = 0, integrando una vez més tenemos la posicion del centro

de masa
Hdg ;2 (5)

2 )
como podemos observar el centro de masa realiza un MRUYV.

Vamos con la ecuacién de rotacion. Para ello tomaremos el centro de momento en el
centro de masa, es decir vamos a calcular los torques y el momento angular respecto del
centro de masa. La ecuacién dindmica de rotacién nos dice que!

~omy  dL©CW
> MW = — (6)
Visto desde el centro de masa la tnica fuerza que hace torque es la fuerza de roza-
miento. La normal apunta en direccién hacia el CM, con lo cual 7y || N y entonces el

torque es nulo, y el peso actia sobre el CM con lo cual 7p = 0 y nuevamente el torque es
nulo. De este modo nos queda

IcM — Ult —

S MG = —Rjx (—Fq) @ = —F R (7)

ext

Podriamos haber intuido que el torque apunta en —Z por la regla de la mano derecha.

Bien, ahora nos toca el otro lado de la ecuacién (6). Lo primero es vincular L(EM)
con la velocidad angular y el momento de inercia. Para el caso més general tenemos una
relacion tensorial (matricial) de esta pinta

E(CM) _ I(CM) (3, (8)
con I™ un tensor (matriz) de 3 x 3 y & el vector velocidad angular. La cuestion es la
siguiente, cuando un cuerpo rigido rota sobre uno de sus ejes principales de inercia (si
el cuerpo es homogéneo corresponden con sus ejes de simetria) la velocidad angular @ es
paralela a ese eje principal. En ese caso el momento angular también sera paralelo a ese
eje y lo mas importante es que podemos escribir

LOW = Mg, 9)

con I(®™ el tensor de inercia del cuerpo rigido sobre ese eje principal, que serd un
numerito. Todos los cuerpos tienen 3 ejes principales de inercia y el momento de inercia
en cada uno de esos ejes puede ser distinto (ver ejercicio 13.6). Del mismo modo podemos
calcular la derivada del momento angular a partir de (9) y obtener

A L(CM) .
— = 1M, (10)

Las ecuaciones (9) y (10) son las que utilizaremos en esta materia. Quienes hagan Mecanica
Clasica ..., bueno, es Mecanica Clasica, ya veran.

En nuestro caso el cilindro gira entorno al eje z, es decir que & = w Z. A su vez este
eje es un eje principal de inercia (y de simetria ya que el cilindro es homogéneo) de modo
que el momento angular sera

- MR?
LM — M, 5 — ; (11)

wZz,

'En esta expresién estamos asumlendo la ley de interaccién en su version fuerte. Toda fuerza de
interaccién, ademds de cumplir F12 = —F217 se ejerce en la misma direcciéon que la recta que une a los
cuerpos y por eso s6lo aportan los torques externos.
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donde I®™ representa el momento de inercia del cilindro a lo largo del eje z, que es
M) = M R?/2. Derivando la ecuacién (11) o utilizando directamente la ecuacién (10)
hallamos la variacién temporal del momento angular

AL MR?
= vz 12
dt 2 “° (12)
Juntando (7) y (12) encontramos la ecuacion de rotacién
M R?
—F4Rz = Wz, (13)
y asi, usando que F,g = uqgMg,
: 2449
= — . 14
o= -2 (14)
Si integramos y usamos la condicién inicial w(t = 0) = 0 llegamos a
. 2pqgt
= — , 15
@ 7~ (15)

que es una rotacién en sentido horario, como esperabamos.

Las ecuaciones (4) y (15) definen la cinematica completa del rigido. Si ahora queremos
analizar cuando entra en rodadura hacemos lo que sigue. Definimos el punto () como el
punto de contacto entre el cilindro y el piso, ademaés este es el punto en el cual se aplica
tanto la normal como la fuerza de rozamiento. La condicién de rodadura nos dice que el
cuerpo rodara cuando la velocidad de () sea cero, entonces planteamos la condicién de
rigidez para vincular Uy con ey v & y luego proponemos que #ig = 0. La condicién de
rigidez es

UoM = UQ + W X (FCM - FQ) (16)
Sabemos que Ucy = Tom & con Zey dada en la ecuacién (4) y que & estd en la ecuacién
(15). El vector 7om — 7 es un vector que va desde () hasta CM con lo cual roy —i7g = R 9.
Reemplazando todo lo anterior més tig = 0 en (16) obtenemos una relacién para el tiempo
t. en el que el cilindro entra en rodadura. A saber

U1
t. = : 17
3pag (17)
Para hallar la posicién del punto C, vamos a hacer xc = zcym(t = t.) v asi

pagt? 5 v
— t e tC = tC — —_ . ]-8
zo = zom( ) =1 5 18 fiag (18)

Es decir que la distancia entre A y C es
5 v?

dCA:l'C—JZA:——l. 19
18 pag (19)

Al llegar al punto C el cilindro entra en rodadura, calculemos la velocidad del centro
de masa y la velocidad angular en ese momento. De (4) obtenemos

2
ﬁCM(t = tc) = gvl [)Ai, (20)
y de (15) hallamos
- 2v;
—t) ="z, 21
Gt =t.) vk (21)
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Inciso b

., Qué sucede una vez que el cilindro entra en rodadura? Bueno, planteemos las ecua-
ciones una vez mas. Seran iguales a las anteriores (2) y (13) pero ahora el rozamiento es
estatico, porque no hay deslizamiento, y por ende ya no sabemos cudnto vale dicha fuerza.

Las ecuaciones son

Micm = —Fe
MR? : (22)
w=—F.R
2
donde tenemos tres incognitas Zom, W v Fre. De (22) concluimos que
. Rw
TCoM — 7 s (23)

pero nos falta una ecuacién para poder determinar todas las cantidades. Si, es la condicion
de rigidez

UCM:UQ+WX (T’CM—’FQ), (24)
sobre la cual impondremos ademas la condicién de rodadura que nos dice que 7y = 0.
Entonces

Tomt =0+ wz x (Ry) (25)
y en consecuencia
Tom = —wR — Tom = —wR. (26)
De (23) y (26) sale que
o o= 0 (28)
y volviendo a (22) tenemos
F..=0. (29)

Esto quiere decir que el centro de masa va a realizar un MRU y que la velocidad angular
del rigido sera constante. Por otro lado no dice que una vez que entré en rodadura, si no
actian nuevas fuerzas, el cilindro seguira en rodadura independientemente del rozamiento.
Podriamos cambiar los coeficientes o incluso volver a un regién sin rozamiento y el cilindro
seguird en rodadura. El caso del ejercicio 7, cilindro en un plano inclinado, es una situacion
diferente porque tenemos una fuerza en la misma direccion del rozamiento, la proyeccion
del peso sobre el plano, ;qué cambia?. Si no lo hicieron, una buena idea es hacerlo.

Inciso c y energia

Para finalizar veamos qué sucede con la energia. Durante todo el trayecto la altura del
centro de masa permanece constante de modo que el potencial gravitatorio no varia y en
particular puedo elegir V' = 0. La energia total del sistema serd en cualquier caso?

1 1

2El caso general de rotaciones en cualquier direccién independiente de los ejes principales ya lo verdn
quienes hagan Mecdanica Clasica
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con T la energia cinética de traslacion y Tg la energia cinética de rotacion.

En el tramo BA la tnica fuerza no conservativa es la normal aplicada sore el punto @),
como el punto () se desplaza en direccion horizontal y la normal es vertical, el trabajo es
nulo. Por lo tanto la energia se conserva. En el tramo AC tenemos el rozamiento dinamico,
calculemos la variacion de energia

1 1 1
AHoy = He — Hy = 5M[UCM(wtc)f + §[<CM> [w(tc)]Q - inf. (31)

A partir de (20) y (21) llegamos a

Mv?

AHop = — 5

(32)

Esta disminucién de energia se debe al trabajo de las fuerzas no conservativas. En
el tramo AC las fuerzas no conservativas son la normal y el rozamiento dinamico. Ya
sabemos que el trabajo de la normal es nulo pero qué pasa con el rozamiento. Calculemos,
el trabajo serd la integral de la fuerza a lo largo de la trayectoria que recorre su punto
de aplicacién, entonces si drg es el diferencial de trayectoria del punto de contacto @
tenemos que

c
Wy, = / Fog-diy. (33)
A
Sabemos que Fg= —ngMg 2, pero jcomo se calcula diy =7. En principio parece muy

simple ya que uno podria argumentar que el punto @ recorre todo el trayecto AC cubrien-
do una distancia dga (ec. (19)). Esto NO es cierto porque el punto () durante el tramo
AC no sélo desliza sino que también rota. La cinematica de dicho punto estd determinada
por la condicién de rigidez. Lo que hay que hacer en general es lo siguiente. Como

L di

v = a - dFQ = 17th. (34)

Ahora estd claro que para obtener dry debemos conocer vg y para ello usaremos la
condicion de rigidez. Noten en la figura 1 que la velocidad del punto de contacto sera:

Ug =1 T = cte tramo BA
U =7(#0) tramo AC . (35)
g =0 tramo C en adelante

Vemos que en el tramo BA drg = v1dt 2 con v; = cte y en el tramo C en adelante el
desplazamiento del punto () es nulo porque su velocidad instantanea es nula por estar en
rodadura®. Para hallar vg (y luego drg) en el tramo AC usamos la condicién de rigidez

UQIQTCM—i-CUX (FQ—FCM), (36)
junto con las ecuaciones (4) y (15). Obtenemos

Ug = (v1 — 3pagt)z (37)

3Por este motivo el trabajo de cualquier fuerza aplicada sobre el punto de contacto, estando en roda-
dura, es nulo.
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y entonces
drg = drg T = vodt & = (v1 — 3pagt)dt & .

Ahora si ya tenemos todo para calcular

Wi, = [ (CFad) - (drgd) = —(raM) / Cdng -
= —(naMg)Azq,
con
C te 122 ’U%
Azg = /Ada:Q:/o Uth:/o (v1—3,udgt)dt:6udg.
Finalmente

Mv?

WFM:_ :AHCA.

(38)

(41)

(42)

Lo interesante es que Az es menor a la distancia recorrida por el centro de masa entre
en el tramo AC (dga ec. (19)). De hecho si hubiéremos supuesto que el desplazamiento
total del punto ) era dc 4, habriamos llegado a que la energia perdida no es igual al

trabajo del rozamiento, lo cual representaria un problema importante.

Por tltimo un comentario sobre el tramo C en adelante. Acd la energia se conserva.
Sea cual sea la fuerza de rozamiento, la velocidad del punto de contacto en rodadura es
nula con lo cual dig = 0 y asi el trabajo es cero. Dindmicamente ya habiamos calculado
que en este tramo tanto Uy como @ son constantes y por ende la energia cinética no

puede cambiar.
En la siguiente pagina van a encontrar ..., mentira, terminamos jaja.



