Fisica 1, segundo cuatrimestre de 2020
Problemas 13.9, 13.9 bis y 13.13
Ignacio Perito (iperito@df.uba.ar)

Aca va la clase de hoy. Resolvimos el problema 13 de la guia de dinamica del cuerpo rigido
pero en el canal de Youtube del DF pueden encontrar la clase del primer cuatrimestre con una

explicacién del problema 9 y el problema del pingiiino realista!.

1. Problema 13.9

Tenemos un rigido con simetria axial?> que rueda sin deslizar, respecto de su eje de simetria,
dentro de una rampa semiesférica. En la figura tenemos el diagrama de cuerpo libre (notar que
estamos tomando los ejes cartesianos, que poca utilidad tendran, pero la tendran, con distinto

nombre respecto de cdmo aparecen en la guia).

Figura 1: Esquema del problema y diagrama de cuerpo libre.

La intuicién indica que, debido a la condiciéon de rodadura, un tnico grado de libertad es

'Es nomenclatura que heredamos del primer cuatrimestre... en realidad, el pingiiino cayéndose del igli era

un buen ejemplo para el problema de la guia 2 porque en ese caso no habia rozamiento... pero bueno, quedé.
2El problema habla, concretamente, de un cilindro, pero seamos mas generales porque es divertido. Podria

ser un cilindro, un aro, una esfera, un pingiino embalsamado adentro de un barril, etc.



suficiente para describir el movimiento del rigido. Los primeros dos incisos se tratan de hacer

explicito este hecho usando las coordenadas sugeridas por el enunciado del problema.

1.1. Inciso (a)

El angulo 6 que se define en la figura del problema es el que subtiende, respecto de la
vertical, el segmento que une el centro de la semiesfera con el centro de masa del rigido. Escribir
la velocidad del centro de masa del rigido es entonces trivial usando el sistema de coordenadas

polares correspondiente, ya que el mismo realiza un movimiento circular de radio Ry — Ry:

Tom = (Ry — Ry)fég (1)

mientras que la aceleracién del centro de masa se obtiene derivando la expresién anterior®:

dcn = —(Ry — Ry)0%¢, + (Ry — Ry)féy . 2)

Las dos expresiones anteriores es todo lo que nos pedian en este inciso. Como vemos, al menos
para describir la cinemadtica del centro de masa (es decir, la parte traslatoria del movimiento),
es suficiente conocer la evolucién de la variable 6. En el inciso que este también es el caso a la

hora de describir la parte rotatoria del movimiento del rigido.

1.2. Inciso (b)

Si, en un dado instante, llamamos Q al punto de contacto del rigido con la superficie, la

condicion de rigidez nos permite escribir:
UM — 17Q = QA (FCM — FQ) . (3)

La expresion anterior se puede escribir de una manera méas simpética (y més util) una vez

que entran en consideracion los vinculos del problema, a saber:
» el rigido rueda sin deslizar = 7 = 0 y
= el rigido rueda en el plano zy (el plano de la hoja) = 0= Qé..

Teniendo en cuenta lo anterior y que la posicion relativa entre el centro de masa y el punto Q

es simplemente 7om — 7q = —R1é,; la condicion de rigidez (3) resulta:

'UCM = —QRléZ N ér == —QRlég, (4)

30 usando la férmula de aceleracién en polares que ya deberfamos saber de memoria.



igualando con la velocidad del centro de masa escrita segin (1), despejamos 2 como funcién

de 6 y, luego, el vector velocidad angular del rigido resulta:

5 (Be—Ry) .
Q=——7F—0e.,
e )

y, derivando con respecto al tiempo la expresion anterior, obtenemos:

Ry — Ry)

N ( .
Q=— .
7 e, (6)

Tenemos entonces que, como habiamos sospechado al principio, tanto la velocidad angular
como la aceleracién angular también quedan determinadas una vez que conocemos 6. Como
esto también era cierto para la velocidad y la aceleracion del centro de masa, tenemos que la

unica variable cinematica relevante del problema es 6.

1.3. Inciso (c)

El diagrama de cuerpo libre ya lo presentamos al principio, asi que vamos directo a los
bifes: empecemos por las ecuaciones de Newton para el centro de masa. Desde luego, lo mas
cémodo es seguir trabajando en polares. La normal actia en la direccién radial y hacia adentro
de la rampa, asi que podemos escribir directamente N = —Né, donde N es el médulo de la
normal; la fuerza de rozamiento actia en la tangencial y la escribimos ﬁmz = Fr.€9 (Frp, puede
ser una cantidad tanto positiva como negativa, dependiendo de qué esté haciendo el rigido).
La tunica que necesita ser descompuesta es el peso y resulta: P = mg (cos 0é, — sinéy). La
aceleracién del centro de masa la tenemos escrita en (2), asi que simplemente multiplicamos
por m e igualamos a las fuerzas, obteniendo las ecuaciones de Newton en la direccién radial y

tangencial para el centro de masa del rigido:

—m(Ry — R1)0* = mgcosf — N ,

m(Ry — R1)0 = —mgsinf + F,,, .

(7)

Por otro lado, en la direcciéon é, no pasa nada relevante en términos de la dindmica del centro
de masa del rigido. Si frenamos aca, vemos que tenemos dos ecuaciones diferenciales para tres
incégnitas: 0, N y F,,,. Las dos ecuaciones anteriores rigen la dindmica de la traslacion del
cuerpo rigido y la ecuacion que nos esta faltando es la que rige la dinamica de la rotacién
intrinseca del mismo, es decir, la ecuacién de torques. Es importante siempre mantener en
mente que la ecuacion de torques no es otra cosa que la ley de variacién del momento angular
para un sistema de muchos puntos en el caso particular en el cual esos puntos se comportan como

un rigido. Y la ecuacion para la variacion del momento angular no es otra cosa que un parafraseo



conveniente de la segunda ley de Newton. En resumen, como siempre, lo que estamos
haciendo no es otra cosa que escribir las ecuaciones de Newton para el sistema de
particulas, usando una parametrizacion conveniente. Hecha esta aclaracion, pasemos a
la ecuacion de torques. Vieron en la tedrica que la ecuacién de la variacion del momento angular

(medido desde el centro de masa) de un rigido adquiere una forma particularmente simple:
ICMQ:Z’FCM, (8)

donde Icym es el momento de inercia en el eje de rotacion del rigido con respecto al centro de
masa y el miembro derecho es la suma de torques externos actuando sobre el sistema, también
medidos desde el centro de masa. También vieron en la tedrica que la ecuacién se escribe igual
si uno se para en un punto fijo del rigido. En este caso, por ejemplo, podriamos trabajar con el
eje instantaneo de rotacion que no es otra cosa que el punto de contacto Q entre el rigido y la

rampa. Es decir, también es cierto que:

IoSt = > Ta, (9)

ahora Iq es el momento de inercia respecto de @ (el cual pueden averiguar facilmente usando el
teorema de Steiner, dado que Icpm es dato) y en el miembro derecho ahora tenemos los torques
externos respecto del punto Q. Con cuél de las dos se trabaja es una cuestién de practicidad. En
este caso iremos con la del centro de masa, les queda a ustedes de ejercicio ver que trabajando
con la otra se llega a las mismas conclusiones.

Cuando nos paramos en el centro de masa, la tnica fuerza capaz de realizar torque es la de
rozamiento (el peso, como vieron en la tedrica, actiia sobre el centro de masa® y la normal es
colineal con el vector posicién de su punto de aplicacién). Para un rigido como el que estamos

considerando, el momento de inercia respecto del centro de masa siempre se escribe:
2
ICM = Oéle s (10)

donde « es algun factor adimensional que depende de la geometria del objeto. Por ejemplo:

= para un cilindro, a = %

= para una esfera, a = %

= para un aro, a = 1.

4Desde luego, esto es una patraiia. El peso actiia sobre cada elemento de masa del rigido. Pero cuando hacen
la cuenta ven que, en términos netos, la suma es equivalente a una tUnica fuerza actuando sobre el centro de

gravedad que, dado que el campo gravitatorio en este problema es uniforme, es lo mismo que el centro de masa.
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Volviendo a lo que nos compete, y recordando que & = ¢, la ecuacién de torques desde el

centro de masa resulta entonces:
amR3Qé, = (R1é,) A (Frpyég) = Ry Frosé. (11)

de donde se desprende que:

aleQ = F., (12)

y, usando la relacién (6), esto ultimo se puede reescribir como:

—Oém(RQ — R1)9 = sz s (13)
que es la ecuacién que nos andaba faltando. Con esta y las dos ecuaciones en (7), tenemos
completamente determinado el problema. Si queremos la ecuacién de movimiento para 6, re-
emplazamos la expresion para F,,, de la ecuacién anterior y la metemos en la segunda linea de
(7). Con un poquito de algebra, esto resulta en:

1 gsinf

é:_(1+a)(32—31)'

(14)

Antes de avanzar con la discusion alrededor de la ecuacion anterior, que es mucha, vale
notar que si reemplazamos la expresién para € en funcién de 6 en la ecuacién (13), obtenemos:

mga sin

Fraz: ’
(1+ )

(15)

lo cual (si conocemos el coeficiente de rozamiento estatico= nos permitiria ver el rango de valores
del angulo # para el cual la condicién de rodadura es posible, puesto que en esta situacién el
rozamiento es estatico y por ende el médulo de F,,, estd acotado. No nos lo piden explicitamente
en este ejercicio pero es saludable tener en cuenta que puede hacerse.

Ahora si, volviendo a la ecuacién (14), una primera mirada deja claro que se trata de una
ecuacién matematicamente andloga a la de un péndulo simple, pero con un par de modificacio-
nes. La parte facil de interpretar es el factor (Rs — Ry), que proviene del hecho de que esta es
la distancia del centro de masa al centro de la rampa O. Ahora bien, hay algo més curioso y es

que la ecuacién (14) no es la misma que la de un péndulo simple de longitud (Rs — Ry), sino que

1

difiere de esto tltimo en un factor e

. De hecho, jeste factor esta presente independientemente
de la relacién entre los radios! Atn en el limite R; < Ry (jmasa puntual?) en el que unx, en

principio, podria llegar a esperar que reaparezca el péndulo simple, la ecuacién de movimiento

sigue teniendo el factor 1J+a L Qué es lo que pasa aca?






Para intentar resolver el misterio, es esclarecedor pensar el problema desde un punto de
vista energético. Dado que ninguna de las fuerzas no conservativas presentes realizan trabajo,
la energia mecdanica del sistema se conserva. Como habréan visto en la tedrica, la energia cinética

de un cuerpo rigido puede escribirse de una forma simpéatica:
T = Ttmsl + Trot 5 (16)

donde T}uq = %HJCMHQ es la energia cinética asociada a la traslacién del centro de masa del
rigido y T, = 124 (|Q||? es la energfa cinética asociada a la rotacién del rigido alrededor de su

centro de masa. En nuestro caso particular, tenemos:

— A m .
|1Tem|] = (Re — R1)0 = Tius = §(R2 — Ry)*0*, (17)
y, para la energia cinética de rotacién:
= Ry — Ry) - am .
i) = P Bl = Oy e, )
1

De las dos lineas anteriores, vemos que la condicién de rodadura establece (como es espera-

ble) un vinculo muy estrecho entre la energia cinética de traslacién y la de rotacién:
Tmt = aTtmsl ) (19)

lo cual no depende de las dimensiones ni de la masa del rigido; s6lo depende de la forma del
cuerpo a través del factor a.

Como la energia se conserva, la evolucion del sistema estd gobernada por el intercambio
entre energia potencial y energia cinética. Es decir, cuando el potencial gravitatorio cambie en

una magnitud AV, tendremos:
—AV - AT - ATtrasl + ATTOt , (20)

y, haciendo un poquito de algebra con la relacién anterior y (19); se tiene:

—AV —AV
ATyppg = —— , ATy =——F 21
trasl 1+a rot 1+ 1/0{ ’ ( )
es decir, una fraccion 1J+a de la energia potencial gravitatoria se transforma en energia cinética

de traslacion y la fraccion complementaria se transforma en energia cinética de rota-

_1
1+1/a
ciéon. Tenemos entonces que, independientemente de la relacién entre los radios, preservar la
rodadura requiere que la energia potencial vaya a parar a cada una de las componentes de
la energia cinética respetando las proporciones anteriores. En particular, la primera relacién
en (21) puede pensarse como la ecuacién de balance de una particula puntual sometida a un
campo gravitatorio de magnitud Z-. Misterio resuelto.
+a

Como 1ltimo comentario, notar que el limite de masa puntual se obtiene tomando o — 0

(momento de inercia nulo), en cuyo caso toda la energia cinética es de traslacion.
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2. El pingiiino rigido y rodante

El problema del pingiiino es bastante similar al anterior, la diferencia es que ahora el rigido

rueda sobre una superficie semiesférica pero con la concavidad invertida, como se ve en la figura.

—

Froz N g ¢

Figura 2: Esquema del problema y diagrama de cuerpo libre para el pingiiino. Notar que ahora el eje

¢, entra al plano de la pantalla.

Nuestro objetivo, igual que en la guia de dindmica, es intentar averiguar dénde se despega
el pingiiino de la superficie si lo soltamos en reposo desde el punto mas alto de la misma. Ya
sabemos que el truco estd en hallar el valor de la normal como funcién del angulo, asi que hacia
eso vamos. Definiendo el dngulo 6 como en la figura, la velocidad y la aceleracion del centro
de masa del pingiiino toman una forma analoga a la del ejercicio anterior, salvo porque en este
caso la distancia al centro de giro esta dada por la suma de los radios en lugar de la resta. La

velocidad queda:

Tom = (Ry + Ry)béy (22)

y la aceleracion:

Ao = —(Ry + Re)0%é, + (Ry + Ra)léy . (23)
La condicién de rodadura se trata de manera analoga al caso anterior y ahora resulta en:

G — M@'éz ’ (24)
Ry

donde el cambio en el signo, respecto al caso anterior, es consistente con la nueva direccion del
eje é,. Las ecuaciones de Newton también son casi iguales, salvo por algin que otro signo que

cambia

—m(R; + R2)6’2 = —mgcosf + N,
; (25)
m(Ry + R)0 = mgsinf + F,, .



donde, de nuevo, no le imponemos ningun signo ad hoc a la fuerza de rozamiento porque puede

apuntar hacia donde le plazca. La ecuacién de torques queda:
—am(Ry + Ry)0 = F,, . (26)

Como antes, reemplazando la fuerza de rozamiento en funcién de € en segunda ecuacién de

Newton, obtenemos la ecuacién de movimiento para el centro de masa del pingiiino:

- 1 gsin6
0= , 27
(1+a) (R + R») (27)

y, al igual que cuando resolvimos el problema del pingiiino puntual, de la ecuacién anterior
podemos inferir 0(0) para reemplazar en la primera ecuacion de Newton y tener asi la normal

como funcion del angulo. Chain rule intensifies:

é—éd—é;»/éédé— J /9s1n9d9 (28)
S dd T )y T L+ a) (R4 Re) Uy

donde hemos usado las condiciones iniciales 8 = 0 cuando 6 = 0 en los limites inferiores de las

integrales y no nos tomamos el trabajo de cambiarle el nombre a las variables de integracién

porque ya estamos grandes y no nos importa. De lo anterior sale:

.9 2g[1—cos0]
= o) T R (29)

y reemplazando en la ecuacion de Newton radial:

2mg [1 — cos ]
N(#) = mgcosf — , 30
(6) = mg (e (30)
lo cual se puede volver un poquito mas simpatico sacando algin que otro factor comun:
N(b) = 1719@ [(3+a)cosf —2] | (31)

que, en el limite de masa puntual v — 0, se corresponde con la expresién que habiamos hallado
en el problema de la guia 2. Ya vemos que el dngulo de separacién 6y, para el cual N(fy.,) =0
no depende de nada salvo el factor geométrico a. Despejando, tenemos:

2
Osep = arccos (3 ) . (32)

+ «

Como arccos es una funcién decreciente, vemos que cuanto mayor es el factor geométrico
«, mayor sera el angulo de separacion. El pingiiino puntual se despega antes que el pingiiino
esférico, que se despega antes que el pingiiino cilindrico, que se despega antes que el pingiino
con forma de aro. En todas las afirmaciones anteriores, la palabra antes tiene que interpretarse

como en un dangulo menor, ya que del tiempo no sabemos nada en este analisis.



3. Problema 13.13

En la figura se muestra el origen de coordenadas que vamos a usar: cartesianas con un origen
fijo a algin punto de la Tierra. El enunciado no lo dice pero vamos a suponer que el tablén tiene
altura despreciable (no cambia nada si tuviese una altura finita, pero es mas incémodo escribir
las cosas). Un detalle crucial de este ejercicio que es muy facil pasar por alto es que, luego
de chocar elasticamente con el tablén, la particula de masa M queda en reposo. Sin meternos
con las cuentas (lo hacemos después), es importante ser conscientes de que eso impone una
relacion entre M, vy y m. Dicho de otra forma, no todos esos parametros son independientes
(si lo fueran, la particula no tiene por qué quedar en reposo luego del choque eldstico). Dicho

esto, pasemos a resolver el problema.

m
R 2|
° Mg—ﬂ-‘—’ [ -
« 5 R

Figura 3: Esquema del problema..

3.1. Inciso (a)

Consideraremos como sistema a la particula, el tablon y el cilindro. Es sencillo ver que, a
pesar de que hay varias fuerzas externas, la suma de todas ellas es nula, por lo que el momento
lineal del sistema es una cantidad conservada. Para la conservacién del momento angular con
respecto al origen O, las fuerzas de rozamiento que sienten el tablén y el punto mas bajo del
cilindro son colineales a su punto de aplicacién, por lo que no realizan torque alguno (igual, si
lo realizaran, se cancelarian entre si); el torque del peso del cilindro se cancela con el torque de
la normal que le ejerce el tablon; y el torque del peso del tablon y de la normal que el cilindro
ejerce sobre el mismo se cancelan con los torques de las respectivas normales que el suelo ejerce
sobre el tablon. Sobre la particula, desde luego, no hay torques externos. Concluimos entonces
que Lo es también una cantidad conservada del problema.

Con respecto a la energia, uno podria verse tentado a apresurarse y decir que se conserva (y
estarfa en lo cierto), pero no es tan obvio: recuerden que las fuerzas internas no conservativas

podrian alterar la energia mecédnica del sistema (problema 7 de la guia de trabajo y energia),
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por lo que hay que tener un poco de cuidado. En efecto, la fuerza de rozamiento estatica sobre
el cilindro realiza trabajo y lo mismo es cierto para el tabléon, lo cual es evidente, puesto que
cada uno de esos cuerpos estd inicialmente en reposo y luego del choque estarda moviéndose...
por lo que habra adquirido energia cinética, ;de dénde la sacaron? del trabajo del rozamiento.
Ahora bien, como las fuerzas de rozamiento son iguales y opuestas y el punto de contacto es
el mismo, los trabajos son iguales y opuestos, asi que cuando miramos a todo el sistema, el

trabajo neto de las fuerzas no conservativas resulta nulo y la energia mecanica se conserva.

3.2. Inciso (b)

Ya sabemos que las tres cantidades de interés se conservan, veamos cuanto valen antes del
choque. En esta situacién, lo inico que tenemos es la particula de masa M realizando un MRU

con velocidad vgé,. El momento lineal del sistema es entonces:
ﬁantes - MUOéx . (33)

Luego del choque, la particula se queda quieta y las otras dos cosas se mueven. El tablon
realiza un movimiento puramente traslatorio asi que llamaremos simplemente vré, a su velo-
cidad justo después del choque. Para el cilindro serd importante ponerle nombre propio a la
velocidad del centro de masa, porque realiza un movimiento roto-traslatorio y no todos sus
puntos se mueven a igual velocidad. Llamaremos entonces vcym a la velocidad del centro de
masa del cilindro justo después del choque. El momento lineal de todo el sistema uin instante

después del choque es, entonces:
ﬁdespues = (mUT + mUcM)éx ) (34)
e igualando las dos expresiones anteriores obtenemos:
Muvy = m(vy + vem) - (35)

Pasemos ahora a la energia. Antes del choque tenemos la energia cinética de la particula:

2
Muvg

Eantes - 9

(36)

y, justo después, la energia cinética del tablon y la energia cinética del cilindro (recordar, del

problema anterior, cémo se descompone la energia cinética de un movimiento roto-traslatorio):

P mua n mudy - mRAw?
despues —
P 2 2 4 7

(37)
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donde w es la velocidad angular de rotacion del cilindro justo después del choque y hemos usado
que Iecm = mTRQ. Igualando las energias antes y después del choque obtenemos:

R2w2

2

Muvi =m |vg + vépn + (38)

Veamos ahora qué informacion podemos sacar de la conservacién del momento angular.
Antes del choque, s6lo se mueve la particula y esté claro que su momento angular con respecto
a O es nulo, asi que:

L —0. (39)

antes —

Después del choque, la particula esta quieta y el tablén se mueve en la misma direccion que
apunta su vector posicion para todo tiempo, por lo que sélo debemos considerar el momento

angular del cilindro que, como sabemos, se puede descomponer segun:

L9 =L + LW (40)

cilindro

donde el primer término es el momento angular orbital (es decir, el momento angular del
centro de masa con respecto a O) y el segundo término es el momento angular intrinseco

LeM) — Icm@. Para el primer término, tenemos que justo después del choque vale:
L(Cl\)/I oM N (mUCM) = m(CL'CMéx + Réy) AN (UCMéx) = —mRvcmé, , (41)
y el término de momento angular intrinseco, usando que Icp = mTR2 y que W = wé,, resulta:

2
fem) _ m];” Ve, (42)

por lo que el momento angular del sistema, justo después del choque, se escribe:

- mR%w .
LEl(e)s)pues = ( 9 - _mRUCM) €. (43)

Igualando el momento angular total del sistema antes y justo después del choque, obtenemos:

R
VoM = 7‘” . (44)

Por 1ltimo, notemos que tenemos una condicion adicional que vincula las variables ci-
nematicas del problema y es el hecho de que el cilindro rueda sin deslizar respecto del tablén.

Si llamamos Q al punto de contacto entre el cilindro y el tablén, tenemos entonces que g = Ut

y la condicién de rigidez nos permite escribir:
Uem — Ut =W A (Tem — 7q) (45)
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que puede escribirse:

(vem — vr)éy = wé, A (Réy) = —wRé, , (46)

de donde obtenemos una relacion bastante razonable entre la velocidad del tablon, la velocidad

del centro de masa del cilindro y la frecuencia angular del mismo:
vr = vem + Wi (47)

En resumen, las tres conservaciones y la condicién de rodadura dan lugar al sistema de

cuatro ecuaciones:

MUQ = m(vT + UCM) s

R2 2
Mu2 = m |v2 + viy + — | |
2
(48)
Rw
UCM:77

vt = vem + wR.

Como discutimos en la clase y en este apunte hace unas carillas, esta bien que haya cuatro
ecuaciones porque no tenemos solo tres incégnitas (vem, vr v w). El hecho de que la particula
se quede quieta luego del choque es una restriccion adicional y eso requiere que no todos los
datos del problema sean independientes. Dicho de otra forma, podemos pensar que m, Ry vy
son datos pero M es otra incognita, que tendra que valer lo que tenga que valer para que sea
posible que la particula se quede quieta luego del impacto®. Usando la estrategia de despeje

que mas les simpatice, pueden pelearse un rato con el sistema anterior y obtener:

4m Vo 2vg
M=— vr=v,vcm= 5, w=

3 3 T 3R’ (49)

3.3. Inciso (c)

De los resultados anteriores, vemos que w es positivo y por ende el cilindro giraré en sentido

anti-horario con respecto al eje que sale de la pantalla; lo cual es razonable.

5Si M fuera un dato, entonces no tenemos derecho a suponer que la particula se quedars quieta luego del
impacto y serd necesario considerar una incégnita adicional que es la velocidad final de la particula y que

aparecera en el sistema de ecuaciones anteriores.
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