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Rafael Ferraro

El Principio de relatividad y las leyes de Maxwell

El Principio de relatividad afirma que las mismas leyes fundamentales de la Fisica se satisfacen en todos los
sistemas inerciales. Cabria entonces preguntarse si las leyes de Maxwell tienen o no el status de leyes fundamentales
de la Fisica, en el sentido de que se aplique a ellas el enunciado del Principio de Relatividad. Para analizar esta
cuestion consideremos la siguiente distribucion de cargas:
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La Figura de la izquierda muestra dos hilos infinitos que portan corrientes iguales; uno es neutro y el otro esta
cargado. Las leyes del electromagnetismo nos dicen que existe una interaccion magnética entre ambos hilos. En la
Figura de la derecha se representa la misma configuracion vista en un sistema de referencia que acompafia a las
cargas positivas. En este caso las leyes de Maxwell nos dicen que no existe interaccion alguna pues uno de los hilos
carece de corriente mientras que el otro hilo carece de carga. Los resultados obtenidos de aplicar las misma leyes en
dos sistemas de referencia distintos son claramente contradictorios (la existencia de una interacciéon deberia ser un
hecho absoluto, independiente del sistema de referencia). A primera vista esta contradiccion pareceria indicar que no
es posible utilizar las leyes de Maxwell en dos sistemas de referencia distintos. En tal caso las leyes de Maxwell no
cumplirian el Principio de Relatividad, y seria menester identificar el sistema de referencia donde las leyes de
Maxwell son aplicables. Sin embargo, debe remarcarse que el paso de la Figura de la izquierda a la Figura de la
derecha no es completamente inocente porque entrafia dos suposiciones: que las distancias no cambian y que las
cargas no cambian.

La creencia en distancias absolutas ha sido una piedra basal en la construccién de la Mecéanica de Newton, y
debemos admitir que nuestra experiencia cotidiana nos da repetidas muestras de que se trata de una buena hipétesis
sobre la naturaleza del espacio. Sin embargo la experiencia cotidiana es buena consejera sdlo en el rango de
fenémenos que ella misma abarca. Examinemos como entra la creencia en distancias absolutas en las transforma-
ciones de Galileo:
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En la Figura estd claro que dop =dgg +dgp - EsSta relacion entre distancias vale si todas las distancias estan
medidas en un mismo sistema, ya sea S 0 S’. Lo que llamamos coordenada x no es méas que la distancia dor medida
en S, mientras que x’ es la distancia do-» medida en S’. Por otro lado, do - medida en S es igual a Vt . De aqui se
concluye que

do'p medidaenS = x — V't @

Sélo nuestra creencia en distancia absolutas nos incita a reemplazar el miembro izquierdo por x’, para asi obtener las
transformaciones de Galileo. Dicho sea de paso, la hipotesis de distancias abolutas lleva inexorablemente a considerar
tiempos igualmente absolutos. En efecto, para que no haya privilegio entre Sy S’ la transformacion de Galileo inversa
debe verse igual a la directa salvo por el cambio de V por -V :

X =x-Vt, X=X + Vt, )
pero esto es consistente sélo si

r=t. 3)

El problema planteado mas arriba sobre el uso de las leyes de Maxwell en sistemas de referencia distintos suele
exponerse en esta sentencia: las leyes de Maxwell NO son invariantes ante transformaciones de Galileo. Si las
transformaciones de Galileo son nuestra herramienta para pasar de un sistema de referencia a otro, entonces las leyes
de Maxwell no podrian ser utilizadas mas que en un dnico sistema de referencia, y no entrarian dentro del Principio
de relatividad. En realidad, esta cuestion tenia sin cuidado a Maxwell porque las ondas electromagnéticas que
resultaban de sus ecuaciones eran vistas por aquel entonces como ondas materiales (resultado de la perturbacién de
un medio material: el éter), como otras tantas ondas materiales conocidas (el sonido, la perturbaciones de la superficie
del agua de un estanque, etc.). Este tipo de fendmenos tiene un sistema de referencia naturalmente privilegiado, que
es el sistema fijo al medio material donde la perturbacion se propaga. La ecuacidon de onda que describe esa
propagacion es valida solo en el sistema fijo al medio, y nadie pretendia que sea invariante ante transformaciones de
Galileo (es facil verificar que no lo es). Mas aun, la velocidad de propagacion de la onda est4 escrita en la propia
ecuacion de onda, apareciendo como un coeficiente relacionado con las propiedades del medio material; es evidente
gue ésa solo puede ser la velocidad de propagacion relativa al medio. En efecto, de las transformaciones de Galileo
resulta que las velocidades no son invariantes:

u’ =u, — VvV, @)
por lo tanto una ecuacién de onda no podria valer mas que un Unico sistema de referencia.

La teoria ondulatoria de la luz era anterior a Maxwell: naci6 con Huygens (1678), y alcanzd su formulacion
matematica acabada con Fresnel (1818). La semejanza entre el valor medido de la velocidad de la luz y la velocidad
de propagacion de las ondas electromagnéticas en la teoria de Maxwell, demostré que la luz es un fenémeno
electromagnético. El caracter intangible del éter (la luz se propaga en regiones aparentementemente “vacias™), movio
a los fisicos del siglo XIX a intentar detectar no ya el éter mismo, sino nuestro estado de movimiento respecto del
éter. Los experimentos buscaban medir diferencias en las velocidades de propagacion de rayos de luz, que revelaran
una composicién galileana de velocidades entre la velocidad de la luz relativa al éter y la velocidad del laboratorio
relativa al éter (Hoek, 1868; Michelson, 1881; Michelson-Morley, 1887; etc.), o alteraciones de la ley de Snell
debidas al movimiento relativo al éter del material transparente donde un rayo se refracta (Arago, 1810; Airy, 1871).
Lo resultados de estos experimentos fueron siempre negativos: el movimiento del laboratorio relativo al éter nunca se
evidenci6. Se tejieron distintas hipdtesis acerca de la interaccion del éter con la materia para justificar estos
resultados. Estas teorias dindmicas sobre la interaccion entre éter y el resto de la materia alcanzaron su forma mas
elaborada en la Teoria de los electrones de Lorentz (1895).



La relatividad de Einstein

Mientras la comunidad cientifica debatia estas cuestiones, en 1905 Einstein cambi6 el enfoque del problema
proponiendo que las leyes de Maxwell son leyes fundamentales que integran, por lo tanto, el conjunto de leyes que
satisfacen el Principio de relatividad. Para Einstein el campo electromagnético tiene entidad propia, y no precisa una
“materializacion” mediante la idea de un éter. Si el éter no existe, entonces no hay nada que privilegie un sistema de
referencia frente a otro, y las leyes de Maxwell deben ser validas en cualquier sistema de referencia inercial. Esto
significa que la luz se propaga con la misma velocidad ¢ en cualquier sistema de referencia inercial. No existen
entonces las diferencias de velocidad buscadas por los experimentadores, y la ley de Snell se cumple en cualquier
laboratorio donde el material refractante esté en reposo relativo. Claro que admitir una velocidad finita invariante
rompe con el teorema de adicion de velocidades de Galileo, y supone entonces el abandono de nuestra creencia en
distancias y tiempos absolutos. Einstein propuso elevar las leyes de Maxwell al rango de leyes fundamentales,
abandonado nuestras nociones intuitivas de espacio y tiempo para subordinarlas a la invariancia de la velocidad de la
luz.

Procederemos ahora a replantear la transformacion de coordenadas cuidando de no introducir en ellas prejuicio
alguno sobre la naturaleza del espacio y el tiempo. En la Figura se muestra una barra recorrida por una particula; el
movimiento relativo barra-particula esta caracterizado por la velocidad relativa V:
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En la Figura de la izquierda se describe el movimiento relativo en el sistema fijo a la barra, mientras que la Figura de
la derecha lo describe en el sistema fijo a la particula. Como no estamos dispuestos a prejuzgar sobre la naturaleza del
espacio y el tiempo, hemos dibujado la barra con distintas longitudes en cada sistema. Llamamaos longitud propia L, a
la longitud de la barra en el sistema donde se encuentra en reposo. El tiempo que demora el recorrido de la particula a
lo largo de la barra también puede depender del sistema de referencia. Llamaremos tiempo propio Az al tiempo
trancurrido entre dos eventos medido en el sistema de referencia donde los eventos ocurren en la misma posicion
(siempre que tal sistema exista). En el caso bajo estudio, los dos eventos son el paso de la particula por un extremo de
la barra y el paso de la particula por el otro extremo de la barra. Estos dos eventos ocurren en la misma posicién en el
sistema fijo a la particula; de modo que el tiempo transcurrido entre los eventos es un tiempo propio en el sistema de
la Figura de la derecha. La mera definicion de velocidad nos permite escribir;

s =VAL, L = VAr, (5)

donde At es el tiempo del recorrido de la particula a lo largo de la barra en el sistema de la Figura de la derecha. De
aqui resulta
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Esta relacién nos dice que si estamos dispuestos a renunciar a distancias absolutas (L, # L) también habremos de
renunciar a tiempos absolutos (A7 = A t). Ademas nos dice que la relacion entre la longitud en movimiento y la
longitud propia de un mismo cuerpo tiene el mismo carécter que la relacion entre tiempo propio y el tiempo entre el
mismo par de eventos en otro sistema de referencia. Concretamente, ambas relaciones no pueden depender mas que
de la velocidad relativa V entre el sistema propio correspondiente y el otro sistema de referencia arbitrario. La
ecuacion (6) dice entonces que la misma funcion ©V) que expresa la relacién entre longitudes ha de expresar también
la relacién entre tiempos:

L, At

2 =7(V) n r(V) ()

T



En realidad las relaciones (7) suponen que el espacio y el tiempo son isétropos y homogéneos; de otra forma las
relaciones podrian depender del lugar o el instante de ocurrencia de los eventos o de la orientacién de la barra. Vamos
a admitir, como en la Fisica clasica, que el espacio esta dotado de una geometria euclidiana —por lo tanto es is6tropo y
homogéneo—, y que las relaciones (7) no dependen del tiempo (homogeneidad del tiempo).

La forma de la funcién «V) serd dictada por la invariancia de la velocidad de la luz a la cual se subordinaran las
nociones de espacio y tiempo. Para hallar (V) reemplacemos la particula del experimento anterior por un rayo de luz,
cologquemos un espejo en un extremo de la barra, y conideremos como par de eventos el paso del rayo de luz por el
extremo libre de la barra, y su regreso al mismo luego de reflejarse en el espejo. En este caso el tiempo propio entre
los eventos corresponde al sistema fijo a la barra pues ambos eventos ocurren en el mismo extremo de la barra. Como
la luz viaja con velocidad c (jen cualquier sistemal) diremos que

CAT =2L,, (8)

en tanto en el otro sistema el tiempo At entre los eventos lo calculamos con la misma velocidad ¢ para el rayo de luz;
teniendo en cuenta el desplazamiento de la barra de longitud L resulta

CAt ., =V At, + L, CAt =L - VAt ,
ida ida vuelta vuelta
entonces
L L 2L 1
At = Atigy +Atyera = v "oV~ ¢ vz )
1_?

Dividiendo (8) y (9), y usando las relaciones (7) se obtiene

V) =—— . (10)
e
c
Luego
V 2
contraccion de longitudes L=1Ll 41-— 11)
c
. ., . At
dilatacion del tiempo At = ——— (12)
V 2
1—-—

Estas son las relaciones entre longitudes y tiempos que resultan de admitir la existencia de una velocidad finita ¢
invariante (igual en todos los sistemas de referencia). Las transformaciones de Galileo, en cambio, no dejan ninguna
velocidad finita invariante (véase (4)); podria decirse que la Unica velocidad “invariante” en (4) es la velocidad



infinita. Consistentemente podemos reencontrar las nociones clésicas de espacio y tiempo tomando en (11-12) el
limite ¢ — o. También podemos ver en (11-12) la razon por la cual nuestra experiencia cotidiana no es capaz de
revelarnos la relatividad de distancias y tiempos: la velocidad invariante ¢ (la velocidad de la luz) es mucho mayor
que las velocidades V involucradas en el rango de fendmenos cotidianos, de modo que el factor (V) es practicamente
igual a 1 en ese rango. ¢ Intuyen ahora cudl es la respuesta relativista al problema planteado en la primera Figura?

Podriamos preguntarnos qué sucede con el factor 1V) si V > c. Si V fuera mayor que ¢ entonces el rayo de luz no
alcanzaria al espejo en el sistema donde la barra se mueve. Esto nos llevaria a una situacién absurda donde un evento
que ocurre en un sistema (la Ilegada del rayo de luz al espejo) no sucede en otro sistema. Esto nos esta indicando que
la velocidad c debe ser una velocidad limite para los cuerpos materiales: V < ¢. Volveremos a esta cuestion en la clase
de Dindmica relativista.

Ahora sabemos qué hacer con “do-p medida en S” en la ecuacion (1). La coordenada X’ es do:p medida en S°, y

puede pensarse como la longitud L, de una regla en reposo en el sistema S’. Entonces do-p medida en S es la longitud
contraida de esa regla: do-p medidaen S= (V)™ dop medidaen S’ = (V)™ x’, y la ecuacion (1) resulta:

X = fV) (x — V1) (13)

Ejercicio 1: Para que los sistemas S y S’ estén en pie de igualdad, la transformacién inversa de (13) debe tener su
misma forma salvo por el cambio de V por -V

Xx=xV) (X +Vt) . (14)

Utilice (13) y (14) para obtener
= HV) (t—Vc?x) . (15)
t=p§V) (' +Vcix) . (16)

Ejercicio 2: Mediante un experimento pensado, como el que permitid6 obtener V), demuestre que las longitudes
transversales a la direccién del movimiento no cambian:

=y A7)
=1 (18)

(Ayuda: coloque la barra con el espejo perpendicular a la direccion del eje X).

Las transformaciones (13), (15), (17) y (18) son las transformaciones de coordenadas que dejan invariante la
ecuacion de onda con velocidad de propagacion c. Se llaman transformaciones de Lorentz (Voigt, 1887; Larmor,
1900; Lorentz, 1899, 1904). Aunque fueron obtenidas antes del trabajo de Einstein, su interpretacion era
completamente diferente. Mientras que para Einstein la contraccion de longitudes y la dilatacion del tiempo son
efectos puramente cinematicos que no privilegian a sistema de referencia alguno (la barra tendra longitud L, en
cualquier sitema de referencia donde se encuentre fija, y tendra longitud L en cualquier sistema de referencia donde
se mueva longitudinalmente con velocidad V), segin Lorentz la velocidad V era la velocidad de la barra respecto del
éter, y la contraccién era un hecho absoluto (verificado en todo sistema de referencia) producido por una interaccion
con el éter. Segin Lorentz la “dilatacion del tiempo” no afectaba al tiempo absoluto sino que involucraba a un
“tiempo matematicamente auxiliar”.



En Relatividad es comun utilizar graficos ct vs. x. En tales graficos un evento es un punto, y un rayo de luz es una
recta a 45°. Los movimientos de las particulas se denominan lineas de universo:

linea de universo de
una particula en reposo

linea de universo deuna — |
particula con velocidad
constante 0 < U, <C
(tga=u,/c)

I3)
&

AX (=Cc AY)
linea de universo de
un rayo de luz (u, =c)

Es comun insertar las lineas coordenadas del sistema S’ en el grafico espacio-temporal del sistema S. Para ello usamos
las transformaciones (13) y (15) para determinar el lugar geométrico de los eventos que tienen t’ = constante y
X’ = constante ; resultan ser rectas de pendiente V/c y (V/c) ' respectivamente. En particular t” = 0 caracteriza a los
eventos que forman el eje x’, mientras que X’ = 0 caracteriza a los eventos que forman el eje t’:

ct’

ct,

Para extraer resultados cuantitativos de estos graficos mixtos es necesario calibrar previamente los ejes de ambos
sistemas de referencia. A diferencia de las rotaciones, las transformaciones de Lorentz no dejan invariantes
circunferencias sino hipérbolas (como veremos enseguida); de manera que las unidades de medida en los ejes de S’
difieren de las de los ejes de S. En cambio no hay dificultad en extraer resultados cualitativos, y el mas evidente de
todos es que lo eventos que son simultaneos en S no lo son en S’ y viceversa. La simultaneidad de eventos es una
nocion relativa (mientras que en Fisica clasica es absoluta). En efecto, en el sistema S son simultaneos todos los
eventos que tengan la misma coordenada t, es decir todos los puntos que estén sobre una misma recta paralela al eje x
de la Figura anterior. Por otro lado, en S’ son simultaneos todos los eventos que tengan la misma coordenada t’, es
decir que se trata de puntos dispuestos sobre rectas paralelas al eje x” de la Figura anterior. Evidentemente las
nociones de simultaneidad de cada sistema difieren entre si (At =0 NO implica At’ =0 en las transformaciones de
Lorentz). La relatividad de la simultaneidad es el ingrediente necesario para justificar que dos sistemas de referencia
no acuerden en las dimensiones de un objeto. La medicion de una barra en el sistema S implica la determinacion de
las poiciones simultaneas de sus extremos. Esta medicion no es “buena” para el sistema S’ porque éste no comparte
la nocién de simultaneidad de aquél.



Ejercicio 3: Muestre que las transformaciones de Lorentz dejan invariante la siguiente combinacion de distancias y
tiempos que llamamos intervalo:

A = (At - |Ar]? (18)

donde Aty |AT]| son el tiempo transcurrido y la distancia entre dos eventos cualesquiera ( IAT[2=AX2+ A y2 +
Az? ). Invariante significa que la magnitud en cuestién tiene el mismo valor en cualquier sistema de referencia.

El intervalo tendria el aspecto de una distancia euclidiana en un espacio-tiempo de cuatro dimensiones, si no fuera
porque las coordenadas espaciales entran con signo opuesto al de la coordenada temporal. Se dice entonces que el
espacio-tiempo tiene una geometria pseudo-euclidiana (espacio-tiempo de Minkowski).

La invariancia del intervalo permite clasificar pares de eventos en forma independiente de los sistemas de
referencia. Diremos que un par de eventos tiene separacion temporal, espacial o nula segun si el intervalo entre ellos
es positivo, negativo o cero. Los eventos con separacion nula estan sobre rayos de luz (As =0 < cAt =+ |Ar])
Esta clasificacion absoluta introduce en el espacio-tiempo la nocién de cono de luz de un evento. El cono de luz de un
evento E estd formado por todos los eventos que tienen separacion nula con E. Esto significa que el cono de luz de E
esta generado por todos los rayos de luz que pasan por E. Los eventos interiores al cono de E estan separados
temporalmente de E. Los eventos exteriores al cono de E estan separados espacialmente de E. A partir de la Figura
anterior no es dificil ver que si dos eventos E y A estan separados temporalmente siempre es posible construir un
sistema de referencia donde los dos eventos ocurren en la misma posicion (de manera que para ellos existe un tiempo
propio). En cambio si dos eventos E y B estan separados espacialmente siempre existe un sistema de referencia donde
los dos eventos son simultaneos; en el resto de los sistemas de referencia o bien ocurre E antes que B, o bien ocurre B
antes que E. Por lo tanto no puede hablarse de una relacion causa-efecto entre eventos separados espacialmente. En
cambio el orden temporal de dos eventos separados temporalmente es el mismo en todos los sistemas de referencia.

Ct“ A




Composicidn relativista de movimientos

Volvamos a realizar un experimento pensado para averiguar cual es la correccién relativista que ha de sufrir el
teorema de adicion de velocidades de Galileo (4). Nuevamente consideremos una particula que recorre con velocidad
uy la longitud de una barra que se mueve con velocidad V.

| —» V |

El tiempo transcurrido entre los pasos de la particula frente a cada extremo de la barra satisface
Uy At = L+V At = (V) L, +V At = (V)™ u', At'+V At

En este caso, ni At ni At’ son tiempos propios, porque el tiempo propio transcurre en el sistema fijo a la particula. La
relacion del tiempo propio con Aty At’ es entonces

At = yu)Ar, At == yu)Ar, demodoque ()AL = yu)lAt

y reemplazando
y) uy = ) () (u-v) . (19)

Si agregamos al movimiento de la particula una componente transversal y recordamos que Ay = Ay’, entonces
uy At =u’y At y resulta

yu')u'y =y u,, y analogamente yu') u',=yU) u,. (20)
Cuando ¢ — o los factores ytienden a 1 y se recuperan las transformaciones de velocidad galileanas.

En las transformaciones (19-20) podemos desembarazarnos de 1{u) y {u’) . Para esto construimos la transforma-
cion inversa de (19) valiéndonos del argumento de que el Unico cambio debe ser el de V por —V:

y(U) ug= 7@ yv) (u+V). (21)

Reemplazando (19) en (21) se obtiene

, u, v
y') = y(u)y(w{l— 5 } (22)
y dividiendo (19) y (20) por (22):
2 2
y 1—\/—2 uy 1—\/—2 u,

u'y = Ux =V u'y = ¢ , u', ¢ (23)

1_uXV 1_uXV 1_uXV

c? c? c?

Ejercicio 4: Reobtenga las transformaciones (23) derivando las transformaciones de Lorentz de las coordenadas a lo
largo de la linea de universo de la particula.

Ejercicio 5: Derive las transformaciones (23) para obtener las transformaciones de la aceleracion.



Dinadmica relativista

Las nuevas nociones de espacio y tiempo, adecuadas para dar a las leyes de Maxwell el status de leyes
fundamentales que verifican el Principio de relatividad, obligan a reformular la Dindmica clésica. En efecto las leyes
de la Dinamica newtoniana se basan en la invariancia de distancias y tiempos. En la Segunda Ley de Newton
—F =m a-, la fuerza es dictada por una ley para la interaccion (como la ley de gravitacion, la ley de Hooke, etc.); las
interacciones fundamentales dependen de distancias, y como las distancias son invariantes también lo son las fuerzas.
Por otro lado las aceleraciones son invariantes ante transformaciones de Galileo. De esta forma la Segunda Ley de
Newton es consistente con el Principio de relatividad galileano (la masa es considerada una propiedad de la particula
independiente del sistema de referencia). En cambio, en Relatividad la interaccion paradigmética es la interaccion
electromagnética, de manera que la fuerza paradigmatica es la fuerza de Lorentz que depende de la velocidad de la
carga. Por otro lado, lejos de ser invariante, la aceleracion se transforma de manera muy complicada ante
transformaciones de Lorentz. Esto significa que no parece una buen plan reformular la Dinamica comenzando por la
Segunda Ley de Newton.

Cuando se combinan la Segunda Ley de Newton con el Principio de Accidn y Reaccién (Tercera Ley de Newton)
se obtiene la conservacion de la cantidad de movimiento de un sistema de particulas aislado. La conservacion resulta
de la cancelacidn de a pares de todas las fuerzas internas (las Gnicas que existen en un sistema aislado) debido a que
en cada instante son iguales y opuestas. Cualquier variacion de la cantidad de movimiento de una parte del sistema es
compensada instantaneamente por una variacion igual y opuesta de otra parte del sistema. Esta compensacion
instantanea ocurre aun si ambas partes estan separadas, porque en Fisica clasica se admite la existencia de
interacciones instantaneas a distancia. La conservacion de la cantidad de movimiento se verifica en todos los sistemas
inerciales, como podemos comprobar si multiplicamos el teorema de adicién de velocidades por la masa de la
particula y sumamos sobre todas la particulas del sistema:

u=u-V, mu =mu-mV, p’=p-mV, Xpii =Zpi-VIm;. (24)

El daltimo término de la dltima ecuacién es la masa total del sistema multiplicada por la velocidad relativa S’-S. En
Fisica clasica se acepta la conservacion de la masa de un sistema aislado. Entonces la conservacion de la masa y de la
cantidad de movimiento en S conducen a la conservacion de la cantidad de movimiento en S’.

¢Serd la ley de conservacion de la cantidad de movimiento un buen punto de partida para reformular la Dindmica?
En primer lugar, la Relatividad no puede aceptar que una magnitud se conserve porque una variacion de esa magnitud
en un lugar se compense instantaneamente por otra variacion igual y opuesta en otro lugar. La nocion de
simultaneidad no es absoluta; eventos separados espacialmente que son simultaneos en un sistema de referencia no lo
son en otro sistema de referencia. Entonces la compensacion instantanea a distancia conservaria una magnitud en un
Unico sistema de referencia y violaria el Principio de relatividad. Las Unicas compensaciones admisibles deben ser
locales. El electromagnetismo —nuestra interaccién paradigmatica— nos ensefia como deben ser las leyes de
conservacién en una teoria relativista. Por ejemplo, la conservacion de la carga se expresa mediante la ecuacién de
continuidad, que es una ecuacion diferencial que dice que las variaciones locales de carga se deben exclusivamente a
un flujo de cargas hacia puntos vecinos. Del mismo modo la variacion local de la cantidad de movimiento del campo
electromagnético es balanceada por un flujo dado por el tensor de esfuerzos y una transferencia a las cargas presentes
en ese lugar. Es decir que si en un sistema de cargas varia la cantidad de movimiento de alguna de ellas, esta
variacion se debe exclusivamente a un intercambio de cantidad de movimiento entre la carga y el campo en la
posicién de la carga. Como el campo transporta energia y cantidad de movimiento con una velocidad finita, mas tarde
podré intercambiar cantidad de movimiento con cargas en otro lugar. En electromagnetismo no hay compensaciones
instantaneas a distancia; sélo hay intercambios locales y conservaciones locales. En Relatividad la interaccién
instantanea a distancia es reemplazada por interacciones mediadas por campos que tranportan energia y cantidad de
movimiento con velocidad finita. Por lo tanto, cuando se estudia un sistema de particulas en interaccion, no se
conserva la cantidad de movimiento de las particulas por separado (como diria la Tercera Ley), sino que se conserva
localmente la cantidad de movimiento de las particulas y el campo mediador.

Nuestro objetivo es averiguar cuél es la magnitud que tiene el papel de la cantidad de movimiento relativista de
una particula. Para evitar considerar campos mediadores, comenzaremos estudiando un sistema de particulas libres,
que solo interactdan localmente a través de choques. Asi la Unica cantidad de movimiento en juego serd la de las



particulas. Si repetimos el esquema de la ecuacion (24) con las transformaciones relativistas de velocidad (19-20)
obtenemos:

my(u)u'y=7(V) [myu, -my@V], myuu'y =my(u)uy, myuu’, =my(u)u,.

Estas expresiones sugieren fuertemente que la magnitud que juega el papel de cantidad de movimiento de una
particula de acuerdo con las nociones relativistas de espacio y tiempo deberia ser

pzmy(u)u=L . (25)

Naturalmente, el experimento estard encargado de confirmar si esta es la magnitud conservada o no. En 1908
Bucherer verificd experimentalmente que la deflexion de una particula cargada de alta velocidad en un campo
eléctrico uniforme no seguia la ley F =m a ; el apartamiento era convincentemente descripto por F=dp/dt, donde
p es la cantidad de movimiento relativista (25).

Segln vemos en las ecuaciones anteriores, p se transforma de la siguiente manera:
p'X:y(\/)[pX—my(u)V], ply:py! p'z:pz' (26)

Esta transformacion trae una sorpresa que podria decirse el resultado mas dramatico de la Relatividad Especial. Para
gue se conserve T p;en Sy en S’ ya no es la masa total del sistema la que debe conservarse por separado (como
ocurria en la ecuacion (24)). Su lugar ha sido tomado por >, m; {u;). De modo que la conservacion de la cantidad de
movimiento relativista en todo sistema inercial, en acuerdo con el Principio de relativiadad, exigiria ya no la
conservacion de la masa de un sistema aislado sino la conservacion de una magnitud que combina las masas con las
velocidades de las particulas individuales. Para entender qué tipo de magnitud es ésta, desarrollaremos }{u):

1 u? 4y 4
myUu=m+=m—+0("/c").
2 c?

Naturalmente, el primer término del desarrollo es la masa. Pero el segundo término es la energia cinética clésica
dividida c 2. Definimos la energia relativista de una particula como

m c?

E=my(u)c®=———— = mc?+T, (27)

donde m c? es la energia en reposo y T es la energia cinética relativista. La energia relativista total de un sistema
aislado debe conservarse; si asi no fuera, la conservacion de la cantidad de movimiento total no verificaria el
Principio de relatividad. Igualmente, la conservacion de la energia relativista de un sistema aislado cumple el
Principio de relatividad gracias a la conservacion de la cantidad de movimiento. En un sistema de particulas libres que
solo interactian mediante choques, la energia relativista total es la suma de las energias de las particulas: €=X E;.
Si las particulas interact(ian “a distancia” la energia relativista total incluye la energia de los campos mediadores.

Combinando las definiciones de energia y cantidad de movimiento se obtiene:
p=CcE u . (28)

Este es un tipico resultado relativista: la cantidad de movimiento es un flujo de energia (Ilo mismo sucede con el
campo electromagnético, donde el vector densidad de cantidad de movimiento es proporcional al vector de Poynting)
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Multiplicando por mc? en la ecuacién (22) obtenemos la transformacion de la energia. Podemos reunir este
resultado con la ecuacion (26) para escribir:

E'=y(V)[E-V p,] p'y=7(V)[p, - Ve 2E], p'y=py. p,=p,. (29)

Las transformaciones (29) son enteramente similares a las transformaciones de Lorentz de las coodenadas. La
razén es bien simple: ya hemos dicho que entre dos eventos pertenecientes a la linea de universo de una particula se
cumple que dt = y(u)dr, entonces u=dr/dt=y(u)*dr/dz, p=mdr/dz, E=mc? dt/dz. Como dr es
invariante, se comprende entonces que (¢ 'E, p) se transforme igual que (ct, r). Una misma transformacion implica
un mismo tipo de invariante. El invariante de la transformacion de Lorentz de las coordenadas es el intervalo.
Analogamente el invariante energia-cantidad de movimiento es ¢ “E * — p?, cuyo valor es

EZ-p%c?=E?-E%u’c?=E% y(u)? =m%* (30)

El invariante energia-cantidad de movimiento da la medida de la masa de la particula. Si diferenciamos la ecuacién
(30) y reemplazamos la ecuacion (28):

0=2EdE-2c?p-dp=2E (dE —u-dp) = dEzdPi—? (31)

La ecuacion (31) debe verse como la relacion entre trabajo y variacion de la energia, e indica que la fuerza debe
igualarse con dp/ dt:

dp
F=_—F 32
™ (32)

(luego podremos verificar que la fuerza de Lorentz y dp/dt se tranforman de la misma manera). Esta claro que
dp / dt no resulta proporcional a la aceleracién a, pues p no es proporcional a u. En Relatividad la fuerza y la
aceleracion no son colineales. Como la energia relativista de una particula tiende a infinito cuando su velocidad tiende
a ¢, habria que hacer un trabajo infinito para que la velocidad de una particula se increemente hasta alcanzar la
velocidad de la luz. Por lo tanto la velocidad de la luz es una velocidad limite para una particula.

Sistema centro de momento

Se llama sistema centro de momento al sistema de referencia donde se anula la cantidad de movimiento de un
sistema aislado de particulas. Si la cantidad de movimiento es P’ = 0 en un sistema S’ que se mueve con velocidad U,
respecto de S, entonces el valor de P en S es (Usense las transformaciones (29)):

P=c?g y(U,)U,=c?cU, . (33)

Comparando la relacion (33) para un sistema de particulas con la expresion (25) para una particula se concluye que la
energia & del sistema fisico en el sistema centro de momento juega el papel de masa del sistema (multiplicada por
¢?). Esto significa que la energia interna de un sistema compuesto contribuye a su masa. Por ejemplo, la masa de un
gas ideal contenido en un volumen en reposo no es tan sélo la suma de las masas de sus particulas sino que recibe una
contribucion de la energia cinética de las mismas.
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Equivalencia masa-energia

La conservacion de la energia relativista en reemplazo del principio cléasico de conservacion de la masa, abre la
posibilidad de convertir masa en otros tipos de energia y viceversa, siendo este el resultado mas dramético de la
Relatividad Especial. Segun Einstein (1905), “la masa de un cuerpo es una medida de su contenido de energia”. Esta
equivalencia masa-energia se puede observar en distintos fendmenos fisicos:

—defecto de masa: la masa de un sistema compuesto no es la suma de las masas de sus “constituyentes” pues la
energia de ligadura contribuye a su masa. Por ejemplo un nicleo de *He est4 formado por dos protones y dos
neutrones, y su energia en reposo (masa) es 3727,379 MeV. Podemos pensar al “He como constituido por dos
deuterones (un protén y un neutrén cada uno). La energia en reposo (masa) de un deuterdn es 1875,612 MeV. Como
se ve, la masa de dos deuterones excede en 23,845MeV a la masa del “He. La masa del “He es menor que la suma de
las masas de sus contituyentes porque recibe una contribucion negativa de la energia interna de ligadura que mantiene
unidos a los deuterones.

—fusion y fisién nuclear, desintegracion espontanea: son reacciones nucleares donde la masa de los productos es
menor que la masa de los reactivos; como la energia relativista se conserva, esto significa que la diferencia de masa se
ha convertido en otro tipo de energia. La disminucion de masa que se produce tanto en la fusion —donde ndcleos
livianos se unen para formar un ndcleo mas grande—, como en la fision —donde un nucleo pesado se divide en nucleos
mas chicos— puede verse como consecuencia de que la energia de ligadura (negativa) por nucledn es creciente para
nucleos livianos (hasta unos 60 nucleones por ndcleo) mientras que decrece para nucleos pesados.

—energia umbral: existen reacciones donde la masa de los productos es mayor que la masa de los reactivos. Por
ejemplo, la creacién de un par neutrén-antineutrén en la colision entre dos protones:

p+p — p+p+n+n

Esta reaccion ocurre solo si los protones que chocan tienen energia cinética suficiente para dar cuenta de la masa que
se crea. En el sistema centro de momento, donde se anula la cantidad de movimiento del sistema de particulas, la
energia umbral de la reaccion & umyral €S 12 que permite crear las particulas dejando todos los productos en reposo. De
acuerdo con la transformacion de la energia, en otro sistema de referencia la energia umbral es &ympra = AUc) Ecumbral -

Fotones

La Teoria Cuéantica ensefia que el campo electromagnético intercambia su energia y cantidad de movimiento con la
materia como lo harian particulas de energia y cantidad de movimiento

E=hv, p=hvc 'n (34)
donde v es la frecuencia y n es la direccion de propagacion de las ondas planas que configuran el campo (h es la

constante de Planck). Como p = E ¢™'n, resulta que las particulas tienen la velocidad de la luz (véase la ecuacion (28))
y masa nula (véase la ecuacion (30)).

12



Transformacién de un rayo de luz

En un sistema de referencia S, sea un rayo de luz con frecuencia vy direccion de propagacion n. Sea At el tiempo
transcurrido en el sistema S entre los pasos de dos frentes sucesivos por la posicién de un observador que se mueve
con velocidad V. De manera que el segundo frente cubre en el tiempo At la longitud de onda, que lo separa del primer
frente, mas el desplazamiento del observador normal a los frentes de onda. Entonces

n

vlec

CAt=A+V-nAt = At=———
c-V-n

),

Transformando At en tiempo propio del observador, obtenemos el periodo en el sistema del observador: At = ©V) Tops
=»V) v "' Luego

v
yo= —C . (35)
\

En particular, hay efecto Doppler ain cuando V-n=0. Este efecto Doppler transversal es un efecto tipicamente
relativista proveniente de la dilatacion del tiempo. Su verificacion experimental es una comprobacion directa de la
dilatacién del tiempo.

Para hallar la transformacion de la direccion de propagacion nos valdremos de la transformacién inversa de (35),

v o= —S v, (36)
V 2

CZ

entonces multiplicando (35) y (36), y llamando & al angulo entre la direccién de propagacion y el vector V:

2
1—V—:(1—X-nj(l+x-n‘) - —l:cose'—cosﬁ—lcosﬁ'cose
c c c

c? c

Por lo tanto la direccion de propagacion en S’ (aberracion de la luz) es:

cos@—!
cosf'=——C 37)
1-—cosé
Cc

Ejercicio 6: Reobtenga la ecuacion (35) usando la transformacion de la energia (29) aplicada a un foton (véase (34)).

Ejercicio 7: Reobtenga la ecuacién (37) reemplazando en las transformaciones (23) las componentes de la velocidad
de una particula que se mueve con velocidad C : Uy =C cosé, U,=csenéd, u’x=ccosd, u’y=csend.
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Transformaciones de Ey B

Las transformaciones de Lorentz de las coordenadas es una condicion necesaria para la invariancia de las leyes de
Maxwell en cumplimiento del Principio de relatividad. Pero no s6lo las coordenadas sino también los campos deben
transformarse adecuadamente para ese fin. La linealidad de las leyes de Maxwell invita a probar con una
transformacion lineal de los campos. Ademas la transformacion debera ser homogénea, pues si el campo electromag-
nético es nulo en un sistema de referencia entonces es igualmente nulo en cualquier sistema de referencia. Los
coeficientes de la transformacion lineal s6lo pueden depender de la velocidad V relativa entre S 'y S°. No pueden
depender de las coordenadas del evento donde se evaluan los campos porque el espacio-tiempo es homogéneo. Los
vectores E’ y B’ seran entonces combinaciones de vectores lineales en los campos, contruidas con E, B y V. En esta
construccion deben atenderse los caracteres de vector polar del campo eléctrico y de pseudo-vector o vector axial del
campo magnético. Son vectores polares E, VxB, V (V-E), V x(V xE), y son vectores axiales B, V x E, V (V- B),
V x (VxB). No hace falta considerar més vectores lineales en los campos: por ejemplo, V x (V x (V x B)) €s
proporcional a V x B. Por otra parte V (V- E) = V? E, , mientras que Vx (VxE)=V x(VxE)) = ~V2E, (Ilamamos
E, Yy E, a las proyecciones de E longitudinal y transversal a V). Esto significa que ambas proyecciones de los campos
pueden entrar en la transformacion con coeficientes diferentes: E” es entonces alguna combinacion lineal de E;, E, y
V x B =V x B, con coeficientes dependientes a lo sumo de V:

E' = el(\/)E|| +e,(V)E, +e5(V)VxB, .

Anélogamente:

B' = by (V)B;+b,(V)B, +bs(V) VXE, .
En particular las proyecciones longitudinales de estas transformaciones son
Ey=e1E B=b, By,
y como las transformaciones inversas deben verse igual que las directas, se concluye quee; =1="0; :
Ey=E BYy=By . (38)
La proyeccion transversal de la transformacion del campo eléctrico es

E'=T(E, +xVxB)),

donde hemos redefinido los coeficientes e, y e;. Es claro que « debe ser igual a c™'. En efecto, una carga en reposo en
S’ esta sometida a una fuerza proporcional a E’, mientras que en S la fuerza es proporcional a E+c™ V x B (pues la
carga se mueve en el sistema S con velocidad V). La anulacion de la fuerza en un sistema tiene que conducir a la
anulacién de la fuerza en cualquier otro sistema; pero esto sélo es posible si x=c¢ ™.

Resta entonces averiguar el valor de I'. Como siempre, apelamos a que las transformaciones inversa y directa
deben tener la misma forma, salvo por el cambio de V por -V:

E\ =T (E ,+c'VxB ), E, =T (E',-cVxB',),
de donde resulta ademas que

1-172
B, =I'(B, = VxE,).
€ € V2C_1 €

Para determinar el coeficiente I" sustituiremos en estas transformaciones los campos correspondientes a una onda
plana propagandose en la direccion de V. Una onda plana es plana en cualquier sistema de referencia inercial (los

14



campos dependen linealmente de las coordenadas, y las transformaciones de Lorentz de las coordenadas son lineales).
Ademas sabemos que si la onda se propaga en la direccion de V entonces no sufre aberracién (en la ecuacion (37) es
6=0 = 6’ =0). Como las leyes de Maxwell deben ser vélidas en cualquier sistema de referencia inercial, entonces
la onda plana estara caracterizada tanto en S como en S’ por

B=nxE, B =n'xE’. (39)

En nuestro caso es n = V/V =n’, y reemplazando en las transformaciones

(VxE)) \
E''=T|E, +Vx—=|=T|1-—|E,,
1 ( L Ve o)t

. (VxE',) Vj :
E,=T|E -Vx——2L2|-T[1+=|E",.
€ ( € Ve c 1

Multiplicando escalarmente estas dos ecuaciones resulta I' = (V). En suma, las transformaciones de Lorentz de las
componentes transversales de los campos son

E' =y(V)(E, +cVxB,) B', =y(V)(B,-cVxE,). (40)

Es importante enfatizar que podriamos haber obtenido el resultado x= ¢~ con un poco mas de esfuerzo, sin hacer
mencion alguna a cargas. Por ejemplo, podriamos haber utilizado una onda plana propagandose en S con una
direccidn transversal a V, y, valiéndonos de la aberracidn (37), llegar al mismo resultado. Las transformaciones de los
campos sélo tienen que ver con las leyes de Maxwell en ausencia de cargas Yy el caracter vectorial o pseudo-vectorial
de los mismos.

Transformaciones de las densidades de carga y corriente

El método maés directo para tranformar las fuentes de campo es buscar una configuracion sencilla de fuentes y
obtener las transformaciones de las fuentes a partir de las transformaciones de los campos. En el plano x-y
consideremos una ldmina de espesor d cargada uniformemente con densidad p y recorrida por una corriente uniforme
j= X+ iy ¥ . Segln las leyes de Maxwell los campos resultan uniformes fuera de la lamina, y su valores en el

semiespacio z > 0 son:

E=2rpdz, B:leydi—z—”jxdy
C C

En un sistema S’ que se mueve a lo largo del eje x respecto de S, la distribucion de carga y corriente es
cualitativamente similar gracias al tipo de configuracion de fuentes elegido, y las leyes de Maxwell son igualmente
validas, de modo que:

2r .,

E'=27p'd" %, B = - d° fc-%”j;d'y'.

Ademés d=d’, pues las longitudes transversales a la direccion del movimiento relativo no cambian. Entonces
reemplazando estos valores de los campos en las transformaciones (38) y (40) se obtiene

P = y(\/)(p—;/—zjx) ; I =rM)(k=V o) , Iy =y o I'e =10, (41
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Ejercicio 8: Demuestre que la carga eléctrica contenida en un elemento de volumen es invariante. Ayuda: comience
evaluando la carga en el sistema donde ésta se encuentra en reposo, y luego tranforme a un sistema de referencia

arbitrario.

Ejercicio 9: Utilice la transformacion de los campos para demostrar que la fuerza de Lorentz F=q ( E + ¢ 'ux B)
sobre una carga ¢ (invariante) se transforma segun:

\Y
L N O ”
= u-v.. L u-v o (42)
1- 2 1- 2
c c
Ejercicio 10: Compruebe que dp/dt obedece una transformacion anéloga a (42).
Ejercicio 11: Resuelva la cuestion sobre los cables paralelos planteada en la primera clase.
Ejercicio 12: Utilice la transformacion de los campos para demostrar que los potenciales se transforman segun:
¢ =rV)(@-cVA),  Ay=y(V)(A-cTV ), Ay=A, A=A (43)
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Cuadritensores

Del mismo modo que el lenguaje vectorial ordinario es el mas adecuado para formular enunciados que son
invariantes frente a rotaciones espaciales, existe un lenguaje matematico natural para enunciar relaciones matematicas
gue son invariantes no s6lo frente a rotaciones espaciales sino frente a transformaciones del grupo de Lorentz en
general. Ese es el lenguaje cuadrivectorial desarrollado por Minkowski. Llamaremos cuadrivector contravariante a
cualquier objeto A formado por una magnitud A° invariante frente a rotaciones y un vector ordinario A = (A, Ay,
A),

Al = (A%, AL A% A% = (A%, A) (44)

gue ante transformaciones de Lorentz se transforme como lo hace el cuadrivector x! formado por las coordenadas de
un evento:

X" = ct, X* =X X“ =y, X°=7z. (45)

Llamaremos Aj'j a los coeficientes de la transformacion de Lorentz que transforma desde S a S’. Por ejemplo, si la
transformacion es un boost (transformacion de Lorentz sin rotacion espacial de ejes cartesianos) a lo largo del eje x
entonces la matriz A''j es

y(B) -r(pp 0

0
-yBB  yp) 00
0
1

A = (46)

0 0 1
0 0 0

donde g=V/c. Usando la convencidn de Einstein (suma sobre pares subindice-supraindice iguales), la transformacion
de un cuadrivector contravariante se escribe

A= AT AT (47)
Ya conocemos varios cuadrivectores contravariantes:
coordenadas de un evento X’ (ct, 1)
energia-momento p! (c'E,p)
cuadrivector de onda k] 2n(ve™, A7'n)
densidad de carga-corriente (0c, )
potencial electromagnético A (¢, A)

Podemos generar otros cuadrivectores multiplicando un cuadrivector por un invariante. Por ejemplo, sean x’ = x)(7)
las ecuaciones paramétricas de la linea de universo de una particula en funcion de su tiempo propio (el tiempo propio
ra lo largo de una linea de universo resulta de tomar el intervalo entre dos eventos vecinos de esa linea de universo,
ds? = c2dt? — |dr|? = c*dt? — u*dt?> = c® {u) > dt> = c’>dz?, e integrarlo a lo largo de esa linea de universo: z=[c ' ds;
res un invariante). Podemos entonces definir una cuadrivelocidad:

uio @ _( dt dr
- dr dr’ dr

) = y(u)(cu) . (48)
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Puede verse que
pl=mul. (49)
Valiéndonos nuevamente de la relacion dz= »u) ™' dt construimos la derivada de p’ respecto de 7 (a lo largo de la

linea de universo de la particula):

dp’ L dE dp
—— =y fct—=>;
dz y()( dt’ dt

entonces definimos la cuadrifuerza (véanse las ecuaciones (31) y (32))
- u
KI=pu)(F-=, F). (50)
c

Llamaremos cuadrivector covariante a todo objeto de componentes cartesianas C; que se transforma con los
coeficientes de la matriz inversa de Aj’j . Noétese que usamos supraindices para indicar el caracter contravariante de
un cuadrivector, mientras que usamos subindices para indicar el caracter covariante. La matriz inversa de A‘”,— es
aquella matriz que compuesta con ésta da por resultado la matriz identidad. En el caso de una transformacion de
Lorentz la matriz inversa no es otra que la correspondiente a la transformacion que retorna de S’ a S; entonces
haremos bien en llamarla A';. :

Ay AN =6), A A =5 (51)
y la transformacion que define a un cuadrivector covariante es entonces
C; =C; Alj. (52)

Este comportamiento garantiza que una combinacion (contraccion) del tipo C; Al es invariante (independiente del
sistema de referencia):

Cp Al =C; AljAl=C; Al (53)

Las derivadas parciales cartesianas componen un cuadrivector covariante. Llamamos gradiente 0

5, =2 (54)
ox!
En efecto
j .
G _0 _ 0 x = 0, Al
ox! ox! ox!

La cuadridivergencia de AJ,

0 1 2 3 0
OA® oAl 0A? oA’ 1oA° o (55)

Al = + + =
ot ox 0y oz c ot

0

i

o

es entonces un invariante. A modo de ejemplo, nétese que la ecuacion de continuidad -que expresa la conservacion
local de la carga eléctrica- no es mas que la cuadridivergencia de j' = (pc, j) igualada a cero:
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o j' =0; (56)

como &; j' es invariante ante transformaciones del grupo de Lorentz, entonces queda garantizado que la ecuacion (56)
se cumple en cualquier sistema de referencia. Este es un primer ejemplo para mostrar que el lenguaje cuadrivectorial
es el lenguaje natural para escribir leyes fisicas que mantengan su forma cuando se pasa de un sistema de referencia
inercial a otro mediante transformaciones del grupo de Lorentz (boosts y rotaciones espaciales). Es decir que la
formulacion covariante de las leyes fisicas automaticamente manifiesta el cumplimiento del Principio de relatividad
ante transformaciones de Lorentz.

En general llamamos cuadritensor a todo objeto cuyas componentes cartesianas se identifican mediante r indices
contravariantes y s indices covariantes, y que ante transformaciones del grupo de Lorentz cambian segin

T e, = A AT L T A A A L (57)
La multiplicacién de cuadritensores resulta en cuadritensores con mayor cantidad de indices (producto tensorial):
THK o =0B'C, DX E', (58)

(O es un invariante). En particular, 8,,D jnp es un cuadritensor. La contraccion de indices (53) se generaliza a
cualquier par de indices covariante-contravariante de un cuadritensor, y da por resultado otro tensor con menor
cantidad de indices:

TH =M, (59)

Ejercicio 13: Demuestre que las cantidades definidas en las ecuaciones (58) y (59) se transforman como
componentes de un cuadritensor.

Toda ley fisica que se escriba como un cuadritensor igualado a cero (o, lo que es igual, un cuadritensor igualado a
otro cuadritensor) automaticamente atisface el Principio de relatividad ante transformaciones de Lorentz porque,
como muestra la transformacion (57), si un cuadritensor es cero en un sistema de referencia es cero en cualquier otro
sistema de referencia.

Producto escalar de cuadrivectores. Tensor métrico
Como sabemos la componentes de un cuadrivector contravariante A' permiten construir el invariante

22 2

2 2 2
A-A = AT AT AT AT - A% | (60)

Casos particulares de este invariante son el intervalo asociado a Ax', y el invariante energia-cantidad de movimiento
asociado a p'. Otros invariantes de este tipo son k-k = 0 (para un rayo de luz) y U-U = ¢ ? (para cualquier
particula). El invariante (60) puede escribirse

A-A=g;; A A (61)
con ayuda del cuadritensor simétrico
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1.0 0 O
0 -1 0 0

0ij 0 0 -1 0 (62)
0 0 0 -1

No cabe duda de que g;; debe tener un comportamiento cuadritensorial, pues si asi no fuera entonces la combinacion
(61) no seria invariante. Por otra parte las componentes g;; tienen la forma (62) en cualquier sistema de referencia
cartesiano pues el invariante A - A tiene la estructura (60) en cualquier sistema de referencia cartesiano. El invariante
A - A puede verse como un caso particular de producto escalar entre dos vectores contravariantes:

_ ipi

por lo que el cuadritensor g;; recibe el nombre de tensor métrico. No obstante debe mencionarse que el producto
escalar (63) no es positivo definido: la geometria del espacio-tiempo de Minkowski es pseudo-euclidiana. Los
cuadrivectores se clasifican en temporales (A - A > 0), espaciales (A - A< 0) y nulos (A -A=0).

Ejercicio 14: Se define la cuadriaceleracién como a'=dU/dzr. Demuestre gue la cuadriaceleracion es espacial, y
que U-c =0 (usequeU-U = c?).

Indicaremos con g'! a las componentes del inverso del tensor métrico:
ij i
9" g ik = Ok - (64)

Es claro que las componentes g'! coinciden con las gij (esto es propio de las geometrias euclidianas y pseudo-
euclidianas). Con el tensor métrico y su inverso podemos establecer una correspondencia biunivoca entre vectores
covariantes y contravariantes:

A =g;; A < Al =glka (65)

es decir A, = A, A, =-A* (u=12,3), que permite escribir el producto escalar en forma indistinta con

vectores covariante o contravariantes:
A-B=g;;A'BI=A;Bl =¢I*A;B, =A¥B, . (66)
Se puede “subir” o “bajar” indices de tensores de cualquier tipo. Por ejemplo:
Tjklm:gnTjkim, Th'm=g" T kim . (67)

En particular la ecuacién (64) dice que g'j=5';.
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Formulacién covariante del Electromagnetismo
Con las derivadas del cuadripotencial A’ = (¢, A) podemos construir el cuadritensor antisimétrico

FijzaiAJ——ﬁin, (68)

que llamamos tensor de campo. Recordando que E = -V ¢ — ¢ dA/6t, B = VXA, resulta

y
-E, 0 -B, B,
F,:i = (69)
Yl-E, B, 0 -B,
-E, -B, By 0
Se define también el dual del tensor de campo *
0 -By -B, -B,
. 1 w |[Bx 0 -E, E,
F.o== FKl = 70
1) 2 gljk| By EZ 0 _EX ( )
B, -E, E, 0

Con los tensores Fj y “Fi j Se construyen los siguientes invariantes 2

“F; F=4EB, (71)

~F F'="F;"F') =2(E*-B?). (72)
Las leyes del electromagnetismo pueden escribirse en forma manifiestamente covariante a partir de ambos tensores de
campo. Las ecuaciones sin fuentes estan contenidas en

V-B=0
10B

VxE=—="=
c ot

(en ambos casos hay cuatro ecuaciones independientes; la primera de las ecuaciones cuadritensoriales consiste en la
anulacion de un tensor completamente antisimétrico de tres indices, que tiene tan sélo cuatro componentes indepen-
dientes). Estas ecuaciones se reducen a meras identidades si se reemplazan los campos en funcién de los potenciales.

Las cuatro ecuaciones con fuentes se expresan como

* El dual de un tensor completamente antisimétrico de r indices se define como el (pseudo) tensor completamente antisimétrico de (n — r) indices
que resulta de su contraccion con el simbolo de Levi-Civita multiplicado por (1/r!).
2 "F;; F 1 es un pseudo-escalar.
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V-E=4rp

= 0" Fj+0; " Fi+0Fij=dnc™ "jij 6 0;F'T=—dzcj'. (74)
vxpo 4, LEE
c c ot

La ecuacion de continuidad resulta de la ecuacion anterior notando que 0; 0 F''=0 (pues se trata de la contraccién
de un operador tensorial simétrico con un tensor antisimétrico).

Reemplazando (68) en la ecuacion (74) se obtiene una ecuacién para el cuadripotencial:
—4zcji=9" 0, Fy =g" 0 (0 A -0 A)=08,0;AT -0 A, (75)
donde [ es el operador d’Alembertiano

. 102 o 8% &
DEglj@iaj:czatz_axz_ayz_ﬁ' (79)

Como sabemos los potenciales no estdn completamente determinados por los campos. La invariancia del tensor de
campo ante una transformacion de gauge,

A, > A +0;¢ Fij > Fij, (77)
puede aprovecharse para elegir £ de manera que se anule la cuadridivergencia de A; (gauge de Lorentz),
;A =0, (78)
simplificando asi la ecuacion (75):
OA' =4zctjl. (79)

En el caso de una onda plana, el gauge de Lorentz equivale a la condicion k; A J= kK°A%—Kk-A =0,y establece una
relacion entre las componentes temporal y longitudinal del cuadripotencial. Esta relacién basta para que los campos E
y B resulten dependientes tan sélo de las componentes transversales de A, que son los genuinos grados de libertad del
campo (correspondientes a los dos estados de polarizacion independientes). No obstante el gauge de Lorentz no fija
completamente la funcién &, la cual puede adin elegirse para anular las componentes temporal y longitudinal de A /.

La cuadrifuerza (50) asociada a la fuerza de Lorentz sobre unacargaq, F=q (E+ ¢ 'uxB), es
K'=qctF'jul. (80)
La fuerza por unidad de volumen sobre una distribucion de carga y corriente,
f=pE+ctjxB , (81)
estd asociada al cuadrivector

floctF'y j*=(rE-j, f). (82)
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El tensor de esfuerzos de Maxwell T, el vector de Poynting S, la densidad de cantidad de movimiento g y la
densidad de energia electromagnética ue, N0 son mas que distintos sectores de un cuadritensor simétrico llamado
tensor de energia-momento del campo electromagnético T' kcampo :

Tci:mpozi(_Fiijj"'%giijlelj (83)
Uem ¢S
Tik_
cg -T

La traza T '; del tensor de energia-momento del campo electromagnético es nula. Las leyes de conservacion de la
energia y la cantidad de movimiento de un sistema aislado de cargas y campo se expresan asi:

E-j+a;%+v-szo

5 i = fl+ 0 Teamo = 0. (84)
f+9 v.7-0

at

Ejercicio 15: Muestre que el cuadrivolumen d*x es invariante ante transformaciones del grupo de Lorentz (calcule el
Jacobiano de la transformacion de coordenadas).

Ejercicio 16: Muestre que las ecuaciones de movimiento de una carga en un campo electromagnético resultan de
variar la accion invariante

S[x'(t)] = —ch'ols—ﬂindxi . (85)
c
Ejercicio 17: Muestre que las leyes de Maxwell del campo electromagnético resultan de variar la accién invariante

SIAMND] = - [0 g™ e R df - S [ A d'x (86)
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