Ecuacion diferencial lineal homogénea a coeficientes constantes

Veamos como ejemplo una ecuacion diferencial de sexto orden

dr &f dif & & daf
a6 las Tad TOge T ge P W =0
El conjunto de sus soluciones forma un espacio vectorial de dimension 6.
Para hallar una base remplazamos f(x) = ¢ en la ecuacién diferencial :
dl‘leOéX

dxn

=a"e™ = (a®+20°+4a*+6ad —a?—8a—4) e =0
Esta es la condicién en « para que ¢* sea solucion.

Escrito en términos de sus raices:

(=20 (a+2) (a—1)(a4+17> =0

Hay en total 4 raices: dos complejas o« = £2i (si hay raiz compleja, tambien es raiz la

conjugada), una raiz simple o = +1, y una raiz triple « = —1.
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Ecuacion diferencial lineal homogénea a coeficientes constantes

Estas cuatro raices determinan los elementos de la base

a==42i: et 7 5 cos2x sen2x
a=+1: ¢

a=—1: ¢ xe ¥ e

La Gltima ecuacion es una regla especial: si a es una raiz de multiplicidad », entonces

le corresponden n elementos en la base: e, xe™, x2e™, ... | x"1e™.

La soluciéon mas general es entonces:

f(x) =A;cos2x +Aysen2x + Az e* + Age ™ +Asxe ™  + Ag e
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Movimiento oscilatorio amortiguado
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Movimiento oscilatorio amortiguado

Un cuerpo de masa m sometido a una fuerza elastica (—kx) y una fuerza viscosa (—kv)

&  Xdx Kk
ma=—kx—Av = ma+Iv+kx=0 = 7x+77+7 =0
d?2  mdt m
- A k dx dx
Definimos = =2y y = =uw? +’y—+w0x—0
m m a2

Las constantes v y wy determinan la importancia relativa de la fuerza viscosa y la
fuerza eléstica.

Remplazamos por x(7) = ¢* para hallar una base del espacio de dimension 2:

dre!

dj" =a"e¥ = (Z+2ya+wi) e =0 = a=—y+4/v?—w]

Segun los valores de v y wy tenemos dos raices reales, dos complejas, o una doble.
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Movimiento oscilatorio amortiguado. Tres casos: a=—~v++/+*—w?

Caso sobreamortiguado: definimos 7> — w2 =w? 0sea a=—y+w:

— p(mrtw)t

f)=e

u(t) = — x(t) = aeCY @) 4 p -y —w)t
v(t) = (=)t

v = wy | Amortiguamiento critico: hay una raiz doble o = —~:

u(t)y =e
= x(t)=ae V" +bte ! x(t) = (a+bt)e™ "
v(t) =te

Caso subamortiguado: definimos 7> — w2 = —w? osea a = —y+iw:

u(ty =e ' etiw! ) )
= x(1)=e¢ (aet'+be ) x(t) = e VAsen(wt+¢)

—yt 71“}1
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Movimiento oscilatorio forzado
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Movimiento oscilatorio forzado

Ademas de la fuerza elastica y el amortiguamiento, agregamos una F(t) externa

dx dx F(t
ma= —kx— v+ F(t) = d[2+2'yd +wix= 0

m
Esta se denomina una ecuacion diferencial no homogénea.

Existen muchas funciones x(¢) que son solucion de (1). Vamos a demostrar que para

encontrar todas las soluciones, s6lo es necesario encontrar una de ellas.

Sean x¢ (1) y x,(r) dos soluciones arbitrarias de (1) y tomemos su diferencia:

. . 2
¥g 4 2vig + wyxg = F(1)/m . d* (xg—xp) 4 Z,Yd(x’»’_x”)

2
a2 dr + wy(xg—xp) =0

%p 4+ 2y % + Wi xp = F(1)/m

O sea xg(t)—x,(t) = x,(¢) es solucién de la homogénea, que las conocemos todas!

Dada una x, (1), todas las soluciones se obtienen sumandole las distinas soluciones de

lahomognea. - n® =x) =[x =50 -0
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Movimiento oscilatorio forzado

Un caso interesante es cuando el oscilador es forzado con un seno de frecuencia

arbitraria, F(r) = Fo sen wyt.

En este caso la ecuacion diferencial a resolver es:
iip (1) + 273 (1) + @i 5, (1) = (Fo/m) sen wyt
Sélo necesitamos encontrar una solucién particular x, (r).

Todas las otras soluciones se escriben como la suma de la particular mas una solucion

de la homogénea x,(r) = x,(¢) + x; (1) (donde (1) 4 2y &5, (r) 4+ w x, (1) = 0).
Ensayamos una solucién senoidal con frecuencia wy :

xp(1) = Asen(wst + )
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Movimiento oscilatorio forzado

Buscamos si hay valores de A y o para que x,(r) sea solucion
xp(t) = Asen(wpt + ) = A (sen wyt cos o + cos wyt sen )
Xp(t) = Awy (coswyt cos a — sen wyt sen )
(1) =A wfz(— Sen wyt Cos o — COS Wyt sen )

Remplazando en la ecuacion diferencial : i + 2vi + w? x = (Fy/m) sen wyt

Awfz (—senwyt cosa — coswyt sen ) +
2y Awy (+ coswyt cos o — senwyt sen o) +

WE A (+sen wyt cos o+ coswyt sen o) = (Fo/m) sen wyt
Sacando seno y coseno factor comun

(—Aw_%cosa —2Awf'ysena+Awécosa) sen wyt +

(wa} sen o + 24 wyy cos @ + A wl sen a) coswyt = (Fy/m)senwyt
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Movimiento oscilatorio forzado
Se requiere igualar separadamente el término en seno y en coseno

—Aw? cosa — 2A wry sen a+A wi cos o = Fo/m
f Y 0

—A wfz sen a + 2A wyy cos a+A w(z) sena =0

Dividiendo miembro a miembro por cos «

F F
A(wé—wfz) — 2Awpytana = 0 - Zox/l—i-tanza

m cos o

2w,
A —wj%)tanoa +2Awy=0 — tana= —= f:z
0%

Remplazando tan o de la segunda ecuacion en la primera:

2wy
A (wf = wf) = 2A“’”<_w2 @z) =
0—7f
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Movimiento oscilatorio forzado

Continta la ecuacion anterior

2 2
A(“’Of"‘ff)Jrsz 2
0 f

A [(w(z) —wf)z + 4wf2'yz]

A =

Encontramos asf los valores de A y « para que x,(r) sea solucion:

xp(t) = A sen(wst + )

Fi 2w
con A = o/m y tana = e

2 2
V@ —wd) + 4wty wf — o}
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Movimiento oscilatorio forzado

xp(t) = A sen(wpt + ) Fo/m

vp(1) = Awy cos(wyt + ) \/(w(z) — ?)2 + 4<,.)f2'y2

La solucion mas general es x,(r) = x,(r) + x,(¢), donde x,(r) es cualquiera de las
soluciones de la homogénea. Como todas las x,(7) tienden a cero exponencialmente,

a partir de un cierto tiempo s6lo importa x,(z).

La amplitud y la velocidad méaxima, vmax = Awy, dependen de la frecuencia forzada

Fb/n1

w? 2
(5 o) 4

Curva de resonancia : vmax(wr) =

Fy

La velocidad es maxima en la condicién de resonancia: - Vmax = o
7lﬂ
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Movimiento oscilatorio forzado

xp(f) = A sen(wsf + a) A Fo/m

vp(1) = Awy cos(wyt + ) \/(w(z) — wa)z + 4wf272

La solucién méas general es x, () = x,(t) + x,(r), donde x,,(¢r) es cualquiera de las
soluciones de la homogénea. Como todas las x,(7) tienden a cero exponencialmente,

a partir de un cierto tiempo sélo importa x, (7).

La velocidad v, (1) = vo cos(wsr + ) oscila entre v, siendo vo(wy) = Awy .

La dependencia de vy con wy se Fo/m
vo(wr) = = >
denomina Curva de resonancia: (ﬂ _ f) + 442

Fo
2vm

La vy es maxima en la condicién de resonancia: - =
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Movimiento oscilatorio amortiguado:

Graficos para distintos v y w, (conx, =2y v, =0)
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gama=2.2 wO=3
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gama=24 w0=3
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gama=2.6 w0=3
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gama=2.8 w0=3
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gama=3 w0 =3
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Movimiento oscilatorio forzado:

Curvas de resonancia
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gama =0.07 w0=5
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gama=04 wO0=5
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gama=0.7 wO=5
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gama=2 wO0=5
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