DINAMICA EN SISTEMAS NO INERCIALES

Sistemas inerciales y no inerciales

s Sistemas no inerciales en traslacion

Se define un sistema inercial (SI) como aquel wiatde referencia para el cual son
validas las leyes de Newton. Vale decir, un sisterainteractuante (o tal que la
resultante de todas las interacciones es nulapuede estar acelerado respecto de un
Sl. Equivalentemente, en un Sl, si conozco lagaotgones a las que estd sometido un
sistema (es decir, conozco las fuerzas de inténacgue estan actuando sobre él),
conozco también la aceleracion, ya @séa aceleracion es producto de las fuerzas de

interaccion

__F _ . . -
a =— dondeF es la resultante de todas las fuerzas aplicagdsas a las distintas
m

interacciones a las que esta sometido el sistema
SeanSy S’ dos observadores con sus respectivos sistemaseilencia, observando
el movimiento de un move:
Z A . .
7' Como vimos en el capitulo de
Cinematica, las descripciones
que cada uno hace del

movimiento de P  estan

1 relacionadas por:

<V

fp =Tp +1g

e = posicionde P respectade S

o
o
>
o
@
o
1]

= posicidonde P respectade S
. = posicidonde S' respectade S

Igualmente, al derivar la expresion anterior, sdieolk una relacidbn entre las

velocidades que midedy S’ paraP:
V=V'+Vg
Esto es lo que se conoce coirg de adicion de velocidades de Galilgocomo ya

vimos, nos dice quda velocidad de P que mide & la velocidad que mid§’,

sumandole la velocidad d& respecto deS. O, equivalentemente, para obtener la
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velocidad deéP que él mideS’ debe restarle su propia velocidad a o que r8idRarece
un trabalenguas, pero la relacién que liga las omtks deS y S’ es sumamente
sencilla, y la idea detras de ella es muy intajticomo vimos en el capitulo de
Cinematica.

El “problema” surge si volvemos a derivar paraeokt las aceleraciones que miden
ambos observadores pdta

dp = dp +ag
Supongamos quees un Sl; sabemos, entonces que farale el segundo principio de
Newton:

F B . .
dp =— donde, otra vezF representa las fuerzas aplicadas sdbmebido a las
m

interacciones. Pero, entonces, la aceleracid qgige mideS’.

. . _F .

ae
moos
Aqui vemos el problema:

> Si S’ no esta acelerado respecto 8éag = 0), entonces, ambos miden la misma

aceleracion para P, y ésta es el resultado deidasals de interaccion; ergo, se cumple
el segundo principio de NewtonSy también es un Sl

Todo sistema de referencia que se mueva con MRi¢cesde un Sl, es un Sli

> Por el contrario, sb’ esta acelerado respectoSieag # 0), ambos miden distintas

aceleraciones pama y la aceleracion que mid®' no se puede explicar teniendo en
cuenta solamente las fuerzas de interacciEsdecir, par&’ no se cumple el segundo

principio de Newton y, por lo tanto, no es un Sh. €se caso, decimos gB8éesun

sistema no inercial (SNI)

Todo sistema de referencia acelerado respecto & ues un SNI

* Si volvemos sobre la ecuacién dinamica en el SNmultiplicandola por la masa
deP:

—

rTﬁp:F_nﬁsl




Qué se observa? Todo ocucamo sj ademas de las fuerzas de interaccion, actuara una
“fuerza™

f* = —mig

a la que llamamohierza ficticig o seudofuerzao fuerza inercial o fuerza no inercial

0, mas correctamentefecto de inerciaNotemos que no se trata de una verdadera
fuerza, sino de un término que hay que agregar ecl@acion dinamica para poder
explicar la aceleracion que se mide desde un SNares:

> f* no proviene de ninguna interaccién sino que esfecto de inercia

» Por no ser una fuerza reab tiene reacciér(es decir, no cumple el principio de
accion y reaccion)
> Notar que, a diferencia de las fuerzas réaldspende del sistema de referencia, ya
gue es el producto de la masa del objeto por le@edn del SNI.

Entonces, en un SNI, en el segundo principio debeearse en cuenta estos efectos

de inercia;

mp = F + f*

* Veamos, con varios ejemplos, qué representan festamas inerciales y por qué las
llamamos efectos de inercia:

» Vamos en un auto y éste comienza a frenar. Nuesiegoo,respecto del auto
(SNI), se va para adelante. &smo sialgo nos empujara hacia delante. En realidad, no
existe nada que nos empuje. La razén por la cualviamos para adelante es que
nuestro cuerpo se movia, respecto de la Tatle el MRU del auto. Cuando éste
comienza a frenar, nuestro cuerpo trata de conticara ese mismo MRU (es deod,
movimiento por inerciacon el que venia (no continda con dicho movindeguarque
esta vinculado al auto). Desde adentro del autobserva, por el contrario, como Si
nuestro cuerpo se acelerara hacia delante. Entopees describir ese movimiento
desde el SNI del auto, debemos agregar una fdetzgia que dé cuenta de la

aceleraciéon que se observa.

! Las fuerzas realeso dependen del sistema de referen&iato es obvio, ya que las interacciones no
pueden depender de quién las esté observando.
¢ Podemos, como una buena aproximacion en esteaassigerar a la calle como un SI.



Dentro del auto:

e

mé'= f* = -mé,
[ Ty L TR A
—_— —_
\7:\70 V=V, —ait

% En consecuencia, vemos por qué se llama a estas$uecticiasefectos de inercia

desde un SNI, el movimiento por inercia se ve camomovimiento acelerado,
provocado por la fuerza inercidl* .

* Veamos esto mismo, con algunos ejemplos:

» Ejemplo 1 Sobre el piso de un vehiculo descansa un bldgjuge masam.
Supongamos, por el momento, que el rozamiento ehtsboque y el piso del vehiculo
es despreciable. Veamos como se observan algunomiantos desde a) un sistema de
referenciaSfijo a la calle, y b) un sistema de referen@afijo al vehiculo, en varios
casos:

(1) El vehiculo esta en reposo respecto de la calle.

Mientras el vehiculo esta
en reposo, ambos

observadores razonan que

B esta en equilibrio y su

estado de movimiento es

de reposo respecto de

A 4

ambos.



(2) Ahora el vehiculo arranca, acelerando con aaeilen &, respecto d&

ParaS el bloque
permanece en la

—’éo misma posicion

(mientras no

choque con la
., O O

parte de atras del

vehiculo).

No hay fuerzas aplicadas sobre el bloque y, potafdo, no cambia su estado de
movimiento:

S)F=0- mag =0

Por el contrarioS’, que se mueve solidario con el vehiculo, obsqneB se va para

atras con aceleraciéna,. Razona, entonces, que sobre el bloque debe agtando

una “fuerza’:

—>

S) f*=-ma, - még = -n4,

s ¢Qué pas6? En el SP( B no cambia su estado de movimiento pues, sobr® él
actlia ninguna fuerza de interaccioBs decir,B cumple con eprimer principio de
Newton o principio de inercid&n el SNI,S’ observa qu® cambia, respecto de él, su
estado de movimiento, y debe suponer la existafeiana “fuerza’f *(en realidad,
desde el SI, e$’ el que acelera cog,). Pero esta “seudofuerza” no es real (no
proviene de ninguna interaccién), sino que es b dpbe agrega®’ para explicar el
(para él) cambio en el estado de movimient®deuando, desde el B,cumple con
el principio de inercia. Por eso se llama a estaztuficticia,efecto de inercia.

» Supongamos ahora que existe rozamiento entre el et auto y el bloque, de

coeficientes estatico y dinamign, y 4y, respectivamente y el vehiculo acelera con

aceleraciond, . Dependiendo del valor d&, puede suceder que:



(1) El bloqueB no se mueve respecto del piso del vehiculo. ¢ CamunarSy S?

[ L

i) Sobserva que B esta acelerado respecto de él. \Efsutnte:

EETe—
a,

'
—

ag =dg td, =8

|
o{d

Por lo tanto, debe existir alguna fuerza de intwéec que provea esa aceleracion. El
bloque interactlia con el piso del vehiculo. CdBnno deslizaespecto de la superficie
del vehiculo, ésta le aplica una fuerza de rozamiestatica Como el bloque tiende a
permanecer con el MRU que traia antes de que &wehacelerara, entoncégende a ir
hacia atrds respecto del vehiculntonces, la fuerza de rozamiento estatica e hac

adelante:

—_—
a9

\ 4

S) fRe: I‘TﬁB = I‘Tﬁo

Notar que es la fuerza de rozamiento estatica éahgee que el bloque tenga la misma
aceleracion que el vehiculo.
i) S’ observa que la aceleracion del blogue es nulzcesple éI:z?\;3 =0. ComoS’ es un

observador no inercial, sabe que el segundo pron@plo puede aplicarlo si tiene en

cuenta los efectos de inercia:




Notar que &’ le resulte mas sencillo darse cuenta del sentida filerza de rozamiento.

(1) Ya que estamos, ¢para que rangodgéaceleracion del vehiculo) el bloque no

deslizara?

1) Desde el punto de vista &

frRe =M3, < N = igmg = | 30 = Hel

i) Desde el punto de vista &

- f* < HeN = pemg
ma, < {smg = | S SHO

(2) Suponiendo que el bloque desliza, solo puede desieria atrds respecto 8e
i) ParaS

S

a2

f»l

..

S) fra = g N = még
X) Uqmg = mag = ag = Hy9

i) ParaS™

S) méig = fry+ f*

m§;3:‘?de‘mio

X') Mag = figMg - ma,

—
dp

= ai3=,udg—ao

Observar qua'B <0, es decir, que el blogue desliza hacia atras cespeS’. ¢ Como lo

sabemos? Pues, como vimos en el punto anteria,quer el bloque comience a deslizar

se debe cumplir qua, > (9. Como iy < e, entonceﬂ;3 =Hg9-a,< 0



» Ejemplo2 Supongamos ahora una persona de maskentro de un ascensor que

asciende con aceleraci@g. SeaS un Sl fijo a tierra YS’ un SNI solidario al ascensor.

Veamos como escribimos las ecuaciones dinamicamens sistemas.

A
_ d N
Si v IS
S X
Z 4 N
ZIAL
f'*
, v >
S P
S X

C?)l

dQ.)l

S)En el SI, las unicas fuerzas de interaccion

actuantes soP? y Ny, por ser un Slnho hay
fuerzas inerciales

zZ) N-P=ma,

Con la condicion de vinculo de que el hombre
tiene la misma aceleracion que el ascensor:

az; =dp

Resulta:

zZ)N-P=mg, = N =m(a, +Qg)

S)YEn el SNI S, obviamente tenemos las
mismas fuerzas de interaccion, pero ademas, hay

un efecto de inercid *:
f*=-ma,2

Entonces, como el hombre esta en reposo

respecto del ascensa’, = 0:

Z)N-P-mg, =0

Notemos que, desde un punto de vista matemateeclaaciones dinamicas &g z’ son

totalmente equivalentgparece como si lo Unico que se hubiera hechasar gl término

mg, de miembro). Sin embargo, desde un punto de fiisitsb, estas ecuaciones estan

dando la descripcion dinamica del sistema d&gesS’ (enS a, =a,; enS’, a', =0).

Observemos, ademas que la normal fuerza de vinculo, es la que hace que se cumpla

la relacion de vinculo, es decir, que el hombregaeta misma aceleracion que el
ascensor, en cualquiera de los dos sistemas

» Supongamos ahora que el ascensor desciende ceraat@ha, = —a,2. EnSy S”.



S)N-P=-mg,

S)YN-P+mg, =0
Z4A N 8 Observemos que la fuerza inercial invierte su
z'| f sentido. La normal, en este caso, resulta:
N =m(g-a,)
S v Fé X Cuanto mayor sea el médulo dg, menor es la
S ):( magnitud de la normal.

En particular, sid, = —g (por ejemplo, se rompe la soga del ascensor ycésten caida
libre):

S)N-P+mg=0= N=0

Se observa que desaparece la condicion de vinEulbombre también esta en caida
libre, y el piso del ascensor ya no lo arrastra feaslecir, el hombre no siente que el piso
del ascensor tenga ningun efecto sobre él). Commasuo de referencia son las paredes
del ascensor, la sensacion es que esta “flotariektb se hace aun mas notable si el
ascensor cae con una aceleracyr>—gz. Por ejemplo, sB, =-2¢, la ecuacién
dindmica en S’ sera:

S)-mg+2mg=md, = a',=g>0 (notar que la normal ¢ =0)

EnS’, el hombre parece ascender @n= ¢

« Este ejemplo nos hace pensar en lo siguiente. ipartante caracteristica de las
fuerzas de inercia es que siempre son proporciemale masa inercial Lo mismo vale
para la fuerza gravitatoria, que siempre es propoat a la masa gravitatoria. Como
ambas masas son indistinguibles, la fuerza gravitaimisma tiene apariencia de
fuerza de inercia. En las ecuaciones anterioressengpuede distinguir qué parte
corresponde a un efecto de inercia y qué partaeggd gravitatoria. Es decir que, por
ejemplo, el hombre en el ascensor en caida libneuede distinguir si a) el ascensor
es un Sl y no existe campo gravitatorio, 0 bieneb)ascensor es un SNI con

d, =—@, 0 ¢) cualquier situaciéon intermedia (campo gedwiio mMas o menos
intenso, etc.). A partir de esto, Albert Einstemstuldé que las fuerzas inerciales no
pueden distinguirse de las de gravitacion (equintaleente, las fuerzas gravitatorias
podrian ser también efectos de inercia). Es dewr,se puede precisar cuanto
corresponde a la presencia de un campo gravitatan@nto a efectos de inercia. Sin
embargo, se podria argumentar que, si la gravitaeg un efecto de inercia, ésta
9



tendria que tener la misma direccion y sentidooglo fpunto. Einstein resolvio este
punto postulando que la geometria del Universoseuelidea sino riemanniana (es
decir, la geometria que se puede describir sobsuparficie de una esfera). Estas

consideraciones son las que dieron origen a laid eerla Relatividad General.

» Sistemas no inerciales rotantes (SR)

Vamos a ver coOmo se relaciona el movimiento dehjeto visto desde un SlI, con el
mismo movimiento visto desde un SR. Este tema figeees mas alla de lo académico,
ya gue nosotros mismos somos observadores parados daboratorio rotante, la
Tierra.

SeaS un SI, yS’ un sistema de referencia que rota respecto delepoi con un

vector rotaciénQ . Este vector, en principio, puede variar tantongdulo como en
direccion y sentido. Ambos sistemas de referengiac@en en el origen, ya que solo
nos interesa tener en cuenta la rotacion.

Como siempre, vamos a usar variables primadas qaaieeterizar lo que medimos
desdeS’, y sin primar par&. Supongamos que queremos describir el movimieato d

una particul® desde ambos sistemas.

Como el origen de ambos sistemas
coincide, la posicion de P esta dada
por el mismo vector en ambos

sistemas:

0 =1 0

¢, Qué varia, entonces, al pasar de un
sistema a otro? El vectas el mismp

pero varia su descripcion en

coordenadas
(1) = xOx+ y(O)y+ 412 (2a)

) = X(OR+y 0§+ 20z (2D)

Vamos a ver qué pasa con las velocidades. Si dexspecto del tiempo la expresion (1):

10



v 2% 3)

Tengo, en principio, que decidien qué
sistema de referencia voy a hacer la
derivada La razén es que, si me paro en el

sistema$, los versoregX, y,2) son versores

fijos (es decir, independientes del tiempo ya

gue no se mueven), y los verso(g§y',z ')

son versoresnoviles(es decir, dependientes
del tiempo, pues rotan con el siste®¥

mientras que, si me paro en S’, los versores

fijos son (X',¥',2"'), y los moviles son

(% %2).

Resumiendo:

> Derivar en el sistema de referenciasignifica que(X, ¥,z )son versores fijos y, po
tanto,tienen derivada nulamientras qud€x’,y',z 'son moviles ysu derivada no es nula
> Derivar en el sistema de referenciasggnifica que(x', ¥',Z ')son versores fijos y, po

tanto,tienen derivada nulamientras qu€Xx, ¥,Z »on maviles ysu derivada no es nula

Teniendo esto en cuenta, vamos a hacer la der{@xgarados en el sisterSa

dr(y)| _dr)
dt g dt |

(4)

donde la barra vertical y el subindice indican e® gistema de referencia estamos
derivando.
» Para derivar el primer miembro, tomamos la expre§a):

dr(t) _ dx(®) ;, dytt) g+920 5 g
dt |odt dt dt

(5)

Esta derivada, no cabe duda, esdicidad de P respecto del sisteménStar que los

versores(X, ¥,z )no se derivan).

» Para derivar el segundo miembro de (4), tomamosxfaesion (2b) (es decir, el

vector posicion expresado en las coordenadassiehs S’):

11



dr()] X gy K, VO dy L020) 5, &
dt | dt X(t)t at T YOG g Z(t)dt

dr @] _ (X, dy) ., d20) dy @&

ot S—( at g Vg j(x(t) +Y(t) +2Z(t) j (6)

v(t)
donde se han derivado los versof&§y',Z')) porque en el sistem& son versores
moviles. Claramente, la expresion (®)es la velocidad dé® respecto del sisten®i. La
velocidad deP respecto d&’ debe tener la siguiente expresion:
d)((t) ot dy'(t) ' dZ(t) 5

dt

vi(t) =

dt
gue coincide con el primer paréntesis de la ecad@p
dr(t) _, ( X dy d%'j
— =V +| XO)—+Yy Q) —+Z({t)— 7
at | (t) ()Olt y()oIt ()Olt (7)

Falta saber, entonces, a qué corresponde el seganéntesis. En cada término de éste,
tenemos que calcular la derivada de un versor.e€znde entrar en calculos laboriosos,
pensémoslo de la siguiente manera:

Cada uno de estos versores, por ejenp]o,
puede representar la posicion de una

particula (como laA en la figura).

Entonces,a va a ser la velocidad de

dicha particula medida éd Como X tiene

modulo constante (%=1 ), solo es

v

velocidad tangencial de rotacion, ya que el

versor X 'rota con el sistem&’. Tal como

vimos en el capitulo de Cinematica, esta

velocidad se escribe, en funcién del vedior

&

:QX)'Z' (8)

(e
—

Entonces, cada término del segundo paréntesis)deg6lta (seguimos ejemplificando
con la componente ex ) '

1 d)’z' —~ S ~ Vil
X(t)E=Q><(><(t)X)=Q><X(t) )
Sumando las tres componentes, finalmente resulta:

(t) =V (t) + O xT (10)

12



Entonces, en (4):

V(t) =V'(t) + QxF (11a)

En esta ultima expresion, puede ponerse indistieméaT o r'. Obtuvimos una relacién
entre las velocidades d@ medidas desde ambos sistemas. Notemos que esanuest
archi-conocida ley de adicion de velocidades:

V() = V'(t) + Varrastre

donde la velocidad de arrastre (o velocidadsteespecto d&) es, como debe ser, una
velocidad de rotacion.

La expresion (11a) es facil de interpretar si rermmos en el sisten&

V'(t) =V(t) - QxF (11b)

Vemos que el observad& debe restar su propia velocidad a la velocida® deedida

desde el SI, para obtener la velocidad que él nkideejemplo, si estamos parados sobre
una calesita que gira en sentido horario, y obseogaun arbol, veremos que el &rbol

gira con la misma velocidad angular, pero en seraittihorario.

Un detalle matemético

Notemos un detalle interesante. La relacion (1&)aptuvimos se puede escribir:
dr| _dr
dt|g dt

—

+ QT (12)
<

significa derivar 1 en el sistema ,Ses decir, derivarlo

. dr
Donde, como ya vimos—
dt|g

. Ao s Loodr| L
considerando a los versorés Y, z) como versores fijos, y(i significaderivar r en el

S

sistema S’es decir, derivarlo considerando a los vers¢x&s/', 2 comp versores fijos.

Notar que la ecuacién (12) puede escribirse deglaente manera:

r*:(E +éxjr
s \dig

donde hemos definido wperador es decir, un simbolo matematico que nos indiga q

d
dt

operacién debemos hacer:
d| _ ( d
g Ldt

dt
(Esto no es nuevo. Son operadores, por ejemplo, ?j'? , X7,

+0 x] (13)

S

13



Este operador nos indica como relacionar la ddav@de un vector en un Sl, con la

derivada del mismo vector en un sistema que raf@ero del S| cof). En este caso,

este operador esta aplicado sobre el vettddin embargo, esto es totalmente valido para

cualquier vector. Si en vez die aplicamos el operador sobre un vectarresulta:

a5 A= 9] sox|A
A _A L exA
dtS dts,

y esta expresiéon nos dice que la derivadaAden el sistemaS (es decir, donde

(%, ¥,2) son versores fijos), es igual a la derivadaAlen el sistem&' (donde los

versores fijos sofX', §', 2 )) mas el producto vectori@ x A.

 Vamos a encontrar ahora la relacion entre las @mtmes deP medidas desde
ambos sistemas. Lo haremos siguiendo el mismo mé&jod para encontrar la relacion
entre las velocidades, y luego, usando el operd®)r

Derivemos la expresion (11) respecto del tienpaoados en el sistema S

W) _ | | d@xn)

(14)
dt |g dt |[g  dt |g
1 2

Analicemos cada término de la ecuacion (14):
v (t)

it = a(t) : este término es la aceleracionRigespecto d&

S

V' (t - L. L.
(1) # a'(t) : nuevamente, este térmimm es la aceleracion derespecto d&’
s

Calculemos ambos términos del segundo miembro éeuacion (14). Por simplicidad,
vamos a trabajar con una Unica componente, yaogias son equivalentes:

) d, ... dv, . &
1) 2 = — (v X') = —2X+v, —
) dt dt( <) dt =~ " dt
(15)
En esta Ultima expresion:
dv, ., . . :
> d—txx': a, :sieslacomponenkede la aceleracion d@medida ers’
ax = .
» — =QxX .estaderivada ya la calculamos.

14



Entonces:

M:a;(+f)x(v'x§<')
vy (1) = é’_;( +Q ><\7)'( (16)
dt
2 9@xN)| 40 L o A Sy .
dt |g dt dt
——

=V
__dQ > :
donde hemos llamadp :Eal vector aceleracion angular del sistegiaespecto d&.
El dltimo término queda escrito en funcion dela velocidad de P respecto delSya
: dr . .
que la derlvadaa la estamos haciendo parados en el sist®m@omo queremos que la

expresion quede en funcidon de las variables primataS’, reemplazamos por

V=V+QxF (ecuacion (11)):

d(Qxr) = pxF +Qx (V+QxF)
dt
s
% = pxF +Qxv+Qx (QxT) (18)
s

En la ecuacion (18) tenemos un doble producto viettque, aunque puede quedar
escrito de esa manera, vamos a re-escribir defarmea mas conveniente. Para ello,
notemos que:

El vectorr puede descomponerse como:
SLds

donde:

> nes la componente déparalela al vector
rotacion Q ;

» Tg es la componente déperpendicularal

vector rotacionQ .

Entonces:
QxF = Qx(F+y) = QxTy

15



ya queQ x f; = 0. Entonces, en la ecuacion (18):

d(QxF)

& =X +QxV+Qx (QxTy) (19)

s
Todavia podemos hacer algo mas. Vamos a aplisiguéente identidad vectorial:
Ax(BxC) = B(ALC) - C(ALB)

conocida comunmente usando la regla mnemotécnimea*gaballo” (con perddn de la

falta de ortografia)

Entonces:
dOQXN) _ pxr + Gxv+O(@ ) - F(O (D)
dt s T \?2’7

Hemos, asi, conseguido una expresion mucho masliaeque el doble producto

vectorial:

d(QxF)

dt = pxi +Qxv'-Q%r, (20)

S

« Juntando ahora las expresiones (16) y (20), finaleneesulta:

a(t) = a'(t) + pxr + 20 xv'-Q 5 (21a)

O bien, si queremos la aceleraciorRdmedida desde el sistema rotaBte

a'(t) =a(t) + 1 x y+20xQ + Q%F; (21b)

Usemos el operador (13) que definimos anteriormgrdea encontrar este mismo

resultado.Como queremos encontrar la aceleracion en ehsistetante, usamos:

d _[9) _a.
dtjg (dt/g
aplicado av':

LCLA QN Sy e
dt|s dt|g
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Como la derivada del segundo miembro eS§ erscribimosv' en funcion dev (ecuacion
(11b)):

o {—d("‘ﬂ”) _va-}ﬂ _A@xN)f gy
dt|g dt s dt|g dt |
a a
Entonces:
a=a-22 xr-QxI| _Qxyza+FxprixQ+7x0
dt | dt|g
\ﬁﬁ/

donde hemos permutado el orden de los factoressgprbductos vectoriales para que los
términos resulten positivos. Finalmente, como queseque la expresion de quede en
funcion de las variables del SR, volvemos a esctibén funcion dev '

+(V+QXF)x Q +V%xQ

+UXQ + (QXF)x Q +V'xQ

+2U%Q + (QAxF)xQ

Si volvemos a usar la identidad vectorial “vacaatiab, finalmente resulta la expresion
(21b):

» [Esta expresion no es tan sencilla de interpretawoda expresion (11b). Vamos a ver
qué representa cada término y algunos ejemplogaroa facilitar su interpretacion:

% a'(t) :eslaaceleracion d&@medida en el sistema rotarge

« a(t) :eslaaceleracion demedida en el sistema inercil
% Fxj : este término tiene en cuenta que el vectorcimaQ con el que rota el

sistema rotante S’ puede variar con el tiempdXsi cg, este término es nulo)

< 2UxQ : aceleracion de CoriolisEs ortogonal & ¥ a Q. Notar que solo aparece si
el mévil se mueve respecto de S'.

X QZFD : aceleracién centrifugaTiene direccion perpendicularG () y su sentido

siempre es alejandose del centro de rotacion. &&sti@racion aparece aun cuando el
movil esté en reposo respectolle
e Si ahora multiplicamos la expresién (11b) por lasenan de P, obtenemos una

ecuacion que describe la situacion dinamica de & sistema S’

ma' (t) = ma(t) + mr x j + m2v'xQ + mQ 3 (22)
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¢, Qué parte de esta ecuacion se puede relaciondasdoerzas de interaccion? Solo

ma(t), dado quea t( )es la aceleracion deen el sistema inercial:

—

Fine = ma(t)
El resto de los términos corresponde a efectoqeieia o fuerzas inerciales, es decir,
aparecen en el SR para explicar el tipo de desérnipgpue hace el observador no inercial

del movimiento d€°. Entonces, el segundo principio en el SR se axscrib
e (t) = Fing + , + fc + fey (23)

donde:

X fy* =mr xy es el efecto de inercia que aparece cuando ebrvamacionQ no es

constante.
X Fg =m2v'xQ es el efecto de inercia llamadoerza de Coriolis que aparece
cuandoP tiene velocidad respecto del SR.

< f& =mQ%, es el efecto de inercia llamadaerza centrifuga que aparece

siempre.
* Veamos en algunos ejemplos cOmo aparecen esta®<fede inercia y cual es su
funcion.
» Ejemplo 3 Estudiemos el movimiento de una masa m engaregada riel que gira

con Q = cE, sobre una mesa sin rozamiento, desde dos sistEmagerencia:

a) SR que rota respecto de la mesa con el mismorvetacion que el riel])

b) Sl fijo a la mesaS)

a) Se nos pide describir el movimiento
de m respecto de un SR que rota con el
mismo vector rotacion que el riel. Es
evidente que el movimiento deva a ser
rectilineo en dicho SR, ya que, Ssi

eliminamos la rotacion del rielm solo

puede moverse a lo largo de éste. Nos

conviene, entonces, adosar &' un
U g ® Q =03 sistema de coordenadas cartesiano

(x',y',Z') de tal manera que uno de los

ejes k') coincida con la direccion del
riel.

La ecuacion dinamica € es la ecuacion (22), es decir:
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Ma'= mé +mP X j + m2v'xQ + mQ%r, (24)
Vamos a expresar cada elemento de esta ecuacfanadn de las coordenadas 8e
> mi=FK =R ¥

Como a es la aceleracion vista desde el Sl, esta reladmrcon las fuerzas de
interaccion. La Unica fuerza de interaccion presest la fuerza de vinculo del rig|,,
(ademés del peso y la normal que no considerames pa afectan la dinamica del
sistema-se compensan-) que, como ya hemos vistdtag@erpendicular al riel.
> Q=Q7

Este es el vector rotacion del SR respecto del S8 Notar que la direcciom'

coincide conz.

> mrxp=0
Como Q = cE, Vzd—Q:f)
dt
> F=F,=x&

La posicion dem siempre es sobre el eje Notar que, en este cagoF ;.

> V'=xXX
Como el movimiento es rectilineo, la velocidadhlenS’ tiene direccior’.
> a=xx

Vale la misma consideraciéon anterior.

* Con todo esto, volvemos a la ecuacion (24):
M &= Ry +m2(X %) % (Q2) + Q2X K|
=Ry 94{2%9(&;_2;) + szfc} (25)
e
=Fvy+mL2XQv+sz%]
Separando la ecuacién en componentes:
X) k= mQ%x'= f5 (26)
y)0=F, -2mxQ =F, - fc (27)
» La ecuacion erx' es la ecuacion de movimiento, Reordenéandola:
X') ¥-mQ2x'=0
Resulta una ecuacién de Euler homogénea, cuyai®olae puede escribir (ver capitulo

de Oscilaciones):
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X'(t) = Ach(Qt + ¢)

(28)

dondeA y ¢ son dos constantes de integracion que se deternpoa ejemplo, con las

condiciones iniciales. Se observa que la masadianalejarse del centro. En el SR, es la
fuerza centrifugafs; = mQ2F, (es decir, el efecto de inercia representado fge) la
guegobierna (explica) el movimiento.

» La ecuacion ery'es la ecuacion de vinculo. En ella, intervieneukerZa de Coriolis,

fo =m2v'xQ. Noten que este efecto de inercia compensa aeladude vincul®,

verdadera fuerza de interaccion, de tal manerabpm®vimiento er§’ resulte lineal:
En el sistem&’, en todo instante, la fuerza
= —%
FV fo de vinculo es perpendicularva, por lo que

actuaria, en parte, como fuerza centripeta,

<l

cambiando la direccion de la velocidad.

ComoV 'no cambia de direccion en S’, debe
—-%
fC haber un efecto de inercia que anule el
efecto deR, . Este efecto de inercia es la

fuerza de Coriolis.

La ecuacion ery ,'nos da el valor de la fuerza de vinculo:
OR | *
Fv =2mx'Q = f¢

Este valor, debe coincidir con el valor que en@mtss al plantear este mismo problema

en el Sl, ya quéas fuerzas de interaccién no dependen del sistsnaferencia

b) Veamos como describimos el movimientamdesde el S8 Si nos paramos en S, el
movimiento va a ser curvilineo, por lo

que nos conviene usar coordenadas

Y a I:V polares (ver figura)
m Notese que las direccionds’,y del
é _ r SR coinciden, respectivamente, con
2 ' (f,é) , por lo que, es de esperar que
- ; obtengamos para(f,é ) ecuaciones
U9 ©Q=Q7 20




similares a las que obtuvimos paf&,y') . Sin embargo, es importante notar la
diferencia.(X', ¥ ')es un sistema de ejes rotantes, pero que, respelctistemas’, son

fijos. (F,6) son coordenadas que siguermaen su movimiento, es decir, se mueven

respecto dé& (su variacidbn nos muestra como se mueve la rmagata desde el sistema

9.

» Escribamos, entonces, la acelerac&em en coordenadas polares:

ma = m(i' —r§2)F + m(2r 6 +r6)6

Con la condicién de vinculé = Q = cte:

M = m(i = rQ2)f +2mrQé

En S se cumple el segundo principio, es decir:

mé = m(i - rQ?)f +2miQé =R, =R, 8

En componentes:

Ni-rQ%=0 (29)
6) 2mrQe = R, (30)

(Confrontar las ecuaciones (29) y (30) con las (2@)7), respectivamente)

» La solucion de la ecuacion (29) se puede escribir:
(31)

r(t) = Ach(Qt + ¢)

y la ecuacion (30) nos da la fuerza de vinculo i@bente, debemos encontrar el mismo
resultado que en la ecuacion (27). En funcionideipo:
Fv = 2mAQsh(Qt + @) (32)

» Las ecuaciones (28) y (31) son idénticas Sin egthaqui vemos la diferencia entre
la descripcion del movimiento e§ y en S En el sistemaS’ tenemos una Unica

coordenada de movimientx'( y la trayectoria es una recta (8h el versorx 'es fijo).
En S, hay dos coordenadas de movimientoy(6) y el movimiento es en el plano i

no son versores fijos €9:
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=l

Vemos como se comporta la fuerza de vinculo:

> Ry, provee la aceleracion centripeta

Xy

> If\,, provee una aceleracion tangencial, de tal manam & movimiento es a

6 = Q = cte (jla direccién tangencial dada pdrno coincide con la direccion d%l)

* Notemos finalmente, lo siguiente. La aceleraciére aqituvimos enS’, a', (de

ecuacion (25)) es:
XK'=a-2X Qy+Q2x X
Vamos a escribig con su expresion en polares:

XK= (F-rQ?)F + 2Q0 - 2X QY +Q2x X

a

A

Pero comoX'=f y y'=6, X=r y, por lo tantoX'=r, X'=f, ponemos toda la expresion

en funcion de un solo juego de coordenadas:

XK'= (X=X Q2)X+2% QY — 2% QY +Q 2 X X
a

Observamos que:

> fo compensa §-x'Q2%'=-rQ%f) de la aceleracién en polares, y
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rad Al O — : o HF4
» fo compensa agx'Qy'= 2rQr ) de la aceleracion en polares,

de tal manera que la aceleraciorsénesulte lineal.

Veamos otro ejemplo:
Ejemplo 4 Sea una bolita de masaque realiza un movimiento circular uniforme con
velocidad angulat. , atada a un hilo de longitlRl cuyo otro extremo esta fijo al centro
de la circunferencia. Calcular la tension del hjlolas fuerzas inerciales para los
siguientes sistemas de referencia.

a) SNI que rota corw (la misma velocidad angular de la bolita)

b) SNI que rota coM < &

a) Como el SNI gira con la
misma velocidad angular que
la masam, ésta estara en
reposo respecto de él.
Elegimos un  sistema de
coordenadas cartesianas
(X', y") como en la figura, de
tal manera que la masa se

encuentra sobre el eje.

La Unica fuerza de interaccion es la tensiarEntonces:

Ma' = WA +MF X j + m2V'x@+ W’y
=g T
0

T 0 0
(aw=cte) (v'=0)

De donde resulta:
0 = -TR+mw’r,
Se observa que la fuerza centrifuga compensaem$#on, de tal manera que la masa se

observa “detenida” en el SNI.

Recordando que; es la componente del vector posicion perpendicalavector

rotacion, entonceg; = RX' y finalmente resulta:
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T = -mw’ RX

resultado esperado, ya que nos dice que la tessibamporta como fuerza centripeta.

b) Ahora el SNI gira cof2 < &, es decir, la masa no estara en reposo respecto de él.
Intuitivamente, se ve quen va a realizar un movimiento circular (en el SNigmos
también la condicion de vinculo= R)

Vamos, entonces, a elegir un sistema
de coordenadas polares, pero
referidas al SR Vemos que el
angulo que el vector posicion
forma con el ejex' es@, es decir,

la posicion dem respecto del SNI
forma un anguld con el ejex que

es:

g=6-0

donde:

» 0 es el angulo que form@a con

el ejex,
» © es el é&ngulo que va
describiendo el ejex respecto del ejadel SI
Derivando la expresion anterior:
g=6-0
w=w-Q
Escribimos, entonces, la ecuacion dinamica en &l SN
mé'= mé + f + for
1) ma =T (como siempre). Ya lo calculamos yES -ma?RFf . ES la misma fuerza que
en el caso anterior, ya que, como ya hemos merdngies fuerzas de interaccion no
dependen del sistema de referencia.
2) f& =mQ?r, = szRr“} _
. . = notar que la velocidad angular que aparece enféa$os
3) fc =2mMmv'xQ
de inercia efa del SR respecto del SI.

V' es la velocidad de la masarespecto del SR. La calculamos usando la ecuacién
(11b):
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V'=V-QxF =@xi - Qxf = (- Q)xr
V'= (w- Q)R(ZXf") = (w- Q)RE'
Calculemos ahora la fuerza de Coriofis:

f& = 2m(w- Q)REXQZ
o

fo = 2ma QRF
Notar que, en este casf, también tiene direccién radial. La aceleraciémuen el SNI
sera, entonces:

a':l + 20 QR+Q?’R¥'=

m

- w?R+ 2(w- Q)QR+ Q*R] P
~Rl? - 240 + 207 - Q"
-Rlw-QJ’F

= R F'

Es decir, obtuvimos la aceleracion que esperabaNuiar que se trata de la aceleracion
centripeta que corresponde a un movimiento circoter velocidad angular constante
a=a—-Q.

Analicemos el resultado obtenido. Vista desde NI, 3n realiza un movimiento
circular cona . Por lo tanto, la suma de la fuerza de interacgoesente y las

seudofuerzas debe comportarse como fuerza ceatripet

> T provee la aceleracion centripeta que

se observa desde el SI;

—

> fo compensa la aceleracion centripeta

del SR - Q?Rf).
> Fé agrega lo que falta para que la

descripcion del movimiento d@ en el
SR sea un movimiento circular uniforme
cona'=a-Q.

fo y fe deben ser ambas radiales vy

salientes pues «'<a (es decir, la

aceleracion centripeta en el SR es menor, en modul la que se obtiene en el SI).
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Cabria preguntarse qué resultado se hubiera obtehid > ¢« (y, por lo tanto,c'<0).

(Notar que féf no cambia...). En ese caso:

6'=2n-(©-6)

= 0=6-0<0= <0
= feo = 2majORF

y V'=wREG'=-w|RE

Luego, desde el SR) se ve girar en

sentido contrario que desde el SI.

Lo que observamos de estos ejemplos es quedowefde inercia que aparecen en un
SR se adaptan a las caracteristicas del movimigeltsistema en estudio. La fuerza

centrifuga tiende a compensar la aceleracion petéridel SR, de tal manera de “anular”

-%

la rotacion del sistema para un observador parateesel. Por su parte, , anula la

aceleracion angular del SR (en el caso en@uece ). El efecto de Coriolis aparece si el
cuerpo estd en movimiento respecto del SR, detald que “completa” la descripcion
del movimiento en este sistema.

Por ejemplo, supongamos una particula que seaenerVinea recta respecto del SR
(por ejemplo, una mosca sobre una plataforma gigdfale tal manera que pasa por el

origen:

En el origen, el Unico efecto de inercia

es la fuerza de Coriolis (la fuerza

centrifuga f&; =0, ya quefg =0).

¢, Por qué aparece Coriolis en este caso?
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Desde el Sl, la trayectoria de la mosca
seria aproximadamente como se ve en
@ la figura. Es evidente que tiene que
estar actuando alguna fuerza de
interaccion para que la trayectoria sea

curva. ¢Cual es esta fuerza? Nada

»  menos que la fuerza de rozamiento
estatica (suponiendo que la mosca

camina normalmente, sin resbalar). El
: efecto de Coriolis en el centro de la

plataforma es, entonces, compensar esta fuerzantdeadcion para “enderezar’ la
trayectoria en el SR. Notar que, en cualquier gato de la trayectoriaﬂ?éf y 1?5

cumplen esa funcion.

La Tierra como sistema rotante

La Tierra es un SNI por excelencia, si tenemosuwamnta la rotacion alrededor de su
propio eje, mas su movimiento de traslacion alredet®l Sol. A estos movimientos,
ademas, deberiamos sumar el movimiento del sistmi@a en la Via Lactea, mas la
traslacion de la galaxia, mas... Despreciando todtsselltimos movimientos, cuyos
efectos son pequefios frente a los efectos debidasaacion, vamos a estudiar a la
Tierra como un SR.

La Tierra gira sobre un eje propio, que pasa@®Plolos y forma un angulo de 23° 27’
respecto de la normal al plano de la eclipticad@sr, al plano que contiene a la oOrbita
terrestre alrededor del Sol). Esta inclinacion hque la Tierra se comporte como un
trompo, pero de ese fenGmeno nos vamos a ocupaadeéste.

El periodo de rotacion de la Tierra es de un idi@rso, es decir, de 23 hs 56’ 4", por
lo que su velocidad angular es:

21 17 29212x10° "4

Q=——
86164s S
que resulta un valor bastante pequefio. Considereams modelo, una Tierra esférica

con un radioR C 6400km y una masaM = 59736x10%kg*

®En realidad, la forma de la Tierra se denomgjeaide, es decir, ligeramente aplastada en los Polos y
mas abultada en el Ecuador, por efecto de laiéotac
* http://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheéieat. html
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» Un observador situado sobre la superficie de lardiexperimenta unaceleracion

centrifugaque depende de la latitud en la que se encuemntrafe€to:

Q 'y
r . = Q% = Q%Rcosh i,
. = 0034c0s6 7, (-0
_______ rD S
6 siendod la latitud geogréfica.

: Esto produce varios efectos:
0 La aceleracion de la gravedagarenteo

efectivaque sufre un objeto en reposo sobre la

superficie de la Tierrag,,, difiere de la que

observaria un observador en un Sl, no solo en
mddulo, sino también en direccion:
J. =g+a, =-gf +Q*Rcosf
Notese que este efecto es maximo en el EcuateOf), donde la aceleracion centrifuga
tiene la misma direccion que la aceleracion de riveglad, pero sentido contrario,

mientras que en los polog,, =J (es decir, la aceleracion centrifuga es nula y se

experimenta solo la aceleracion de la gravedad).

La aceleracion centrifuga crece con la distarictzmiro de la Tierra. Por ejemplo, un
satélite ubicado en el plano ecuatorial, a unosO@&®n del centro de la Tierra,
experimenta una aceleracién centrifuga que igualanedulo a la aceleracion

gravitatoria. Efectivamente:

GM

QZ

GM _ 1/3
gef(9=0)=g+a;f=——2r“+err“=o:>r=( j = 422069 km
r

. GM . . . »
donde hemos usadp= - r, es decir, la expresion exacta de la aceleracetad

r2

gravedad, ya que el satélite se encuentra a gtaraakspecto de la superficie de la
Tierra (ver capitulo de Interaccion Gravitatori&). es la constante de gravitacion

universal, cuyo valor s

m3
G 0 6693x 10‘“—2
kgs
A esa distancia, un satélite, visto desde el sstdenreferencia de la Tierra, estaria en

equilibrio y, para un observador en el Ecuadormpeeceria siempre en la misma

®J. B. Fixler, G. T. Foster, J. M. McGuirk y M. Kasevich, Scienc815, 74 (2007)
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posicion respecto de él. Esto es lo que se denommrsatélite geoestacionarig su
periodo de revolucién es igual al periodo de rasiGluterrestre. Notar que, dado que se
encuentra en reposo respecto del sistema de referenrestre, no es afectado por la
aceleracion de Coriolis.

o Un segundo efecto debido a la aceleracion cengjftejacionado con el anterior, es
la desviacién de la vertical del lugar respectdaddireccion radial terrestre. La vertical
del lugar se determina mediante una plomada enlil@guirespecto de la Tierra.
Calculemos dicha desviacién. Supongamos una plooadaasan, sostenida por un hilo

ideal.

El efecto centrifugo desvia el hilo de la
0 = plomada respecto de la direccion radial. La

direccion del hilo (y, en consecuencia, la

v
N¢ N
9%
N
Q4

Ao 7 de la tensionT ) determina la direccion de

la vertical aparente del lugar.

De no haber efecto centrifugo, el hilo tendria ileation radial 8 Por lo tanto, la
desviacion de la vertical debida a la fuerza ckrga es el angulo entre esta direccion
radial y la de la vertical aparent®, para la latitudd del punto de suspensi&@del hilo
de la plomada. Por supuesto, el esquema esta extapnente exagerado. Teniendo en

cuenta la enorme longitud del radio de la Tier@nparada con la longitud del hilo,
puede considerarse que la direccion radial defipiotael pesoP y la dada pofs son
practicamente paralelas. En consecuencia, el arsyelatre la direcciéon d@ y la deT
es practicamente igual@. Podemos, entonces, despreciar la infima difeseecire la

latitud del punto de suspension y la de la nmasa considerar & como el angulo de

desviacion de la vertical.
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Como la masa m esta en equilibrio en el

sistema rotante:
T+P+f,=0= T=—(P+f)
es decir que la direccion de la vertical

aparente va a estar dada por la resultante

(P+f.). El médulo deT se considera el

peso aparente del cuerpo, es decir:

‘f‘ = MO

Usando el teorema del coseno:

g2+ (eru)2 -29Q°%r, cosd = g

g°+ (QZRCOSH)Z -29Q*Rcos’ 8 =g’
Por el teorema del seno:

Q’Rcosf _ Yo _ Q%Rcosfserd _ Q°Rsen(26)
= .= =

=
sere serd sere 2sere

donde hemos usado qnesxsenx:%ser(Zx). Con lo que

resulta:
2 2
92 +(Q?Rcosd)? - 2gQ*Rcod 6 = (Mj
2sere
42
g°> +Q*R?cos’ 8-29Q*Rcos’ @ = QR serj(ze)
4sere

Reordenando la expresion:

Q*R’serf (26)
g°> +Q*R?cos -2gQ°Rcos 8

4serfe ==

Q*Rsen26)

Sere = —
2(g2 +Q*R? cos’ 8 - 2gQ°Rcos’ 9)
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Hemos encontrado la desviacion que presenta leakedel lugar en funcion de la latitud.

Sin embargo, teniendo en cuenta qes muy pequefio, se justifica despreciar los

términos emQ?’Rfrente agen el denominador, con lo que:

2
ed arcserEQR;—er(zg)j Darcser{0,00173en(26))
9

£ A
e
0.086°~~———3— —————— A i ——————— i ——ﬂﬂif fffffff
0.049°f ———— -~ :——————fi fffffff i fffffff i fffffff : *******

0° 15" 36" 45" 66" 75" 90° 5

Desviacion de la vertical del lugag,, en funcion de la latitud

Notese que la desviacion es nula para los Pdios90°) y para el Ecuadorg(=0°),
mientras que es maxima para los 45° de latituBjesi aun este valor maximo es muy
pequefio (del orden de la centésima de grado).

» Si el objeto que se estd considerando esta en riemtomrespecto de la Tierra, al
efecto debido a la aceleracion centrifuga, se measel de laaceleracion de CoriolisEl
efecto de Coriolis sobre el movimiento de los algesuele ser muy pequefio. Por
ejemplo, para que un objeto experimente una acéberale Coriolis igual en modulo a
g, su velocidad respecto de la Tierra debe ser:

vO-2 =14x10° ™
2Q s

<=

Sin embargo, aunque la magnitud de la aceleracO@atiolis pueda resultar pequenia,
puede originar grandes desviaciones para recoragiensos, por ejemplo, en el caso de

vientos o proyectiles de largo alcance. Veamosnalg@jemplos.
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0 Supongamos un movimiento en un plano horizontgllishdo un paralelo, a una

cierta latitud, en el hemisferio norte y en el h&femio sur.

—
Qt
-7 RS
/’ \\
., ~
, N
’ A .
A AR 1
k’a’ ‘\\ V
¢ -——-—_
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T \ f
P ]
, \ C
\
____:_ ________________________ e
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En este caso, la aceleracion de
Coriolis tiene la misma direccion
y sentido que la aceleracion
centrifuga.

El movimiento sobre un paralelo
es un movimiento circular; por lo
tanto, tanto la fuerza centrifuga
como la fuerza de Coriolis, (junto
con la verdadera fuerza de
interaccion-la gravitatoria-)
proveen la aceleracion centripeta

en el SR.

o Si el movimiento es a lo largo de un meridiano:

N
A

La fuerza de Coriolis tiene sentido
contrario en el hemisferio norte que en el
hemisferio sur. Por ejemplo, si el
movimiento es de sur a norte, en el
hemisferio norte tiende a desviar la
trayectoria hacia el este, mientras que en el

hemisferio sur, lo hace hacia el oeste.

Podemos calcular este efecto. Para ello, considereihrsiguiente esquema:
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v'=v'ég

N
1) Q = Q(cosbd + serd f
V' La fuerza de Coriolis sera, entonces:
0 4 ' f = 2mixQ = 2mv Q8 x (cosdl + serd f)
®2 = 2mvV Qserd(6 x f)
A =-2mvV Qserd 2
\\ 6

En el hemisferio N, entonces, la desviacién es en

v

(-2) (entrante), es decir, hacia el E.

En el hemisferio S, el angulo es, para la misma
latitud S:
g=2n-6

con lo quesen2n - d) = -serd . Por lo tanto:

fo =2mvQserd 2

y la desviacién es en (saliente), es decir, hacia el O.

o El efecto horizontal puede verse también en el lemode un huracan. Si se
desarrolla un centro de baja presion en la atmesétviento fluira hacia el centro. Visto
desde un SI, dicho movimiento sera radial haciaeetro de baja presién. Observado
desde el sistema terrestre, la aceleracion de l3odiesvia las moléculas de aire hacia la
izquierda de sus trayectorias en el hemisferiogamdo por resultado un movimiento en
el sentido de las agujas del reloj. En el hemigfadrte, la rotacién de los vientos resulta
en sentido antihorario. En el esquema, el circefrasenta un centro ciclénico (baja
presion); las lineas radiales, las direccione®deientos vistas desde un Sl, y las flechas

curvas, las direcciones de los vientos vistas dek8® de la Tierra.

33



Tema avanzado: Objeto en caida libre.

Un objeto en caida libre se observa desde ung8lesido un movimiento radial, es
decir, dirigido radialmente hacia el centro de larfB. Desde el sistema de referencia
terrestre se observa que el objeto sufre una dedwichacia el este, debida a la
aceleracion de Coriolis. Calculemos la trayectaigadicho objeto, considerando las
ecuaciones de movimiento resultantes en un sistgona la Tierra. Para simplificar el
calculo, supongamos que el objeto cae desde uni ddl que puede despreciarse la
variacion de la aceleracion gravitatoria con laral Nuestro sistema de referencia se
encuentra a una cierta latitéd Adosamos a este sistema de referencia un sisilema

coordenadas, de tal manera que ekdjene la direccion que coincide con la trayectoria

del objeto en el SI, es decir, radial, y el vectiacion terrestr€ queda contenido en el
planozy. Como en los casos que hemos estudiado anterigpmenusamos variables

primadas en los ejes, para simplificar la, notaciéon

Q, Q

<v




Con esta eleccidn del sistema de coordenadasgtelrvetacion queda escrito como:
Q =Qcosp z-Qsenp §

donde¢ = g -8 es el angulo polar y, respecto de la Tierra, seménacolatitud

La aceleracion en el SR es:
a=-g-Qx(Qxr)+20xQ

donde:

r

A

+ W+ 2zZ  eslaposiciéon de la particula (en el SI @ eBR)

I
%

— .

Vv

I
&5

+VW+ 2  eslavelocidad del objeto en el SR
a., =-Qx(Qxr) eslaaceleracién centrifuga

a. = 2UxQ es la aceleracion de Coriolis

A

d=- es la aceleracién “real”, provista por la iateion gravitatoria
Calculemos las aceleraciones debidas a efectowedsd. La aceleracion centrifuga:
a., =-Qx(Qxr)=-QQF)-F(Q Q)]
= Q*{(cosp 2~ serp y)[(cosp 2~ senp §) XX+ yy + 2)] - (3 + yj + 2)}

donde hemos usado la identidad vectorial ya coaocid

-k

dc = ~Q*{(cosp 2-serp §)(zcosp - ysemp) - (XX + Yy + 2)} =
= —Qz{zcos2 @ Z—zcosp senp y — ysenp cosg Z+ yserfg ¥ — (XX + yy + 29_)} =

=-Q%z€oS ¢ -1)z+ y(serfg —1)y - zcosp senp §— ysenp cosp Z— xX] =
-serfg —cos ¢

= Q*[(ycosp + zsemp)(senp 2+ cosp §) + x|

La aceleracion de Coriolis:

ok

a. = 2UxQ = 2Q(3& + V + 2) % (cosp 2—senp ¥) =
=2Q(-xcosp y+ ycosp X— senp z+ Benp X) =
=2Q[(ycosp + ‘Benp)X—xcosp ¥ — senp 7]
Ahora podemos escribir las ecuaciones de movimiemtoada uno de los ejes:
X)X = Q*x+ 2Q(ycosg + Benp)
y)y = Q?(ycosy + zsemp) cosg — 2Qxcosp
2)2=-g+Q?%(ycosp + zsew)senp — 2Q senp
De acuerdo a la forma de las ecuaciones de movioyieonviene hacer un cambio de
variables:
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n=ycosy + zsewyp —%senﬁ)
U = zCcosy — ysery

Puede notarse que esto es equivalente a rotgeky ¢ zen un angulap :

n+%ser‘¢ _( cosp semp)y
Qu - —-senp cosg )\ z

por lo que, la transformacion inversa se obtiet@nao los ejes y n en un anguld-¢):

y|_(cosp -—serp n+%ser¢
z eng  cosgp Qu

Con lo que resulta:

y(t) = (n(t) + % sen,rbj cosg —u(t)serp
Z(t) = (n(t) + % ser‘¢jser¢ + u(t) cosg

La variablen se define restando la constang%servﬁ para que no aparezca en las

ecuaciones de movimiento. Notar que esta primerabla, n, corresponde a una

direccion en el espacio

N = ycosy + Benp

que es perpendicularé:

AL = (Ycosg + "Benp) [{Qcosp 2— Qserp ) = Q(-sernp cosp + senp cosg) = 0
mientras que la segundag,corresponde a una direccion

U = Zcosg — penp

paralela aQ

G0 = (Zcosg — senp) [{Qcosp 2— Qsenp ) = Q(cos ¢ + serfd) = Q

Con estas nuevas variables, las ecuaciones de neovinresultan:

X)X = Q*x+2Qn
n)ii = Q%n - 2Qx
u)u =-gcosg

» La tercera ecuacion corresponde a un MRUEN:la direccion deQ, los efectos de

inercia son nuloslLa solucion es:
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uit)=C+ Dt—%gcosm2

Las primeras dos ecuaciones estmopladas Para resolverlas, podemos definir una
variable compleja

nN=x+in

de tal maneraqug=Ren y n=Imn.

Multiplicando la segunda ecuacién por la unidad gmaria, y sumando ambas
ecuaciones, resulta:

X+ii=Q%x+2Qn+iQ°n - 2iQx

X+ i =Q%(x+in) — 2Qi (x + in)

[i=Q% -2Qin

=/+2Qin-Q°n=0

Resulta una ecuaciéon diferencial de Euler, porde glanteamos una solucién de la
forman O e“. La ecuacién caracteristica resulta:

W +2Qiw-Q%* =0

cuya solucion es:
L2 J—;QZW _

Obtenemos una Unica raiz doble. Como se trata deecuacion diferencial de segundo

-iQ

grado, necesitamos dos constantes de integra@oéiy gue, para una ecuacion de Euler,

la solucion sera (ver capitulo de Oscilaciones):

n) = f(he™

donde f { )es una funcion lineal. Para mayor libertad, plamtes que los coeficientes de
la funcion lineal sean complejos de la formpa':

n(t) =(Ae™ +tBe™#)e™™

n(t) = Ae™ 9 + 1B A

Quedan, entonces, cuatro constantes de integra&i®)a y £ . Notar que, con la
notacion usadal y B son reales. Considerando la parte real y la insagirden () y

teniendo en cuenta la solucién para la ecuacian en
X(t) = Ren(t) = AcosQt + a) +tBcosQt + S)
n(t) =Imzn(t) = -AserfQt + a) —tBserfQt + 5)

ut)=C + Dt—%gcosm2
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Recuperando las variablegt) y z(t):

X(t) = Acos@Qt + a) +tBcosQt + f3)

y(t) =[-AserfQt + a) —tBser{Qt + ) + % senp]cosg —[C + Dt - % gcosg t’]senp

Z(t) =[-Aser{Qt + a) —tBser{Qt + SB) + % senp|senp +[C + Dt —% g cosg t*] cosg

» Planteemos condiciones iniciales para determisasdes constantes. Por ejemplo:
X(t=0)=0 x(t=0)=0

y(t=0)=0 y(t=0)=0

z(t=0)=h z2(t=0)=0

Es decir, el objeto cae desde una alhysin velocidad inicial respecto de la Tierra.
D x(t=0)=Acos@) =0

2) y(t =0) =[-Aserfa) + % senp] cosgp —Cserp =0

3) z(t =0) =[-Aser{a) + % senp]senp + Ccosg = h

4) x(t =0) =—-AQser(a) + Bcos(8) =0
5) y(t =0) =[-AQ cos@) — Bser{f)] cos¢g — Dserp =0
6) 2(t =0) =[-AQcos@) — Bser{f)]senp + D cosg =0

De la primera ecuacion resulta:
/N
cos@) :O:azz 0 A=0
Consideremos la primera opcion. Entonces:

2)[-A+ % senp] cosg — Cserp =0

3[-A+ %senﬁ]senyﬁ +Ccosg =h

4) - AQ + Bcos(B) =0

5) — Bser{f3) cos¢ — Dsernp =0
6) — Bser{f)senp + Dcosg =0

Multiplicando 2) porserg y 3) porcos¢ , y sumando ambas ecuaciones:

2) — Acos ¢ + % senp cos’ ¢ — Cserp cosg =0
Q = A= (é - hjser¢

3) - Aserfg + %serw + C cosg senp = hserp

Multiplicando ahora 3) poserg y 2) porcos¢ , y restando ambas ecuaciones:

w
(0]




2) — Acosg sernp + %serﬁﬁ cosg —Cserfg =0

= C =hcos¢
3) — Aseryp cosg +%serf¢ cosg + C cos’ ¢ = hcosg
Procediendo en forma similar con 5) y 6):
5) - Bser{f3) cos’ ¢ — Dsenp cosg = O} s serB =0 B=0
6) — Bser{)serf¢ + D cosg senp =0

5) — Bser{3) cos¢ senp — Dserfg =0

=D=0
6) — Bser{8)senp cosg + Dcos’ ¢ = O}

Finalmente, de la ecuacion 4):

2

4H-AQ+B=0=> B:Q(Qi—hjsenyﬁ
De esta forma, la solucién resulta:
X(t) = —[é - hjsemﬁ ser(Qt) + (Qt)(% - hjsemﬁ cosQt)
| -[9 _ _ 9 _ 9 -
y(t) —[ (Q 5 hjsen,rb cosQt) (Qt)(Q 5 hjsen,rb sern(Qt) + o7 sem} cosgp
—[hcosg —%g cosg t*]senp
Z(t) = {— (é - hjsemﬁ cosQt) - (Qt)(% - hjseryp sen(Qt) + % ser¢}ser¢ +

+[hcosg —%gcos¢t2]cos¢

Ordenando los términos y escribiéndolos en fundia latitudg:

x(t) = —(% - hj cos8[ser(Qt) - (Qt) cosQt)]

y(t) = {— (é - h)[COS(Qt) +(Qt) ser(Qt)] + % -[h —% g tz]}serﬁcosﬁ

2(t) = {— (é - hj[cos@t) + (Qt)ser(Qt)] + %} cog @+[h- % gt2]sertd

Hemos encontrado la solucién exacta, compatible leo@nica aproximacion que hemos
hecho (esto es, considerar el cuerpo cae desdaltuna tal que puede considerarse que

la aceleracion gravitatoria es constante). Sin egaygpodemos encontrar expresiones
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aproximadas, que nos van a permitir interpretas faéilmente el resultado obtenido.

s rad

Para ello, tengamos en cuenta que, dadouel0
Y

<=

> la cantidad% >>h (dado que la altura desde la que cae el objepe@seiia, como

para queg = cte).

1 403
ser(Qt) 0Qt — = (Qt)
» Qt=0, con lo que podemos aproximar 1 3

cosQt) Dl—E(Qt)2

Entonces:

X(t) D—Qi{(Qt) —:—13(Qt)3 ~ (@b +%(Qt)3}cos6?

2
g 1 2 > 1 4 1 2 » 1 4
)0 -—|1-=(Q1)° +(Qt)" —=(Qt)" -1|+h1-=(Qt)° +(Qt)* —=(Qt)" | -
y(){Qz{z()()3()}[2()()3()}
—{h—igt }}serﬁcos@ D(—Egt +h—h+§gt ]serﬁcos@zo
g

2(t) D—?[l—%(Qt)z +(Qt)? —%(Qt)“ —1};052 0+ h{l—%(Qt)z +(Qt)? —%(Qt)“}cosz 0+

+ [h —%gtz}serﬂ? D—% gt® cos’ 8+ hcos’ 8 + hserfd —% gt’serfd

1 donde hemos despreciado términos @A y superiores.
X(t) = 5 gQcosft® | Finalmente:

y(t) =0
R
z(t)=h 2gt

En esta solucion aproximada se observa que elcobjetcaida libre experimenta una
desviacion hacia el Este, visto desde el sistertent® de la Tierra. Estimemos dicha

desviacion, en funcién de la altura. El tiempoltdeacaida sera:
2h

t= |—
g

con lo que, la desviacion resulta:

%
x(h) = N gQ cose(z—h]
6 g

Por ejemplo, si el objeto cae desde una alturdd@ent
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Xx(h=100m) C 11 cmcosé

donde el maximo desplazamiento se observaria Bougldor. Notar que no hemos tenido
en cuenta la variacion de la aceleracion de laeglad con la altura, por lo que no puede
usarse esta expresién para objetos que caen distes anuy grandé@s o bien debe

tomarse este resultado como una cota maxima petra desviacion.

o Otro efecto notable debido a la aceleracion dedlsres el movimiento de precesion
gue experimenta el plano de oscilacion de un péndih efecto, este plano se desvia
continuamente hacia la izquierda en el sur y hizciderecha, en el norte, completando
una vuelta en un tiempo que depende de la latisldudar. Por supuesto, dado que la
aceleracion de Coriolis depende de la velocidadobgto vista desde el SR, y de la
velocidad angular del SR, este efecto, muy pequaiiede no observarse si no se realiza
la experiencia en condiciones 6ptimas, es decitamdo que otros efectos (vibraciones,
corrientes, etc.) puedan contrarrestar el efectaCdeolis. Una experiencia de estas

caracteristicas se describe en la proxima seccion.

Tema avanzado: El péndulo de Foucault

En 1851, el fisico francés Bernard Ledén Foucamiplazé un péndulo de grandes
dimensiones bajo la cupula del Pantedn de Parfs, gamprobar el movimiento de
rotacion de la Tierra en torno a su eje y mostsaqae la Tierra constituye un sistema de
referencia no inercial. El péndulo, de una longiled70 m y una masa de 28 kg, oscilaba
sobre una superficie cubierta de arena, y poseiaagnja metalica colocada en la parte
inferior de la “lenteja”, con la que barria la aaeen cada oscilacion. Se vio de esta
manera que el plano de oscilacién del péndulo atabsentido horario (por encontrarse
en el hemisferio norte) y, (en Paris), completaba vuelta en aproximadamente 32 hs.

El plano de oscilacion de un péndulo, como sabge®8anico, visto desde un sistema
inercial. Si ubicaramos el péndulo de FoucaultlgPoto Norte, y o observaramos desde
un Sl, veriamos que el péndulo oscila en un Uniemqy la Tierra rota bajo él,
completando una vuelta en aproximadamente 24 hselRmntrario, un observador no
inercial, fijo a la Tierra, veria que el plano decitacion del péndulo rota en sentido

contrario al sentido de rotacion terrestre, dantowuelta cada 24 hs.

h
® En rigor, puede ser una buena aproximacion psra« 1, donde R es el radio terrestre.
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