Relatividad Especial

10. TEORIA DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL

Una introduccion necesaria

» Hasta el siglo XIX, el espacio y el tiempo se cdyi@e comoabsolutos,es decir,
independientes de todo e independientes entrenséspacio absoluto, homogéneo,
infinito y continuo. El tiempo, asimismo, discuuaiformemente para todo observador
en cualquier sistema de referencia (SR). Esto baeeel concepto deimultaneidad
tambiénsea absoluto: dos sucesos simultaneos en un SBrdn también en cualquier
otro SR.

« Sin embargo, se conocia WPrincipio de Relatividad todas las leyes de la

naturaleza son las mismas en todos los sistemasiales (Sl): las ecuaciones que
expresan leyes naturales toman la misma forma @&aquwer sistema inercial. Vamos a
hacer una aclaracién. Se denomimeariante a toda magnitud cuyo valor no cambie
cualquiera sea el Sl desde el cual se la mida(eksimecanica clasica), el tiempo y la
masa son invariantes. Otras magnitudes, como ell§mpineal o la energia cinética, en
cambio sorrelativas al Sl. Sin embargo, si bien cambian de magnitud, no camdia

forma al pasar de un Sl a otro. Se llancamariante a toda expresion matematica que
conserva su forma cuando se le aplica una detediaitnansformacion de coordenadas.

Y esto nos lleva alPrincipio de Relatividadlas leyes de la mecanica clasica son

covariantes frente a una transformacion de Galiaw. ejemplo, el teorema trabajo-

energia cinética: ~
dw' = F' [dr’

A dW' = mv' [{dF - tdt) = mv' [{vdt — tdt) =
= mv' [V - G)dt = mv' ¥dt =

A

= m% [Vdt = v’ [V’

Lll
%

Como:

V2 =d(V ) =V 0N + &' [V = 20' [’

S » | Entonces:

= W =%mcv2 = dT"

e Esto tiene una consecuencia inmediata: si las lageptan la misma forma en
cualquier Sl, dados dos Sl y un mismo suceso @wa en ambos, bajo las mismas

condiciones iniciales respecto de ambos, el redulen ambos S| es exactamente el
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mismo. Esto nos conduce aitalistinguibilidad de los SI no hay forma de distinguir
un Sl de otro. Esto también significa gue existe ningun sistema privilegiaddpor
ejemplo, en reposo absoluto).

* Un problema con la propagacién de las interaccionks interaccion entre las

particulas, segun Newton, cumple el principio dadcy reaccion:

— —

F, =-Fy

Esta ecuacidn presupone que las interacciones rsiantaneas, es decir, que la
informacion se propaga de una particula a la otf@m®na instantdnea. Es decir que, por
ejemplo, un cambio en la posicion de una particeparcute inmediatamente en la otra.
O sea, que la velocidad con la que se propagddarmiacion de una particula a la otra
es infinita. Sin embargo, la experiencia muestra que no existdéeracciones
instantaneas: una mecanica basada en la hip@sis propagacion instantanea de la
interaccion no puede ser correcta. En realidaeln sina de las particulas en interaccion
se produce un cambio, éste influird en la otra uiesjple unit. Dividiendo la distancia
entre ambas particulak)(por esedt, podemos determinar sencillamente la velocidad
con la que se propagé la informacion de una a otide las 4 interacciones
fundamentales, se encuentra que la que se propagayar velocidad es la
electromagnética, y esta velocidadnaxima de propagacion de la
interaccion/informacion es:

c=2,99793 x18 cm/s

O sea, lavelocidad de la luz

e Ahora bien, juntando esto con el principio de reidad, si esta velocidad es
maxima en un Sl, va a ser maxima también en cuwalg8l. Como los Sl son
indistinguibles, esta velocidad va a tener el mismlor en cualquier Sl, o sea, va a ser
invariante, es decir, unaonstante universal

* Veamos qué problema surgié con las ondas electmoétiags (luz). Una onda es
una perturbacion que se propaga en el espacio gjeanplo, el sonido, o cuando
arrojamos una piedra en un estanque).vebcidad de propagacion de una onda
depende de las caracteristicas mecanicas del medliel que se propagang de la
velocidad de la fuente respecto del medisi, por ejemplo, se da un fenbmeno muy
curioso como etfecto Doppler es decir, el aparente cambio de frecuencia denda
producida por el movimiento relativo de la fuenéspecto del observador. Asi, si la
fuente avanza hacia el observador, se produce amariulacion” de frentes de onda
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gue el observador percibe como una mayor frecue8cia fuente se aleja, los frentes
de onda se perciben mas espaciados, es decir,a frezuencia.

Fuente en movimiento

o (O ((°
AN

Mayor v

NS

Menor v

« Antiguamente se pensaba que cualquier onda nduzsitamedio para propagarse.
La luz, por ejemplo, puede propagarse en aire, cagaa, 0 en cualquier medio
transparente, pero ¢ qué pasaba, por ejemplo cluz lque nos llegaba del Sol o de
alguna otra estrella? Entonces se supuso queaekistimedio que debia llenar todo el
espacio. A este medio se lo lla@i@r. Este medio debia ser, justamente, muy “etéreo”,
ya que no era percibido por nuestros sentidos,rodycia amortiguamiento en la
intensidad de las ondas luminosas. Muchas exp&gese hicieron para determinar sus
propiedades, todas con resultados infructuosos. dénastas experiencias, que fue
clave, fue la experiencia que hicieron Michelsavigrley para determinar la velocidad
del supuesto éter respecto de la Tierra.

e Supongamos un Sl (S), en el cual el medio en elsgupropaga la onda esta en
reposo, y un Sl (S’) en movimiento respecto deinpro. Supongamos una fuente de

sonido en reposo en el sistema S.

t ‘

A
En S: hacia adelante =%
d hacia atras =»Vg
.
En S’: hacia adelante =%-U
hacia atras =>(VstU)

i@)))

v
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Esta relacién se cumplia bastante bien para élledn <<< c). Sin embargo, si se
hace esta experiencia con la luz, en Sy S’, ilacidad de propagacion que se mide es
C! ¢ Cudl podia ser la interpretacion de este refftg Acaso la Tierra arrastraba al éter
en su movimiento? Esto era un poco confuso, porpgemas, si se media la velocidad
de la luz viajando en direcciones perpendiculamseesi (por ejemplo, segun un
paralelo y un meridiartptambién siempre se media el mismo valor

* A todo esto, un fisico escocés, James Clerk Maxwielsarrolla un conjunto de

ecuaciones que contienen todo la teoria electroéti@gn Estas ecuaciones, sumamente
precisas, permiten demostrar que las ondas eleatyoéticas pueden propagarse... jen
el vacio! No hacia falta un éter, pero eso compécain mas las cosas. Volvamos a

mirar la experiencia anterior:

- < Tanto enS como enS’, hacia delante|

o hacia atras:
7] icl Como la Tierra no puede arrastrar
— ,
al vacio,
=> Consecuenciala luz se propaga
S’ » a la misma velocidad c vista desde
T cualquier Sl

v

e Como c es, ademas la velocidad maxima de propagacioraslanteracciones,
entonces ésta es también independiente del Sl: gadalleve informacion puede
propagarse a una velocidad mayor que

« Y, finalmente, surgi6 otro problema: al aplicar tessformaciones de Galileo a las
ecuaciones de Maxwell, éstas no resultaban cotasarmAdemas, se predecian
fendmenos no observables en la realidad.

» Surgio entonces un matemético, Hendrik Lorentz, gomo un ejercicio puramente

académico, quiso encontrar bajo qué transformasidas ecuaciones de Maxwell

! Esto fue lo que constituyé el experimento de Mistie y Morley.
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resultaban covariantes. El resultado de este ‘lejercacadémico” fueron las

transformaciones de Lorentz

Principios de la Relatividad Especial

 Recién aca entra Albert Einstein en la historia. d&e cuenta de que esta
transformacién no podia ser un mero ejercicio ané® junta todos los cabos sueltos
y enuncia, en una publicacion memorable “Sobreldat®dinamica de los cuerpos”
(1905), su Teoria Especial de la Relatividad, bagsddos principios:
» Principio de Relatividadtodos los Sl de referencia son fisicamente etprives
(nuestro viejo principio de Relatividad)
»La luz se propaga en vacio con una velocidadinita que es totalmente
independiente de toda condicion (en particular,ed¢hdo de movimiento de los
SI). Con esto ultimo, viene aparejado quedlbcidad maxima de propagacion de
las interacciones/informacion es finita e indepemt del estado de movimiento
del Sl
Y, claro, estos principios modifican sustancialnedatconcepcion clasica del espacio y
del tiempo, produciendo importantes cambios, p@mejo, en los conceptos de

simultaneidad, temporal o espacial.

Transformaciones de Lorentz

« Si las transformaciones de Galileo ya no serviatgnees las leyes fisicas debian
ser covariantes frente a una nueva transformaéiétas son lagransformaciones de
Lorentz Vamos a encontrarlas.

» Sean dos sistemas inerciales S y S’ tal que S’svenconv = VX respecto de S.
Supongamos que en el instante inicial los origete®sambos sistemas coinciden
(t=t'=0). En ese instante, se emite una sefal luminosasgueropaga en todas

direcciones (frente de ondas esférico):
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Ya
S Va En S:
S’ x> +y*+27° =c*? (10.1)
V=W
N
EnS’:
s X!Z + y12 + Z'Z = C2t12
C.

v

<Y

De acuerdo a la transformacion de Galileo:

X=x-vt y=y Z=z t'=t (10.2)
Si aplicamos la transformacion de Galileo en S’:

(x-vt)*+y*+27°=ct* = jnoval

Comoc es el mismo en ambos sistemas, hay que cambianaalgfra magnitud. Como
quiero ver qué transformacion me lleva de uno ab,ovamos a proponer una
transformacion con parametros libres, pero no demasliferente de la anterior:
X=yx-vt) y=y Z=z t=)t+ax

Entonces:

Y2 (X? —2xvt+Vv2?) + y® + 2% = c?)2 (1% + 2tax+ a’x?)

Agrupando todos los términos convenientemente rguier que los términos lineales

se anulen:

2

Y2 (L~ 8%~ 2)Ax(v + Ca) + Y2 + 2 = Cztz(l‘v—zjyz

c

e v
Para hacer desaparecer el término linealac> =0= a = -——

Entonces:
v Vv
yz(l—?sz -2/ tx(v+ cfa)+y* + 27 = cztz(l—gjyz
=0

2 -1
Para obtener (10.1), hacempgs= (1—%}
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Con lo cual, resulta:

\%
|_ X_Vt " [ — t_gx
X-T y=y z=2 r= B
%) %)
(10.3)

Las transformaciones inversas se obtienen considerque, si el sistema S’ se mueve

respecto de S con velocidad= WX, entonces el sistema S se mueve respecto de S’ con

V' =-vX . Es decir, cambiandopor-v.

'+ !
A y:y’ Z:Z' t:

2 -1/2
Generalmente, se usan los parémeﬁosx <lyys= (1_"_2} - (1_[,»2)—1/2 >1
C

c
Entonces:
x':y(x—vt) y=y Z=z t':;{t—ng (10.4)
y la transformacion inversa:
x:y(x'+vt’) y=y z=Z7 t:V(t'+§x'j (10.5)

Transformacion de velocidades
Supongamos dos SI, Sy S, tal que S’ se muevescesle S con velocidad = ux .

Sea una particula que se esta moviendo con vetbcilaespecto del sistema S'.

Queremos averiguar qué velocidad de la particutle min observador en el sistema S.

A
A
7' \7':%2'+d—y 3“/'+E Zen§S,
dt' dt'” dt’

./ con &',y',z'.t")

U = uX = velocidad de S’ respecto de S
y:(l—ﬁz)_llz :%

I
1
=3

\
v

v
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Es importante recalcar que cada observador midprepsas coordenadas (y
por coordenadas, entendemos, no solo las coorderestmciales, sino también la
coordenada temporal).

Entonces, en el sistema S, la velocidad de lacpédates:
L _dx. dy. dz,

V=—X+ +—2 conk,y,zjenS
gt at? ky.2)
Mientras que, en S’:
o dx' o dy' o dz' a1
V=—"X+—=Vy+—7 coni,y,zt)enS’
dt! dt! y dt’ é( y )

Para relacionar las coordenadas en ambos Sl, udamtansformaciones de Lorentz,
ec.(10.5):

X = p(x'+ut') y=y z2=17 t= y(t'+£ X')
C

Diferenciamos las transformaciones de Lorentz:

dx = p(dx+udt) dy = dy' dz=dZz dt= y(dy+§ dx)

Entonces:
dx LS
v, = d y(d>(+ﬁudt) ’8 = _ v, ;u (10.6)
U e+ cdd) 1+l 1y,
d d Y4
v, = d—i’ = yﬁ =—2 (10.7)
yat+=dx) y@a+-v,)
C C
vz d2 ¥ (10.8)

dt y(dt'+'fdx') y(1+fv;)

Notemos que, contrariamente a lo que sucede ctarlaformacion de Galilew, y v,
también cambian, ya que el tiempo cambia al pasandsistema de referencia a otro.
* Las componentes inversas se obtienen cambjéupdo—5.

 Veamos un ejemplo. ¢COmo se veria el movimientarddotén en S si en S’

V'=cX'?

c+u
Vv, = =cC v, =0 v, =0

X y z
u
1+7C
C
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e Vamos a ver algunas consecuencias de la teoria.efay supongamos nuevamente
gue tenemos dos SI, Sy S, tal que S’ se estaenduirespecto de S con velocidad

V=\W:

Contraccion de la longitud (contraccion de Lorentz-Fitzgerald)

e Supongamos que tenemos una regla que se encuantepaso en el sistema S'.
Queremos determinar su longitud, medida en amtstensas. ¢ COmo hacemos? Para

ello tenemos que medir la posiciéon de ambos extsainwltdneamente

* Enelsistema S’, sila regla esta en reposo y@tanto, nuestras mediciones de las

posicioneson independientes del tiempo

A EnS, la longitud de la regla sera:
A
L, =% =%

7 independiente  del tiempo. La
g longitud en el sistema en el cual se

X (t') X, (t') encuentra en reposo, se denomjna

S’ “longitud propia”
LO
S >

e Ahora quiero medir la misma longitud, pero desdesistema S. Aqui si es
importante medir la posicion de ambos extresiopailtdneamente en mi sistemya que
la regla se estd moviendo respecto de mi:

L =%, (t) =% (t)

X2(t) y X (t) simultaneas en Ses decir, medidaal mismo tiempo en)S

« Para ver la relacion entre lo que mide el obsemaioS y el que estd en S,

consideremos la relacion entre las posiciones rasdid

X'2 = y(xz - Vt)
X = Y(% —vt)
O sea:

LO:X'Z_)qzy(XZ_)(l):M—
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L
=%« |_0 (109)
4

La longitud de la regla en movimiento) (se ve contraida respecto de la longitud de la

regla en reposd_f=longitud propia). Esto es lo que se llafoantraccion de Lorentz-
Fitzgerald”.

» LoOgicamente, esta contraccion es reciproca, deotdrario, habria una forma de
diferenciar dos Sls

» Ahora hagamos algo distinto. Supongamos que desgarten simultaneamente
desde ambos extremos de la regldos haces de luz que impactan en S:

A

4 Ambos haces parten de S’#&ndesdex y

X, .
v EnS

— X = y(x +Vt)

X, = y(X, +Vt)
x(t) % (t) Entonces:
S L X, =% = Y% —x) =yL,
S >

e ¢Qué pas6? Las mediciones simultaneas amoSesultan simultaneas en Ses

decir, X Yy X2 no estan medidos simultaneamente en @ S:

L= pt+Lx)
¢ B
= A=t -t =L,
B c
t, = y(t'+=x;)
C
Moraleja:

Dos sucesosimultaneos pero separados espacialmeseun Sl

no resultan simultaneogn otro Sl.

» Esto significa que la simultaneidad es un concepto absolut@®®bservemos que si
pueden ser simultaneos si suceden en un mismo deh&spacio. Como vamos a ver,

estono viola la causalidad es decir, si el suceso B es consecuencia detcutdes
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decir, ambos estan vinculados causalmente), dadaéra qués >ty en un Sl, esto se
verifica para cualquier otro Sl. La relacion erbe tiempos solo puede invertirse si y

solo si los sucesao® estan vinculados causalmente

* Veamos en un ejemplo estalatividad de la simultaneidad’ Supongamos que en
una nave espacial, un astronauta quiere calibarelojes. Para ello, ubica un foco de
luz exactamente en la mitad de la nave (de longitogial,) y ambos relojes en cada
una de las paredes opuestas. Supongamos que lasaneS| S’ que se estd moviendo
con V =X respecto de Tierra (sistema S). En el momentouenlay posicién del foco
coincide con el origen del sistema S, lo encieydéste emite un haz de luz hacia

ambos lados de la nave.

v
—

v

S

v

En la nave %):

LQ 1 LAY B Lo

—2=ct' = tA _tB —2—C

En la Tierra $) se miden estos mismos tiempos:
] ! ] |—0

tA:y(tA+§XA)=y(tA+§E
1 ﬂ ] I ﬁ L

ty =yt + = x5) =yt ——=—=

o = Mle + %) = /(s =" =)

Gt =yt —t) + P (K - %)
=0 C L,

0

AL

= t,-t,.=y—
A BVC

O sea, los dos sucesos no son simultaneos enrfa f$estema S)
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 Veamoslo de otra forma. Desde Tierra, las paredela chave se van moviendo.
Cuando el foco se enciende, la pared de atras seergando, mientras que la de

adelante se aleja del haz de luz. Entonces:

CtA=£+VtA:>tA= L
2 2(c-v)
CtB=£—VtB:>tB— L
2 2(c+v)
_Lf 1 1 L, Vv
tA_tB_E PO T, 2\
C—-Vv cC+tv y c—Vv

= t,—t, =y—L,

Notemos que la longitud de la nave que se mideed&sgtra no es la longitud propia
Lo, sino la longitud contraidal = L%. Aqui se ve que la relatividad de la

simultaneidad es debida a la invarianciade

Dilatacion del tiempo.

» Supongamos que un observador mide un intervaleed®o en un reloj en reposo

respecto de él. Sea S’ el sistema en el cual éstervador y su reloj se encuentran en

reposo.
R EnS', el intervalo de tiempo seré:
i I,=t-Y

independiente del punto del espacio

_‘7> (X=cte). El intervalo de tiempo en ¢l

sistema en el cual el reloj se
s ‘ | encuentra en reposo, se denomjna

o “tiempo propio”.
S >

 En el sistema S, otro observador quiere medir ahmiintervalo. Veamos qué
relacion hay entre la medicion que hace el observah S con la que hizo el
observador S’ (duefio del reloj). Para ello, consith®s la relacion entre los tiempos

medidos. (Notar que S se mueve aon —VX respecto de S’):
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s S 4=pg+Ex
Cﬁ =|At=t, -t = p(t; —t) =y71,>7,
t, = Yt +EX')

(10.10)

Es decir que para el observador en movimiento pddaranscurrido es mayor: jlos
relojes moviles parecen avanzar mas lentamente!sBpuesto, esta “dilatacion del
tiempo” es también reciproca.

* Veamos esto mismo desde otro punto de vista. Sapoog) dos observadores, A 'y
B, que pretenden calibrar sus relojes. Ambos esté@mgalmente, en reposo uno respecto
del otro, es decir, en el mismo Sl. Para calibuarrelojes, ambos mandan un haz de luz
hacia un espejo situado a una distancia verticakpecto del piso. Cad:l vez que el haz
llega al espejo se escucha un “tic” y al regrasaritac’. Cada “tic-tac” es el lapso que
se toma como patron. Mientras estan en reposo especto del otro, ambos miden el

mismo intervalo de tiempo, entre una ida y vuedibhéiz de luz.

‘tic’

ol
-

v tac’ v
A B

» Pero ahora supongamos que B se mueve con unadaaci VX respecto de A, en

direccion horizontal (o sea, perpendicular al haz).

Para B, nada cambia: su reloj hace

“tic” cuando llega al espejo, y “tac|

A [ )
tic cuando regresa, y él sigue midienfdo
d; , :
; exactamente el mismo intervalo gle
v ‘tac’| y tiempo:
B d
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» Desde el punto de vista de A, aungue la distansitical entre el espejo y B es la

misma de antes, la luz debe recorrer una distanaier. Y, coma = cte A piensa q

el reloj de B hace “tic-tac” en forma mas espaciquia el suyo.

T La conclusién de A es que €l
d E ! . , .
: ot & ot reloj de B anda mas despagio
v ~ ;.‘ gue el suyo:
A\J vt
Veamos por qué:
ct? -vt® =d?
(CZ _V2)t2 = CZZ.Z
St= cT _ T
T2 22 T 2
(C \Y ) (1_ V2)1/2
c
S>t=yr>r

* ¢Qué es lo realmente paraddjico? Lo paradéjicauesanbos observadores m

la misma velocidad para la luz!

ue

idan

Ejemplo “particulista”. Los mesones se crean en la alta atmdésfera y stioybas

inestables que se desintegran en un tiempo pronted2x1® seg., alcanzando ¢

nivel del mar en grandes cantidades. La velocidadoteristica de un meson

299400 km/s, es decip,= 0.998. Con esa vida media podria recorrer usiamtia
de 600 m (desde un punto de vista clasico), cuandealidad comienza a existir
alturas 10 veces superiores a ese valor:

ClasicamentelL = vt C 600m

M=yr=— Tt
Relativisticamente: < (1- B?)Y?
L =vAt 09472m

a
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Dindmica relativista

Impulso lineal y energia

e« De acuerdo a lo visto, dos observadores en distiBip S y S’, deducen leyes
fisicas. Cada uno de ellos las expresa en funadlomitudes, tiempos, velocidades,
aceleraciones, segun se miden en su propio sisteasdeyes deben ser covariantes (es

decir, tener idéntica forma) en las variables ddquier Sl.

Conservacion del impulso lineap
* Tenemos que encontrar una definicion plgue se reduzca m,V (my = masa en

reposo 0 masmercial) pargs << 1, y que asegure la conservacionfaepor ejemplo, en

los choques. Para evitar considerar leyes de tanation deF (fuerzas), vamos a
considerar un choque en particular (ahi no tenemos conocer las fuerzas
intervinientes). Supongamos qyies un vector paralelo &, pero para mayor libertad
supongamos que el factor de proporcionalidad nanasconstante sino una funcion de
Vv, m,, que debe reducirseng paras << 1.

* Sean dos particulas de igual mava. Elijamos S tal que las dos particulas se

aproximen con velocidades iguales y opuestasquialel impulso lineal total se anula:

p=0.
En S:
Antes Después
10 W 1
) N ------------ S Ap, @ =2my,
—Vy ' Vy !
N .Z Ap, (2) = -2my,
N Ap, (M) =Dp,(2) =0
i—\7x .,/’ _i
71 Yy N\
2 -V, 2
Después Antes
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e Supongamos un sistema S’ que se muevelconix respecto de S. De acuerdo con

las transformaciones de velocidades en S’, ec)10.6

Vo= M@=t (8= )
-5 1+f

Con esto no hay ningun problema. En S’ tambiérusgpte quelAp, (1) =Ap,(2)= 0

* Veamos que pasa cdp,, aplicando ec.(10.7). Antes del choque:

v, :Lyv v, (2 :Lv (notar que no son iguales en médulo)
ya-5->) ya+pB—>)
c c
Después del choque:
Y -V
vV, =——"—— > v,(2) = —yv
ya- ﬂf) ya+ /J’;X)

=Ap, () #-Ap,(2) si p=nVv conm=cte

» Es decir, encontramos un sistema donde, con ellsopueal definido teniendo en
cuenta a la masa como un invarianpez c€. La conclusion es que no podemos definir
al impulso linealp de esa manera.

+ El problema esta en qu§ depende de/,. Para que la conservacion del impulso
sea covarianteAp, debe ser la misma en todos los Sl. Nos “fabrican@siguiente

cantidad:

dy dy dt dt . . . .
— =m,—— donder =— es el tiempo propio de la particula en el sistema
m, dar m, dt dr v po prop p

2 -1/2
. v _ . .
el que esta en reposopy = (1——2] , conV =velocidad de la particula en S.
c

Ahora si, la componente y va a ser la misma erstoSI.

» Con esto, haciendo lo mismo para todas las compesien

p=— TV (10.11)

V2 1/2

(@]
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« Con nuestra idea original. Se puede interpretar:

notar quem(v) — o parav - C

p=m(vv  conm(v)= (10.12)

U |3

* M se llama “masa en reposo” y corresponde a la opasadiene una particula en el
Sl en el cual se encuentra en reposo. Como tah @svariante de Lorentz.

» De la expresion de la masa en funcion de la vedacsk ve con mas claridad que la
masa esina medida de la inercia del sistengs decir, que es la propiedad del sistema

que se opone a cambios en su estado de movimiEnmtparticular,m(v) — o cuando

V - C, es decir, impide que un cuergon masa en repos@ueda alcanzar una
velocidad igual &. La moraleja es que solo aquellos cuerpos cuya m@aseposo sea

nula, pueden moverse a la velocidad de la luz.

Energia relativista

Como en el caso clasico, partimos de consideraalehjo que efectia una fuerza sobre

una particula, a lo largo de una trayectoria.

v

S

» Trabajamos siempre en el mismo sistema de referécasi que no hay nada que

transformar:

d_d| my v, e

dt dt 2\V2
=2)
L C .

Ahora hacemos:
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_dp_ V.V wvw/c? | w v2 v/ c?

Vogr - Mo (1—,32)1/2 +(1—,32)3/2 =M (1—,32)1/2 (1—,32)3/2

o

donde se uso6 queﬂ ———( %) = v—
dt 2dt

dr)-m)( ﬂ)slz[(l ,8)+ﬁ] mo( ﬂ.)3/2:d{(1n2’0)1/2}

Entonces:

2 2 v 2
dwzg il 7 (dt=d i 7 | W= e 1/2 il 1/2 _mOCZ
dt] - %) L-5°) -, bp)"
O sea, por el teorema de trabajo-energia cindgcagma de las fuerzas vivas):
W =AT

Como inicialmente el sistema tenVa= 0, en el punto inicial su energia cinética era

nula, luego:
_ mc’ 2
T=—2% _—mc
g (10.13)
T =m,c’(y-1)

 Antes de ver como se manifiesta la energia totalivissta, vamos a ver que
magnitudes que, clasicamente, son independientdativisticamente en realidad

forman parte de un Unico ente. Para ello, veargoses...

Invariantes de Lorentz y Cuadrivectores

* Ya vimos quer (tiempo propio),Lo (longitud propia),my, (masa en reposo) ¢
(velocidad de la luz) son invariantes de Lorentz.

e Se puede ver que la cantidad:

AS® = C*At? — Ax® — Ay? — Az° (10.14)
O bien, si(%, =0;t, =0):

X :Cztz_xz_yz_zz
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También es un invariante de Lorentz. Efectivamesitaplicamos las transformaciones

de Lorentz:
2

SZ :CZVZ(tI+£er _y2(xr+vtr)2 _y12 _212 —

c

2
=02y2(t12+%X12+2trgxrj_y2()<12+V2t12+2)(vtl)_y12_212 -
= e + BAx + 2tw - X? —vA? - 2x ) - Y2 - 22 =
RN _V_2_ 12(_ 2)_ 2 _ 2 _
=yt 1C2 VXM= p2)-y?-27%=

-
—_— =y

=y2
=ct?-x?-y?-7%=g?
Esta cantidad se denomina “intervalo entre dossaste
* [Esto hace que se pueda definir un “vector” de ouatrmponentes, denominado
cuadrivector, cuya norma esAs (0 s). Esta forma de definir la norma se llama
“geometria seudoeuclideana’Notar ques’ es la norma al cuadrado del cuadrivector,
ya que resulta invariante al pasar de un S| a’dAsi, se define etuadrivector
posicion
r' =(ct,r) (10.15)

donde tt’ es la “componente temporal” y'* las componentes espaciales.

* Elimpulso lineal también se puede escribir comeuwsdrivector:

p' =(po, P) (10.16)
con norma:

Ps — P ~ Py~ p; =cte
* Ahora bien, segun vimos:

px=mo% p :moﬂ Ioz=moE

dr Y dr

Como my Y 7 son invariantes, las componentes espaciales dmlrivectorp' se
comportan como las derivadas de las componentescias del cuadrivector.
Entonces, es de esperar que lo mismo suceda comiagonente temporal. O sea:
d(ct)

dr
Po = MT,C

La norma, entonces, va a ser:

Po =My

? La norma definida como en un espacio euclideesnimvariante de Lorentz.
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yAmg(c? -v?) = ymic? (1—Z—§> =mge? (10.17)

« La pregunta es, entonces, ¢ quiémpg@sVemos quep,c = ym,c’. Esta cantidad se
parece a la energia cinética que encontramos:

T =mc’(y=1)

T = ymyc® - myc®

En esta expresion de la energia cinética, la cahtidg’ parece irrelevante (es una

constante que va a desaparecer cuando hac€moSin embargo, podemos escribir:
_1 2y _ 1 2

Po —E(ymoc )—E(T+moC) (10.18)

Como el cuadrivector es un unico ente, debe coassV'completo” en, por ejemplo,

un choque. Por lo tanto, la cantidggtiene que tener un sentido fisico bien definido,

con lo que concluimos que la cantidagc® no es irrelevante. Evidentemente, se trata

de un término energético que se debe tener enauent

* Entonces, definimok energia relativista E

E = poc =T +myc® = ymyc?

10.19
E=mc ( )

+ Esta cantidadm,c® es un contenido de energia que la particula temeel solo

hecho de tener masa en reposo. Asi, la energiavista esabsoluta es decir, no esta

definida a menos de una constante, como la cld3eaecho, en el limite no relativista
(ﬁ<<1):

E=pc= myc” Dmocz(1+l[?2):rrbcz+1mov2
(1- 52 2 2

e La ec.(10.19) nos muestra como masa Yy energiaivisiat son conceptos

equivalentes. Cualquier sistema, por el solo hatghéener masa en reposo, posee un

contenido energético dado por la cantidag’. Por ejemplo, un objeto con una masa

en reposo de 1kg, tiene un contenido energético.dE, =9x10°| (el equivalente a

una bomba atémica de 21 Mt — la mas potente hhstaraento es de 50Mt).

« Entonces, el cuadrivector impulso resulta:

p' = (P, P) =(% ﬁj (10.20)
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cuya norma es:

2
— — P =mgc invariante, tal como debia ser.
C

» Esta ultima expresion nos da una relacion muyeatile py E:

E=cyp®+mi’ (10.21)

que es valida aun para particulas sin masa enaepos ejemplo, para el foton:

_Eg
C

P

Transformacion de py E

* Antes de hacer cuentas, observemos que:

% p, = ﬂ p, = E 2 dt
dr Y dr z modr

e Comomyy 7 son invariantes de Lorenfzy E van a cambiar de la misma forma que

Py =My

(x,y,z,J. Hacemos la equivalencia:

E
X - P, y - p, zZ-p, ctac—
Con lo que:
cof o _PE _ = E'= y(E - (10.22)
Px = Px c py - py Pz =P, - y( ﬂcpx) :

» Notemos como se mezclghy E al pasar de un Sl a otro. Esto es asi porquemo so

magnitudes independientes, sino componentes desmaente.
 Las magnitudes que se transforman como las coatdenae denominan

contravariantes.

Ejemplo: choque inelastico.
* Aun en un choque inelastico, la energia relatisst@onserva, ya que la pérdida de
energia cinética aparece como un aumento de la masa

* Por ejemplo, supongamos dos particulas idénticazlgocan y se adhieren:

En la teoria electromagnética de Maxwell, se obtigme ésta también es la relacion entre el impulso
la energia de una onda electromagnética. Esto he dgtrafiarnos, ya que, recordemos, la teoria de
Maxwell es empirica y, por lo tanto “contiene” addatividad (es decir, es “naturalmente” relata)s
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Nos paramos en el Sl en el qu

11%

el CM esta en reposo.

®
A 4
A
®
v

P, + P, =0 =>la particula producto debe estar en reposo.
* En otro sistema de referencia S’

P+ P = Py

De acuerdo con la transformacion:

Pa + Px2 = V(P + pxz)—ﬁ(El +E,) = Pz =V Pys —ﬁEs
\T C T C

=>E+E,=E;
= para que se conserye, debe conservarge

2

2m,c .
= E+E,= Lm =m,,c> => pues la particula 3 (producto) esta en reposo.

* La particula producto gané masa en reposo, a eapelesla energia cinética:

AT
Amy =My, —2m, =2my(y -1 = e (10.23)

Generalizacion de las leyes de Newton

* Ya vimos que el tercer principio no es valido, yee qno puede haber interacciones
“instantaneas”, es decir que se propaguen a velddidinita. Pero, ¢ qué se puede decir

del segundo principio? Sin demostracion, siguedsiesalido:

&

F=—"0
dt

Pero, claro esta, ahora es un poco mas complicado:
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dp_d| mu

t dt 2 1/2
L c .

Estono es equivalente a escribir:

+ Ahora, comoa =%, resulta:

dm

m (10.24)

Q|
I
3|'I'IL
|
3|«

Es decir que la aceleracion resultantsgees paralela a la fuerza eniendo en cuenta
que, tal como encontramos en el célculo de la éemgética:
- d c? dm
Fud= a L}/ = C2 E
b-s7)

Resulta, finalmente:

di F 0 ,-
id=—=——-—_(F.U
d m mc2( )

« Consideremos, para fijar ideas, dos casos pantesila

= F||i=4]||lF vy laparticula se desplaza en linea recta.

>FOl=4a=

3|TIL

Esta ultima expresion solo es en apariencia sirallaegundo principio clasico, ya que

m=m(u) .

Espacio de Minkowski

* Todos hemos hecho alguna vez un diagrama dondeseyabamos la posicion, la
velocidad o la aceleracion, que se volvian mas omosiecomplicados cuando lo
haciamos en tres dimensiones. Si hacemos un diagmaativista, a las tres
dimensiones espaciales debemos agregarle la dibmetsinporal, es decir, nuestro

diagrama va a tener cuatro dimensiones. Este @spadiamaespacio de Minkowski
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Vamos a ver cOmo se “ven” estos diagramas reltdsjscoOmo se trabaja en ellos y

cuales son sus caracteristicas.

e Para simplificar, consideremos una sola coordemagacial,x, y en el otro eje

representamost.

X =—ct

ct 4

Linea de
universo

»

X

ct 4

» Cono de
luz

Cada punto del espacio
Minkowski
x' = (ct,X)
se considera usuceso
Supongamos ex = 0 un suceso. La
dos rectas a 45° representas £ct,
y son trayectorias de la luz en
espacio. Cualquier otra “linea d
universo”
(trayectoria) en este espacio de
tener una pendiente <1, ya que:
dx = E% = v = ﬂ <1

d(ct) cdt c
Si lo pensamos en 4 dimensiones,
tendriamos  rectas, sino  dq
(hiper)conos unidos por g
vértice =>conos de luz del suces
gue se encuentra en el origen (A)

le

)

el

be

no

\ 4

As es el intervalo entre dos sucesos
AS® =ct? - AX?

La forma deAs permite considerarlg
como la distancia entre dos punt
(= sucesos). Comds es un invariantg
de Lorentz, tendra el mismo valor ¢
cualquier Sl, y puede ser de tr
formas:
 Entre AyD,0AVYE:

As® <0= ct? <AX’« intervalo de

tipo espacial

 Entre AyB,oAyC:

As® >0= c’t® > Ax*— intervalo  de
tipo temporal

* EntreAyF:

As® =0= c’t® = Ax*— intervalo  de

tipo luminoso
As sera espacial, temporal o lumino
desde cualquier SI.

0S
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* Intervalo de tipaespacial
At <|nX
Una sefial que parta de Ao puede
alcanzar E o D.
=>|o que sucede en Ao puede influir
enEoD
=>A no esta conectado causalmente
con E y D. Esa zona del espacio esta
absolutamente separada de A.
 Intervalo de tipdemporal
e > I
Una sefial que parta de A puede
alcanzar a B => A puede influir sobre
X B. Asimismo, una sefal que parta dg C
puede alcanzar a A => puede inflyir
sobre A. A, B y C pueden estar
Pasado de conectados causalmente. B forma parte
del “futuro” de A, mientras que C
forma parte de su “pasado”.
 Intervalo de tipduminoso

e =
Los sucesos conectados por un

intervalo de este tipo solo pueden egtar
conectados por una sefial luminosa.

Absolutamen Absolutamente
separado separado

« Aunque el concepto de simultaneidad depende dehsisde referencia, existe un
significado invariante para el futuro y el pasa@emo As®es invariante, no existe
ningun sistema de referencia en el cual B sucetls ajue A, o C después que A. Es
decir, no puede violarse la relacién causal cuataosucesos estdn conectados por un
intervalo de tipo temporal. Por el contrario, degiendo del SR, D o E pueden ser
simultdneos con A, u ocurrir antes o después qu&iA.embargo, eso no viola el
principio de causalidad, ya que los sucesos ead@m espacial no pueden influir (ser
influenciados) sobre (por) nuestro “aqui y ahora”:
c?(t, —t)% — (X, —x)? =c*(t, —-t,)° —(x; - %)*>006<0

a) As®>0 (temporal}» caso limite:x, = X (coincidentes)

c*(t, —t;)*> >0— en ningln SR pueden ser simultaneos, pero siioearel mismo

punto.

b) As® <0 (espacial}» caso limiteit), =t (simultaneos)
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- (X, —x)?* <0— en ningtn SR pueden ocurrir en el mismo punto.
» Ademas, por ejemplo, supongamos dye-t, >0 en un sistema de referencia.

Imaginemos que existe otro SR tal dgliet; <0:
B } c(t,—t) _
(t =) =06 =%) | <0=—""""
V{ 2 X =%

El SR desde el cual se observa esta secuencia r@&mpwertida debe poseer una
velocidad que cumpla con esta desigualdad, penmasl debe ser< c:

2

co(t, -t

M<C:> C(tz _tl) <(X2 _Xl)
X, —

Es decir, para que se produzca dicha inversiondeah@ambos sucesos no pueden estar

conectados causalmente, es del@hen estar conectados por un intervalo espacial

e Quiero ahora dibujar un sistema S’ que se mueveicorx respecto del sistema S.
La transformacion que liga las coordenadas espaniporales de S’ con las de S no es
ortogonal, de modo que si estoy parada en S, &sdg S’ no van a ser ortogonales

entre si. Esto es asi ya que se deben satisfactaisformaciones de Lorentz. Defino

wW=ct:
X'=% (10.25) x:%
=5 - Notar la simetria de estds
w-— W+ 6x' .
W= % (10.26) w= % ecuaciones
-5 o-pf

 Queremos ubicar los ejes de S'. El ey corresponde a hace? =0 en la
ec.(10.25), mientras que el efecorresponde a hacer = 0 en (10.26). Resulta:

Ejew: x=fw
Ejex’: w= /X
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W 4 ,
w
4 .
\0\‘?/ Notar que las transformaciones (e
N2 Lorentz implican la transformacion gde
,\@‘i/ un sistema ortogonal a otro no
0\\»‘,‘/ ortogonal. Cuanto mas cercafioa 1,
w@,@/ mas se cierran los ejes sobre la recta de
S X' la luz.
S’ a >
S X

e Claramente, la unidad en los ejes no es la misnlasetdos sistemas. Notemos que

las unidades sobré (haciendax'=1, w'=0), y sobrew’ (haciendax'=0, w'=1) tienen

coordenadas:
1 B
X= _ n2\1/2 X= _ p2\1/2
X=1= S "88) w=1l= @ /Bi)
w=s———— W= ———
(1_ﬁ2)1/2 (1_ﬂ2)l/2

Ambos “versores” tienen expresiones simetricas.

« Laforma de trabajar con los ejes es la siguiente:

v

(10.27)

S X S

« Vamos a interpretar en este espacio de Minkowgkurels

anteriormente:

v

resultados obtenidos
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Relatividad de la simultaneidad:

Si suponemos 2 suces@ y Q, que
son simultaneos pero estan separados
tof-----F---F-== espacialmente en S’, no resultan
b W simultaneos en S. Notar que %i= X, ,
si pueden ser simultaneos también en S.
' Obviamente, lo mismo sucede |si

intercambiamos Sy S'.

v

S’

Contraccion de la longitud:

La varilla esta en reposo en el sistema
S’. Su longitud en reposo @s
w ' L, =%, —% (independiente det’).
Como las mediciones de los extrenos
de la varilla en S tienen que hacefse

simultdneamente en Sla longitud que

' se midel =x, —X,, resulta contraida

respecto de . Obviamente, o mismd

v

S’ X X sucede si intercambiamos Sy S'.

Supongamos ahora que, con un reloj

W A . ., .
w' ubicado en la posicionde S, medimog

7 S > un intervalo de tiempa =(t, -t,). r

i es tiempo propio, ya que el reloj estalen
Wy [---=fmmmmmmme - 9Q reposo en S. Si medimos ese mismo

intervalo en S’ observamos un tiempo

mayor. Notar que las dos mediciontlis

de tiempo en S’ ocurren en diferentes

X X coordenadas de S'. Lo mismo sucede si

intercambiamos Sy S'.
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Paradoja de los mellizos:

» [Esta aparente paradoja fue inicialmente propuest&pstein. Consideremos dos
hermanos mellizos A y B, que un dia se separan.ddrallos realiza un largo viaje, por
ejemplo en una nave espacial que viaja a velocgdadecanas a la de la luz, en tanto
que el otro (A), queda en Tierra a la espera dgks® de su hermano. Ambos, cada uno
en su propio sistema de referencia (SR), miderisogos propios. Ahora bien, desde
el punto de vista del mellizo A, que quedd en Eieal tiempo de su hermano viajero
pasa mas lentamente. Cuando el viajero regresa .mge joven que su hermano!

e La paradoja se plantea ya que, si nos ubicamod 8R alel viajero (la nave) y
observaramos el tiempo del hermano en Tierra, &ambos pareceria que pasa mas
lentamente. ¢ Entonces...?

» La clave de esta aparente paradoja esta en quesaisbemas de referencia son
equivalentes.Si consideramos que el SR de A (la Tierra) es up&lemos ver que el
SR del viajerono es un S] ya que, al menos a) debié acelerar para aumentar
velocidad hasta alcanzar la velocidad de crucetwn), gebié desacelerar emprender el
regreso y aterrizar. Eso, sin contar cambios decisdd respecto de Tierra a lo largo
del viaje.

 Podemos hacer una aproximacion a este problemadecsusdo que el hermano
viajero va cambiando sucesivamente de Sl (es de®imanece un tiempdt en cada
uno). Es decir, vamos a considerar el SR del vwaggemo una sucesion de Sl.

» Habiamos encontrado que el tiempo que se mide emmamto se dilata frente al
tiempo propio, ec.(10.10):

A=yr>r

En nuestro casojt es el tiempo que mide el mellizo en Tierraz, yel que mide el
viajero.

» Como el viajero va cambiando dee&®l forma continua

2
dt:mr:dr:%:dg/l—% (10.28)
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»

2 2Y2 12 y
dr:|:dt2 —%[%j } :{dtz ——(0(';? }

=> esto es un diferencial de arco en una integra
curvilinea. El tiempo mas largo corresponde a ung
recta en el espacio de Minkowski (recordar la

distinta métrica).

v

» Sin resolver la integral, puede verse gire< dt, por lo que para el hermano viajero
realmente va a pasar un tiempo menor.
* Hagamos una estimacion, considerando como aproidmagie el viajero acelera
durante un tiempo muy corto frente al total dejesidasta alcanzar la velocidad final
v=0.8¢ Yy luego deriva por el espacio a esa velocidacdrdtarun tiempdl’=3 afos,
medido en su SR. Al cabo de ese tiempo desace@leravie en un tiempo despreciable
hasta invertir el sentido de la velocidad y regresdierra con la mismadel tramo de
ida, a donde arriba al cabo de 6 afos de viajeadderdo con su reloj y, por lo tanto,
con sus procesos vitales en general, ese mellizovejecido 6 afios (tiempo propio).
» Para el mellizo que quedé en Tierra ha transcurrido

6afos _  6afos
h-p2)"° (-o08)”

» Seria erréneo pensar que el hermano en Tierraemevénstantdneamente” cuando

2T = =10afos

su hermano regresa. Simplemente cada uno de @l@®r forma normal y natural en

su SR, y el transcurrir del tiempo no esta correfedo entre diferentes SRs.
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