Sistemas No Inerciales

Tema avanzado: E/ péndulo de Foucault

En 1851, el fisico francés Bernard Leon Foucaulplaz6 un péndulo de grandes
dimensiones bajo la cupula del Pantedén de Parfs, gamprobar el movimiento de
rotacion de la Tierra en torno a su eje y mostsaqgae la Tierra constituye un sistema de
referencia no inercial. El péndulo, de una longiled70 m y una masa de 28 kg, oscilaba
sobre una superficie cubierta de arena, y posedaagnja metalica colocada en la parte
inferior de la “lenteja”, con la que barria la aaeen cada oscilacion. Se vio de esta
manera que el plano de oscilacién del péndulo aotabsentido horario (por encontrarse
en el hemisferio norte) y, (en Paris), completaba vuelta en aproximadamente 32 hs.

El plano de oscilacion de un péndulo, como sabem®sginico, visto desde un
sistema inercial. Si ubicaramos el péndulo de FRdtican el Polo Norte, y lo
observaramos desde un SlI, veriamos que el pénddaila @n un Unico plano y la Tierra
rota bajo él, completando una vuelta en aproximaaden24 hs. Por el contrario, un
observador no inercial, fijo a la Tierra, veria alelano de oscilacién del péndulo rota
en sentido contrario al sentido de rotacion temeestando una vuelta cada 24 hs.

» Estudiemos, entonces, el movimiento del pénduloFdecault. Para simplificar,
supongamos que emplazamos dicho péndulo en eNeote (de considerarlo emplazado
en cualquier otra ubicacion, lo Unico que cambiguesse debe considerar la componente
del vector rotacion terrestre en la direccion deddical del lugar, es decir, afectada por
la latitud). Nos ubicamos en el SR de la TierraaRamplificar la notacion, vamos a usar
variablessin primar en el SR.

= 02 ‘ Vamos a suponer que la longitud del
hilo, I, es mucho méas larga que la
distancia zde la lenteja a la superficie
(%, y). Es decir,z<<|

Esta condicidbn nos permite despreciar

las variaciones de la alturazen el

movimiento del péndulo y, por lo tanto,

y considerar:
zCOy z2LCO.
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Escribamos las fuerzas de interaccion y las decimegue intervienen en el SR, en

componentes:
T =T cosf 2-Tsenfcosp X—Tsend seng §
P=-mg 2
'F* _ 2, 2 ~ A~
of =MW Ty = mw (XX + YY)
Fé =2m(X+ W+ 2)x w2z =
= —2MaXy + 2mayX

Las ecuaciones dinamicas resultan:

x)X=T—X+2ay+a)2x

m

T
y)y =Ey—2a)'<+a)2y (5.70)
2)7= LS g=0

m

Para escribir las expresiones en cartesianas,dayesios:

|-z X
cosfd =—— COSp = ——

| /x2+y2

x2+y2 y

send = seng =

Introduciendo estas expresiones en la ecuacicanioa ere:

Con lo que, las restantes:

2..,2
X)X = — g yx*y +Zay+a)2x:—ix+2@'/+a)2x
| -z I x2 +y2 |-z
(5.72)
2.2
§y=- g vx *y y —2a)‘(+a)2y=—iy—20)'(+a)2y
|-z I Ix2 + y2 | -z

Considerando que <<, resulta finalmente:

x:[aﬂ —lgjx+20y

‘y=(w2 —gjy—Za}(

| (5.73)
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El factor Ig = a)g es justamente la frecuencia propia del péndubyaela al cuadrado.

Reemplazamos, entonces, en las ecuaciones dinafbicas

%= (a? -« Jx+ 20y

. . (5.74)
y:(a) —a)o)y—Za,x

Hemos obtenido dos ecuaciones de movimiemupladas en x e y. Para resolverlas,
introducimos la siguiente variable compleja:

u=x+iy

de tal manera qug(t) = Reu(t) e y(t) =Imu ()

Multiplicando la segunda ecuacién por la unidad gmaria i, y sumando ambas

ecuaciones, resulta:

I 2 2 Lo . . 2 2 _

U=(w —wju-2iad = U+2iawu+(ws —w)u=0 (5.75)

Esta es, otra vez, una ecuacion diferencial derEcdeno las que hemos resuelto en el

capitulo de Oscilaciones. Como siempre, proponeroos solucion:

u=e'

con lo que, la ecuacion caracteristica resulta:

—Ziwi\/—4a)2 -4 - )
2
= A =-l(wxw,) (5.76)

N +2 +(0h -’)=0 = A=

La solucion es, entonces:

U(t) - Ae—iae—i(aﬁa)o)t + Be—i/je—i(w—a)o)t

= Ae_i[((’ﬁwo)“'a] + Be—i[(&)—wo)H,B] (5.77)

donde hemos considerado que las constantes deaicitay pueden ser complejas y las
hemos escrito con la notaciéme'?. Quedan, entonces, cuatro constantes de
integracionA, B, a y . Notar que, con la notacion usaday B son reales. Si ahora

consideramos las partes real e imaginaria de, objenemoxx t( e yt):

X(t) = Reu(t) = Acos[( + ay)t + a] + Becos[(w — )t + S]
y(t) = Im u(t) = —Asen(w+ w, )t + a] - Bsen[(w— w,)t + ] (5.78)
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Las componentes de la velocidad en el SR seréamass:

X(t) =~ Al + to)Senl(a + o)t + @] - B(a — e )seN(6 — o)t + ]

. (5.79)
y(t) = —A(w+ w,) cos[w+ w,)t + a] - B(w— w,) cos[w— w, )t + B]

» Vamos a considerar condiciones iniciales para ohetar las constantes. Sean, por
ejemplo:

Dxt=0)=0

2)y(t=0)=0

J x(t=0)=0

4) y(t=0) =v,

(5.80)

Es decir, at =0, el péndulo parte desde el origen con una veldcididggida en la

direcciény del SR, Vv =v,y. Entonces:

1) x(0) = Acosa +Bcos5 =0

2) y(0) =—-Asena - Bsenf =0

3) X(0) = ~A(w+ w,)sena — B(w— w,)senf =0

4) y(0) = ~A(w+ w,)cosa — B(w— w,)cospf = v,

De las dos primeras condiciones resulta:

2) Asena = —-Bsen =a
) p =tga =tgf = o

1) Acosa = -Bcosf B=a+1

Podemos elegir cualquiera de las dos soluciones determina cuanto valeA y B).

Elegimos, por ejemplof = a ; entonces resulta:

B=-A

Introduciendo estos resultados en las ultimas dodiciones:

3) X(0) = -Ala + ay)sena + A(w — ay)sena =0

4) y(0) = ~A(w+ w,) cosa + A(w— w,)cosa =V,

En la primera:

3) X0) = Ala—ty—a—ay)sena =0

X(0) = A(—2w,)sena =0 = a=0

ya que la soluciorA= @o es aceptable. Entonces:

4) = A+ ap) + Ale = Gp) =V,
A(~w—w, + w—w,) =V,
A(—2w,) =V, = | A=-

Finalmente resulta:
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Xt =- zv0 cosf@, + @] + =2 cos[@-wp)t]
y(t) = 2V° senf(a, + at] - 2"0 senf(w- awy)t] (5.81)

» Vemos que el movimiento resultante es la comp@siale dos movimientos
circulares, de frecuenciasw, =(w,+tw )y - =(w-w,). Considerando que
cosa =cos(a) y que sena = sen(—a ), re-escribamos el resultado obtenido, ecs.(5.81),

de la siguiente forma:

X(t) = ——2— cos[aw, - Wt] + —2—cos[@w, - W]

2w, 2w,

. y (5.82)
V(O = -2 senl(-e, = a)t] + - senl(@, - ]

wO 2 (0]

Vamos a interpretar este resultado. Supongamosagu®, es decir, observamos el
movimiento desde un Sl. Desde el Sl, el movimiethd péndulo es el movimiento

armoénico que ya conocemos

x(t)=—2VO costawyt) + Yo cos,t) =0
° 0 (5.83)
Y(t) = =2 sen(-ayt) + - - sen(ayt) = > sen(ayt)
2w, 2w, w,

Notemos, sin embargo, que el movimiento resultapteede pensarse como la

combinacion de dos movimientos circulares opuestos:
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/ X () =- 2\;") costawyt)

Vo

.......... )—( yl(t) == 26()0 Sen(_wot)
A
y
: \ X, (1) = 2\20 CoS(,t)
(t) = Yo sen(w,t)
y2 - 20)0 (o]
——————————— >
X

Esto es general: un movimiento arménico siempred@ueonsiderarse como la
superposicion de dos movimientos circulares opseso ahora nos paramos sobre el
sistema de referencia que rota con velocidad anguléla Tierra), ambos movimientos
circulares van a seguir viéndose como tales, pamovelocidades angulares modificadas,

ya que debe restarse en el SR la velocidad angelléste . (cf. con elEjemplo 4b):

! —_ Vo - _
X() = =0 coslw, ~a
yi(t) =~ 2V° sen(-c, - )]
W,
y

iy = Vo _
%(0) = 5-cosl@, - @]

(o]
VO
2w

(o]

Yo (t) = >—senf(w, - awt]
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donde hemos usado variables primadas para recpleaestamos parados en el SR. Si
ahora sumamos estos dos movimientos, re-obtenarsxsucion que encontramos para
el péndulo en el SR, ecs.(5.82):

V, V,

X(1) = X (1) + %,(t) = - 20 cos[Cw, - wt] + 200 cos[(w, - wt]
YO = Y0+ o0 = 5 sen(-a ~ ]+ 5 seri(@, -]
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