3. Un cuerpo de masa m engarzado en un riel recto de longitud L, se encuentra
unido a un resorte de constante k y longitud natural I, = L/2. El otro
extremo del resorte estd fijo a un extremo del riel, como se indica en la
figura. El conjunto se encuentra rotando de manera rigida con velocidad
angular constante de modulo €2, de tal manera que el angulo que forma
el riel con la vertical es siempre «. Considerando el movimiento desde un
sistema de referencia rotante.

a) Realice un diagrama de cuerpo libre del cuerpo. Escriba las ecuaciones
de Newton v de vinculo del sistema.

b) Encuentre la ecuacién de movimiento, halle la(s) posicione(s) de equili-
brio y estudie su estabilidad.

c) Calcular cuénto debe valer el angulo de inclinacién « (como funcion
de los parametros del problema) para que el sistema tenga un posicion
de equilibrio estable a una distancia %L del punto O. Determinar la
frecuencia de oscilacion.
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vistadesde el costado vista desde arriba vista en perspectiva

Tomaremos un sistema de referencia no inercial como muestran las figuras, fijo al riel mévil que
gira y con el #' inclinado, en la direccidn de la barra. 8 apunta en la direccién de giroy 2’ es
perpendicular a ambos y al riel. Notar que los 3 versores forman una terna derecha.

Fuerzas de interaccion

Tendremos la fuerza eldstica dado que hay un resorte y las fuerzas de vinculo entre el riel y la
masa.

Como no hay rozamiento, las fuerzas vinculo seran perpendiculares al riel, y las lamaremos N,,
y Ng,. Notar que la N,, serd la encargada de mantener el vinculo de z' = 0 (cte) y Ny, de hacer
lo mismo con 8’ = 0 (cte). Este ultimo vinculo debe cumplirse dado que el sistema de referencia
esta fijo al riel movil, y entonces va girando con este y el angulo de observaciéon no cambia.

Por ultimo, hay que sumar el peso, que al haber tomado un sistema inclinado como el riel, tendrd
componentes en 7'y en Z'.

Fuerzas de inercia o pseudofuerzas
Recordemos que para un sistema rotante teniamos:

ma=YF—-2maxv —mQxQx7 —max#

Donde se sumaban las fuerzas de coriolis, centrifuga y de arrastre.
Calculemos cada una, notemos que, como £ es vertical y nuestro
sistema de referencia estd inclinado, tendremos que descomponerla
para hacer los productos vectoriales de cada fuerza.

Coriolis
Para calcular coriolis necesitamos hacer Q X ¥'. Escribamos primero Q y cémo quedaria ¥’ en
polares.

Q = Q(sen(a)2’ — cos(a) ) 7 =7 +100 +2'2 =77

En el segundo miembro de ¥, usamos los vinculos, aprovechando que nuestro sistema de

referencia esta fijoalriel: 2 =0y =0=>2'=0=%'y0' =0=6".
QO x v = Q(sen(a)s’ — cos(a) ") x #'#' = Qi'sen(a)f’

La fuerza de coriolis queda apuntando en ', y proporcional a la velocidad en
#'. Es la fuerza que compensa que si el radio de giro aumenta, debe haber
una fuerza que compense la distancia mayor que recorre el movil, que gira
en un circulo mas largo. Es natural que aparezca el sen(a), dado que el radio
de giro no estd dado por r’ sino por r'sen(a).




Fuerza Centrifuga
Oxax7 = Qx[Q(sen(a)z — cos(a) #) x r'#'] = A x [Qsen(a)r'd’]
= Q(sen(a)z' — cos(a) ') x [Qsen(a)r'd’]
= —Q0Z%sen(a)r’'(sen(a)?’ + cos(a)z")

Nos quedard con una componente en 7' y otra en 2’, esto
coincide con que la fuerza centrifuga siempre debe
apuntar hacia afuera del circulo que describe la masa en
su rotacién. Esto es, perpendicular a Q. El signo negativo
del doble producto vectorial se cancelard con el que
aparece en las ecuaciones de Newton, asegurando que
apunte para afuera, en la direccién de 7' y 2’ positivos.
Nuevamente, aparece un r'sen(a) porque es el radio de
giro. Eltérmino de sen(a)?’ + cos(a)Z' tiene que ver con
la descomposicién.

Fuerza de arrastre

Dado que £ es constante, QO = 0 y entonces no va a haber fuerza de arrastre.

Ecuaciones de Newton
m(# —r'6'?) =k (L -7’ - %) + mQ2sen?(a)r’ + mgcos(a)
m(r@" + 27"’9") = Ny — 2mQ7r'sen(a)

mz' = N, + mQ?sen(a)cos(a)r’ + mgsen(a)

Vinculos
9'=0=v60"=0=6 Dado que el sistema de referencia rota con el riel
Z=0y=>z'=0=17% Dado que la masa estd engarzada en el riel

Ecuaciones de Vinculo

Las ecuaciones de Newton de 8’y 2’ quedan
0 = Ny — 2mQr'sen(a)
0 = N, + mQ?sen(a)cos(a)r’ + mgsen(a)

De manera que nos dirdn cémo deben ser las fuerzas de vinculo para manetener a la masa
engarzada al riel.

Ng = 2mQ7'sen(a) Lanormal en 8’ debe compensar la fuerza de coriolis
N, = —mQ2sen(a)cos(a)r’ — mgsen(a)

En 2', debe compensar la componentes de la fuerza centrifuga y el peso.



Ecuacién de Movimiento
Las ecuacion de Newton de 7' queda

7= %(g — r’) + Q2%sen?(a)r’ + gcos(a)

Nos da la aceleracién, es la ecuacién de movimiento de la masa, vista desde el sistema de
referencia fijo al riel. Si agrupamos los términos que tienen r’, la posicion:

cr (k22 , KL
7= (m Q“sen (a))r +gcos(a)+2m

(K . -
Donde podemos notar que si (; - stenz(a)) > 0 obtenemos un oscilador armodnico, y la

frecuencia de oscilacién estara dada por w? = i O%sen?(a). Es decir, a la frecuencia natural

que tendria la masa si no girara (;) se le resta un término relacionado con la fuerza centrifuga

(Q2%sen?(a)). Si este término fuera mas grande, la ecuacién de movimiento no seria la de un
oscilador arménico, la masa no quedaria oscilando en el riel sino que seria expulsada hacia
afuera.

Equilibrio
Para encontrar la posicién de equilibrio, pedimos que la aceleracién se anule:

— _(k _02cpn2 ' kL
0= (m Q“sen (a)) Tgq + gcos(a) + -
Despejando 7,

, gcos(a)+k—L
o= 2m

EQ k _02sen2?
E_Q sen?(a)

Multiplico arriba y abajo por%y llamamos w3 = k/m

mgcos(a) + L
The = k 2
1— (Qsen(o&))2

Wo

El numerador indica que la posicion de equilibrio estarda mas a la derecha que 3 (la longitud

natural). Cuanto mas a la derecha esta dado por una competencia entre la componente del peso
que punta en #' y la dureza del resorte, que apunta en —#' dado que estara comprimido por el
peso.

SiQ=006a=0,el denominadores 1y no
modifica en nada el andlisis previo. Si Q
crece, el sistema comienza a girar y el
denominador se achica, o sea que la
posicion de equilibrio se va mas lejos del
origen a medida que el sistema rota mas
rapido. Cudanto mas lejos se va estd dado por
una competencia entre la fuerza centrifuga I
y la elastica. 5 2sen?(a)




Qsen(a)
wWo
significa que para estos valores no hay ninguna posiciéon de equilibrio. Vemos que es el mismo

caso que hace que el movimiento no sea arménico en las ecuacién de movimiento.

Si > 1, el denominador se hace negativo, y no tiene sentido obtener un r,gQ <0,

Estabilidad

Para ver la estabilidad, hay que derivar la aceleracién respecto de la posicién, evaluar en el Unico
punto de equilibrio y ver si es menor o mayor a 0 (estable o inestable, respectivamente).

' d

dr' dr'

_(k_ O?%sen?(a) |r' + gcos(a) + KL = 0%sen?(a) — —
m 2m m

Vemos que queda una constante, que no depende de la posicidn, asi que no hace falta evaluar

. . . . Qsen(a k
en nuestro equilibrio. Como éste existe solamente si % > 1, entonces Q%sen?(a) > ol
0
aw’ 2 2 k - . .
= Q%sen“(a) - < 0. El equilibrio es estable, lo que esperdbamos para un movimiento

armonico.



