El péndulo de Foucault
Hernan G Solari

26 de abril de 2014

@ Vamos a considerar el péndulo de la figura con el objetivo de tratar de
entender como rota debido al movimiento de la Tierra

Figura 1: Esquema del pédulo fuera de escala

El radio R corresponde a la direccion de la fuerza de graved local que con-
secuentemente se escribird F, = —mR/|R|g, la direccién de nuestra terna local
identificada como 2 corresponde a la direcciéon de la plomada. Dado que la direc-
cién de la plomada estd dada por F,—mQ x (A x R) = F,+m(Q’R— (Q.R)Q),
podemos elegir un segundo vector, &, perpendicular a 2 en el plano que contiene
a Ry Q. El vector g lo elegimos perpendicular a este plano de manera de con-
formar una terna derecha. El vector R se extiende en realidad hasta el punto de
sosten del péndulo. De tal manera que la posiciéon del péndulo respecto de una

1Hay una version en la Web mas 0 menos diguiendo estas lineas


http://www.animations.physics.unsw.edu.au//jw/pendulumdetails.html

terna que rota fija al centro de la tierra es R+ X siendo |[X| = L, y X el vector
posicién del péndulo respecto de la terna local.
Las ecuaciones de movimiento en la terna rotante fija al centro de la tierra
resultan entonces
d? dX
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la fuerza Fy — mQ x (2 x R) = mg'Z es la fuerza que da direccion a la
plomada, en tanto m7 es la tension de la cuerda ejercida en la direccion —X,
después de eliminar el factor m que estd presente en todos los términos nos
quedamos con

d’X , dX
—— =T4+g¢2-20x — —mOA x (Qx X 1
=T = (@ X) (1)
Realizamos entonces la primer aproximaciéon al considerar que los tiempos
caracteristicos para los cambios en X son Tp = 1/L/g (en la demostracion uno

10s) mientras € tiene un tiempo caracteristico de T (24 3600s)/(27) = 137515
resulta que Tp/Tr < ly por lo tanto los terminos son de distintos 6rdenes
de magnitud siendo el término de Coriolis sustancialmente mayor que el de la
aceleracion centrifuga, por lo que despreciamos a este para quedarnos con la
primera correccién al movimiento del péndulo debida a la rotaciéon de la tierra.
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El vector Q es aproximadamente = Q(sin(n), 0, — cos(n)) donde el aproxi-
madamente se refiere a que en realidad es R y no 2 el que forma un angulo 7
con el eje de rotacion.

La tercera aproximacién tiene que ver con las pequenias oscilaciones, en nues-
tro péndulo el apartamiento de la normal es de aproximadamente 1,2/27 =
0,048rad, es decir que los angulos involucrados son muy pequenos y la veloci-
dad méaxima en la direccién 2 es tan solo 0.048 veces la velocidad maxima en el
plano perpendicular zy. Vamos a considerar entonces

X
% ~ (da/dt, dy/dt, 0)

De lo cual resulta que

Q x % ~ Q(cos(n)dy/dt, — cos(n)dx/dt,sin(n)dy/dt)

En el plano zy aparece una rotacion de modulo Qcos(n) y también una
correccion a la fuerza en la direccion 2. De las dos, la que mas nos interesa es la
rotaciéon pues en el plano zy solo habia fuerzas radiales (cuando © = 0). Para
estudiar la rotacién nos coviene cambiar el sistema de coordenadas. Pasamos a
coordenadas cilindricas, donde
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con lo cual el término de Coriolis pasa a ser:
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Finalmente, la tension 7 no tiene componentes en ¢ por lo que proyectando
la ecuacién de movimiento en esta direccién obtenemos:
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multiplicando por r ambos términos resulta la integral
d
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donde la constante de integraciéon C vale C = —r(0)2Q cos(n) ya que %(0) =
0 (soltamos la masa alejandola del punto de equilibrio sin darle impulso)
Finalmente

d
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La velocidad angular solo se anula cuando llega a los extremos de amplitud.
El radio no llega a anularse nunca porque en la ecuaciéon radial tenemos
d*r do.o, | . de
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y si r decrece mucho % crece mucho y r sufre una aceleracién que lo hace
crecer. De tal manera el péndulo no pasa por el centro. El término € cos(n)
en Eq.[@ representa una rotacién constante que es el efecto Coriolis. El término
Q cos(n)r?(0)/r? corresponde al hecho de que el 4ngulo ¢ cambia en casi 7 entre
un extremo y otro de la oscilacion, el cambio mas rapido se da cuando pasa



cerca del centro. Si lo pensamos desde un sistema que rota con eje 2 y velocidad
Q cos(n) solo veriamos la oscilaciéon de un péndulo cuya velocidad angular incial
fue de —Q cos(n) al soltarlo con un apartamiento r(0). Observamos que si en
Eq.B8 hacemos 2 = 0 resulta la solucion 7'2‘3—‘5 = C con C = Qcos(n)r?(0)

Deberia estar claro que el angulo 7 se puede tomar como 90 — latitud sien-
do la latitud positiva en el Norte y negativa en el Sur. En tal caso, cos(n) =
sin(latitud) y por tanto, el péndulo gira en direcciones contrarias en el Norte y
el Sur.

La energia aproximada del péndulo se obtiene multiplicando escalarmente
por % la ecuacion Eq. B y recordando que la velocidad es perpedicular a X y
por tanto a T, pero tambien es perpendicular al término de Coriolis, obtenemos
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Recordando que z/L = cos(f) y r/L = sin() donde 6 es el &ngulo con que se
aparta el péndulo de la direccion de la plomada se arriba a la equacién para éste
angulo, donde se puede verificar cual es el Angulo minimo que forma el péndulo,
que corresponde al punto en que % = 0 es decir

60y gz = B/m )
SR~ g = Efm (12)
e (13)

S (Qeos(n) (2 — 2O/ ~ gz = Efm (14)

Donde la tltima equacién se resuelve facilmente para r2 = y resultando en una
expresion cuadratica en y.



