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Guia complementaria - Ecuaciones Diferenciales

1) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales. Es decir, encuentre las funciones y(t). En todos los casos yg
€s una constante.
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2) Suponga una colonia que tiene N, bacterias al tiempo t=0. Si la colonia crece a una tasa proporcional a su
poblacidén, entonces:

N _kn

dt
con k>0.
a) Resuelva esta ecuacion para encontrar N(t). Grafique cualitativamente la solucion.
b) ¢Cuanto tarda la poblacién inicial en duplicarse? éCuanto tiempo mas hay que esperar para que se vuelva a
duplicar?

3) La ecuacién del ejercicio 2) (crecimiento exponencial o Malthusiano) tiene una aplicacion limitada porque no
es razonable que la colonia siga creciendo para siempre. Una mejora es considerar que la tasa de crecimiento
depende del nimero de bacterias de forma tal que si N es un nimero “chico” la colonia crezca pero si es un
numero “grande” disminuya. Esto puede tenerse en cuenta de la siguiente forma (épor qué?):

dN N
—=rN|l-—
En la ecuacién anterior, res una constante positiva y k (también positiva) se conoce como capacidad de carga.
a) éPara qué conjunto de valores de N, la poblacién disminuye y para cuales crece?
b) éPara qué valores de N, la poblacion no crece ni disminuye?
c) ¢Existe algun valor de N estable? Por estable queremos decir que si N aumenta o disminuye respecto
de ese valor, la poblacién vuelve a ese valor.
d) Encuentre la solucién N(t). Para hacerlo concidere la ayuda.

e) Grafique cualitativamente la solucién para distintas condiciones ininiales e interprete el resultado en
funcién de las respuestas anteriores. Para graficar, puede usar un programa como el Matlab.

Ayuda:
J it = n(<0)

4) Sea X = (x ; y) una funcién de 2 en R Considere la siguiente ecuacién diferencial:

o _[dx dv)_ (5.
X_(dt’dt) (2’4y)

Encuentre la solucién con condiciones iniciales X(¢ = 0) = (1;1) y exprésela en forma vectorial.
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5) Una reaccién quimica autocatalitica es una en la que la produccion de una sustancia esta estimulada por la
propia sustancia. Este proceso (retroalimentacion positiva) llevaria a un crecimiento descontrolado de la
sustancia en cuestién si no estuviera limitado de alguna forma. Supongamos que llamamos ¢ a la concentracion
de la sustancia C'y f(¢) a su tasa de produccion por unidad de tiempo dc/dt. La siguiente ecuacion es un
ejemplo de una ecuacidon que modela una reaccién autocatalitica:

@ = f(c)=2 molar . _ | molar CZ
dt seg seg?
a) Haga un grafico de la tasa de produccién en funcion de c.
b) éPara qué valores de ¢ la tasa de produccion es positiva y para qué valores es negativa?
c) Si inicialmente la concentracion de C es 0.75 molar, ¢ésubird o disminuira la concentracion con el
tiempo?
d) Encuentre una expresion para c(t).
e) ¢Qué relacidn tiene este problema con el del crecimiento logistico (ejercicio 5)

6) Bajo ciertas condiciones que estudiaremos cuando veamos mecanica a escala celular y molecular, la
aceleracién de un objeto que se mueve en un fluido es a = —r.v, donde 7 es una constante positiva que
depende de la masa y de la forma del objeto y de la viscosidad del fluido. Si la velocidad inicial es v,>0,
encuentre la velocidad en funcién del tiempo para el objeto.

7) Un problema clasico de la psicofisica es cdmo se traduce un estimulo fisico en una sensacién o percepcion.
Usualmente, los estimulos que percibimos, como la luz, el sonido y la presion, tienen una amplia gama de
intensidades, que varia en muchos érdenes de magnitud. Por esta razon, los mecanismos sensoriales tienen que
tener la doble capacidad de ser muy sensibles (detectar pequefios estimulos) y a la vez tener un rango dindmico
amplio (detectar estimulos de muy diversa magnitud sin saturar).

Este tema fue estudiado por Ernst H. Weber (1795-1878). En uno de sus experimentos clasicos, un sujeto
sostenia un peso con una mano y los ojos vendados. Lentamente, se iba agregando un peso extra y la persona
debia decir en qué momento empezaba a sentir que el peso cambiaba. Lo que Weber descubrié fue que la
percepcidn era proporcional al incremento relativo en el peso. Es decir, si una persona sostenia inicialmente 1 kg
de peso y sentia el primer cambio cuando se agregaban 100 gr, esa misma persona necesitaria un incremento
de 200 gr para sentir un cambio si sostenia un peso de 2 kg. En términos matematicos, si llamamos p ala

percepcion y s al peso:

As
Ap=k—,
s
donde k es la constante de proporcionalidad. Es decir, los cambios en la percepcion ( Ap) son proporcionales a
los cambios relativos en el peso (As/s). Pasando As dividiendo y considerando cambios infinitesimales,

podemos escribir una ecuacion diferencial:

a) Resolver la ecuacion anterior para encontrar la percepcion en funcién del estimulo (en este caso el
peso s ). Suponga que s es el estimulo umbral debajo del cual no se percibe nada.

b) Suponga que si usa un estimulo de magnitud s, la percepcion es p. ¢En cuanto se incrementa la

percepcién si se multiplica la magnitud del estimulo por 10? &Y si se vuelve a multiplicar por 10?
Interprete este resultado en términos de la ventaja de tener un rango dindmico amplio.
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8) Resuelva estas ecuaciones diferenciales de segundo orden. Tome como condicion inicial en todos los casos
x(0) =x, yx'(0) = v, (F 'y 4 son dos constantes)

aymx"=F,; b) x"'=A.t c) x"=¢'

Ayuda: Muchas veces, para resolver una ecuacién de segundo orden, conviene primero asignarle un nuevo
nombre a la derivada primera. Por ejemplo, en lugar de x”, usar x'=v y x"=v".

., dx . d’x
Notacion: x'=—y x'=——-
dt dt

9) Probar que x = cos(3¢) es una solucion de la ecuacién x"=-9.x

10) Encontrar una solucion para las siguientes ecuaciones diferenciales con las condiciones iniciales dadas

a) x"=-4x; x(0)=3; x'(0)=0
b) x"=-4.x; x(0)=0; x'(0)=6
c) x"=-4x-12; x(0)=0; x'(0)=0

11) Cinética de reacciones quimicas.

Supongamos una reaccion quimica sencilla en la que se genera un producto P a partir de un sustrato A.
Podemos representar el proceso de la siguiente manera:

A —>» P
k

Llamando a a la concentracion de A, el esquema anterior se puede escribir en forma de ecuacién diferencial
asi:
da
dt
a) Suponiendo que a ¢ =0 la concentracion de A es q), resolver la ecuacion diferencial para obtener la
relacion de a con el tiempo.

—ka

b) Suponiendo que inicialmente no hay P, encuentre la ecuacién que describe la evolucién de p (la

concentracion de P) con el tiempo.
c) Describa graficamente como evolucionan a y p con el tiempo écudl es la cantidad maxima de producto que

se puede formar? ¢En qué tiempo se alcanza la mitad de esa cantidad maxima? ¢Depende este valor de la
cantidad inicial de A?

d) La siguiente tabla corresponde a mediciones del valor de a en funcién de t écudl es el valor de la constante k&
de la reaccién en este caso? (ayuda: utilizando la expresion de a(t), muestre que ln(ao / a) =kit).

t(mn) |0 30 60 90 120 150 180
a(mM) |87 6.52 4.89 3.67 2.75 2.06 1.55
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