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propiedades y ejemplos
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FIG. 7.1 Muelle tenso actuando sobre una masa M.
En la posicion marcada por una linea de puntos el
muelle no estd sometido a tensién alguna.

Oscilador arménico: Propiedades y ejemplos

El oscilador armoénico es un ejemplo de excepcional
importancia del movimiente periédico porque sirve de
modelo exacto o aproximado para muchos problemas
en fisica clasica y cuantica. Los sistemas clasicos que son
casos reales de un oscilador arménico incluyen cualquier
sistema estable que se desplaza ligeramente de su posi-
cién de equilibrio, como por ejemplo:

1. Un péndulo simple, en el limite correspondiente
de angulos de oscilacién pequefios.

2. Una masa sujeta a un muelle, en el limite de am-
plitudes de oscilacién pequeiias.

3. Un circuito eléctrico compuesto de una induc-
tancia y una capacitancia, para corrientes o voltajes lo
suficientemente pequefios para que los elementos del
circuito sean lineales.

Un elemento-de un circuito eléctrico o mecanico se
dice que es lineal si la respuesta es directamente pro-
porcional a la solicitud. La mayoria de los fendmenos
(pero no todos aquellos que son de interés) en fisica son
lineales, si el intervalo que se considera es suficiente-
mente pequeiio, del mismo modo que la mayor parte de
las curvas que nos encontramos pueden considerarse que
son lineas rectas para un intervalo suficientemente pe-
queiio de valores.

Las propiedades méas importantes del oscilador armé-
nico son las siguientes:

1. La frecuencia del movimiento es independiente
de la amplitud de la oscilacién dentro de las restriccio-
nes de linealidad.

2. Los efectos de varias solicitudes pueden super-
ponerse linealmente.

En este capitulo estudiaremos estas propiedades del
oscilador arménico. Consideraremos tanto el movimiento
libre como el forzado, con y sin amortiguamiento, aunque
los principales elementos del movimiento forzado se ex-
ponen en el Tema Avanzado al final de este capitulo.
También trataremos como Tema Avanzado los efectos
de las interacciones no lineales, pues resulta util tener
conocimiento de tales tipos de movimiento.

MASA SUJETA A UN MUELLE

En el Cap. 5 considerabamos la energia potencial de
un muelle estirado o comprimido en el cual la fuerza es
directamente proporcional a la tensién o compresion

F = —Cx%
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en donde x es positivo para una tensién y negativo para
una compresién. ¢Cual es el movimiento de una masa M
sometida a tal fuerza? Idealmente podemos imaginar,
como en la fig. 7.1, una masa que se mueve sobre una
mesa sin rozamiento:
d?x _ d%x Cx
—_— = —~Cx 2= -
de? de? M

(Esta ecuacién se discute en las Notas Matematicas al
final de este capitulo. Aquellos alumnos poco familia-
rizados con la solucién deben estudiar estas notas antes
de seguir.)

La solucién puede expresarse en la forma

(7.1)

X = Asen(woi + 4)) (7.2)
donde
_(cV
w0y = (M) (7.3)
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FIG. 7.2 Oscilador arménico simple que se compo-
ne de una masa M y un muelle sin peso de constante
de fuerza o rigidez C. Una plumilla sujeta a M dibujara
una sinusoide sobre una cinta de papel que pase frente
a M a velocidad constante.
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Parat=0,x=xy=Asen¢ y dx/dt =vy = wyAcos ¢, a
partir de lo cual pueden determinarse Ay ¢. La fig. 7.2
ilustra el movimiento. A se denomina amplitud y ¢ fase.
La frecuencia y periodo vienen dados por

El resultado esperado es el siguiente: Cuanto mas rigido
es el muelle, es decir, mayor C, mayor resulta la frecuen-
cia; cuanto mayor la masa, menor es la frecuencia.

También podemos enfocar este problema desde el
punto de vista de la conservaciéon de la energia [véase
Ec. (5.21)]:

2
IMu? + 3Cx? = %M(%’;—) +3Cx2 =E (7.5)

Utilizando A como valor de x para dx/dt = 0, resulta
E=1CA y

dx _ _(_J_)% 2 _ .2\8

7 _(M (A x?%) (7.6)

La solucidén de esta ecuacién es
(—Q)%t =sen-1X 4 const
M A

que coincide justamente con la Ec. (7.2)

1
x= Asen[(XCi) t+ ¢]

si la constante se hace igual a — ¢. Alternativamente
podriamos haber derivado la Ec. (7.5) obteniendo

M 9x d?x + Ccxx

£r =0
dt dt?

=
que se reduce a la Ec. (7.1). (Los Problemas 2 a 4, al final
del capitulo, son ejemplos del uso de estas ideas.)

PENDULO SIMPLE

El péndulo simple se compone de una masa puntual
M en el extremo inferior de una varilla sin masa de lon-
gitud L, que gira libremente alrededor de su extremo
superior y se mueve en un plano vertical como indica la
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fig. 7.3. Sabemos que el movimiento es semejante al de
Ia masa sobre un muelle. Surge la pregunta: ¢Cual es su
frecuencia? La forma mas directa de resolver este pro-
blema es escribir la forma apropiada de F = Ma. Con
referencia a la fig. 7.3 vemos que la distancia s, segin
el arco, la velocidad y la aceleracién de M son

s=18 D=£=L

d 5 d?s d?f
=10 — =1
dt dt

‘T T Var

Existen dos fuerzas en el problema: la fuerza de grave-
dad y la fuerza ejercida por la barra o la cuerda. Sin
embargo, la barra no ejerce fuerza alguna a lo largo de s
y, por tanto, sélo necesitamos considerar la componente
de mg a lo largo de s. Segun la fig. 7.3 vemos que esta
componente es mg sen 6 en la direccién en que decrece 6.
Por tanto, F = ma se reduce para esta dimensién en
d*9

mg senf = —mLFtE- (7.7)

Pero el desarrollo en serie de sen 6 es
—g_0_ 0 78
senf = 64 3!+5! (7.8)
y para valores pequeiios de 6§ puede escribirse
mgsenf = mgo

y la Ec. (7.7) se convierte en

d?6 g
—_— =29 7.9
de? L 79
Esta ecuacién es idéntica a la (7.1) con g/L en lugar de
C/M y 6 en lugar de x. Por tanto,

0 = §,sen(wyt + qﬂ (7.10)

en donde

w0y = (%)% (7.11)

y la frecuencia que buscabamos, de acuerdo con las
Ecs. (14) y (1.11) es f, = (1/2x) A/g/L.

La amplitud o valor méaximo de 6 es 6y; 6,sen ¢ es el
valor de 6 para t =0 y wfycos ¢ es el valor de dé/dt.
¢Hasta qué valor de 6; es todavia vélida nuestra hipéte-
sis senf = 6? La Tabla 7.1 nos da algunos valores del
periodo para diversas amplitudes. Evidentemente la am-
plitud puede alcanzar hasta 20° antes de que el valor real
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FIG. 7.3 El péndulo simple se compone de una masa
puntual M en.el extremo de una varilla sin masa L.
El péndulo gira alrededor de un eje que pasa por P y es
perpendicular al papel. La linea OP es vertical. s es la
longitud de arco entre O y la posicién de M.

TABLA 7.1
Amplitud, ° Periodo + 27 \/1/g
0 1,0000
5 1,0005
10 1,0019
15 1,0043
20 1.0077
30 1,0174
45 1,0396
60 1,0719
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del periodo sobrepase el 1 por ciento del resultado que
se obtiene con la aproximacién de pequefia amplitud.

Veamos también el método de conservacién de la ener-
gia para la resolucién del problema. Cuando la varilla se
desvia el angulo 6, la masa M se eleva la distancia

h=L—Lcos8

como puede verse en las figuras de referencia (7.3 y 7.4).
La energia potencial de la masa M en el campo gravita-
torio terrestre es

U(h) = Mgh = MgL(1 — cos @)
referida a la posicién sin desviar (vertical) que se toma

como origen de energia potencial. La energia cinética
del péndulo es

FIG. 74 EI teorema de Pitagoras junto con el desarro- )
llo del binomio, revelan por qué cos6=1—16? para Ec= }Mv? = $ML?§?
0 « 1 radian. )
en donde v = L§ relaciona la velocidad y la variacién del

angulo de desviacién por unidad de tiempo. La energia
total es

E = Ec + Ep = Ec + U =}ML?0? + MgL(1 — cosf) (7.12)

Por la ley de la conservacién de la energia sabemos que
esta suma debe ser constante. Utilizaremos este hecho,
asi como la pequefiez del dngulo 6 para obtener una
solucién de la frecuencia del movimiento. Ahora bien,

cosf =1 — 362 + 6% ...

y, por tanto, para 6 << 1 rad, despreciamos los términos
en 6* y potencias superiores, y la energia puede aproxi-
marse, segin la Ec. (7.12) por

E = }ML?? + MglL5? (7.13)
Resolviendo la Ec. (7.13) para 6 resulta

df _ (2E — MgLe2\} (g\l( 2 3
dt - MIL2 L) \MgL

Designaremos los puntos extremos del movimiento por
0, y —0,; la amplitud de la oscilacién es 6,. En estos
puntos el péndulo estd momentaneamente en reposo y su
energia cinética es cero (fig. 7.5). Segin la Ec. (7.13) con
4 = 0, tendremos

FIG. 7.5 Grafica de la energia potencial en funcién de 6.

El péndulo oscila entre los limites 6, y —6,. En estos E = }Mglg,? 9.2 — 2E
«puntos de retroceso», Ec=0 y U =E. Para 6 =0, 0 0 MgL
U=0y Ec =E. Para 6 € 1 radian, U~ iMgL6é*.
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Asi, pues, podemos escribir (7.14) en la forma

df _ g)% 2 2y}
@=(f)es-o

o (5)%(#
6,2 — 69}~ \L

Esta ecuacién-es idéntica a la (7.6) y a continuacién da-
mos algunos detalles de su solucién.

Si la condicién inicial o la fase del movimiento es tal
que 6 tiene el valor 6, para ¢t = 0, entonces

6 do 3
[ =) [

01

La integral de la izquierda es elemental (Dwight 320.01):

o [
[l fenn ] csenr fsens s g
o, (8,2 — 02) 0o, bo O

_ (%)2

Sabemos que sen arc sen (6/6,) = 6/6,, de modo que (7.15)
puede volverse a escribir como

3
i =sen[(%.) t +sen1 Z—l]

o 00 0
0 = O sen(wyt + ¢)

en donde podemos identificar la pulsacidén o, y la fase
inicial ¢ con

3
Wy = (Eg:) [ =sen—1%(1;

de acuerdo con los resultados dados por las Ecs. (7.10)
y (7.11).

Aunque ¢ en las Ecs. (7.2) o (7.10) ' tiene las dimen-
siones de un angulo, no es facil de visualizar como tal
4ngulo. Es importante entender las magnitudes A y ¢.
para el caso de la masa del muelle, asi como 6,y ¢ en el
caso del péndulo. Las figs. 7.6 y 7.7 ilustran el significado
de estos dos casos. Todos los ejemplos de oscilacién li-
bre tendran el mismo tipo de constantes, aunque con
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FIG. 7.7 La funcion ¢ = ¢, sen («t 4+ ¢) representada
en funcién de ot; ¢ ~n/4, Para t=0, 6 =6,sen¢ Yy

R . . df/dt = wby, cos ¢ (positiva). (El valor de o, en el texto
Si L = 100 cm, tendremos o, =~ (980/100)* =~ 3 rad/s, o se escribe aqui simplemente ©.)

L=10m, w,~ (9,8/1,0)% =~ 3 rad/s. La frecuencia es in-
dependiente de la masa M y de la amplitud 6, del movi-
miento, con tal que 6, <€ 1. Obsérvese que no hay modo
de que pueda entrar la masa en el segundo miembro de
la Ec. (7.16) y siga tratindose de una magnitud con las
dimensiones de una frecuencia.

Al establecer las Ecs. (7.5) y (7.13) hemos utilizado
la ley de conservacién de la energia. Obsérvese que cada
una de éstas es una ecuacién diferencial de primer orden
y que hemos llevado a cabo una sola integracién respecto
al tiempo para obtener el resultado. La ecuaciéon del mo-
vimiento [Ecs. (7.1) o (7.9)] es una ecuacién diferencial
de segundo orden como veremos a continuacién. Para
obtener el angulo de desviacién habremos de integrar
dos veces con respecto al tiempo. Es conveniente recor-
dar que el empleo explicito de la conservacién de la
energia puede ahorrarnos a veces trabajo matemético
eliminando una integracién.

Un tercer método de establecer la ecuacién del mo-
vimiento para el péndulo es utilizar la igualdad entre el
momento y la variacién con el tiempo del momento ci-
nético.

Tomemos el eje x normal al plano del movimiento
(fig. 7.8). El momento respecto a este eje N, debido a la
gravedad, haciendo F = Mg,

N, = (r X F), = LMgsen ¢

gl(g.d7.8 El péndulo oscila en el plano yz La fuerza
. .. _ ebida a la gravedad sobre M es F = Mg, en la direc-
la cantidad de movimiento p = ML 6, cién —z. El momento N: que aparece debido a esta
. fuerza es MgLsen®d, en la direccién + x, evaluada en

J.=(rXp), = —ML% el punto O.

El momento cinético J, respecto al mismo punto es, con



218

Oscilador arménico: Propiedades y ejemplos

en donde § es positivo para valores crecientes de 6. Sa-
bemos que la variacién del momento cinético por unidad
de tiempo es proporcional al momento de la fuerza:

ML?§ = —LMgsend

de modo que la ecuacién del movimiento del péndulo es
. g '
0 + 2send =0
+ L

En el limite § <€ 1, podemos aproximar sustituyendo
sen 6 por 6

i+89=
+ LB 0
que es justamente la Ec. (7.9).

CIRCUITO LC

Algunos de los ejemplos mas importantes de siste-
mas oscilantes tienen lugar en electricidad. La familia-
ridad de la expresion corriente alterna (ca), que es una
corriente eléctrica oscilante, muestra la importancia de
este ejemplo. Aquellos alumnos que tengan conocimiento
de los circuitos eléctricos, comprenderan facilmente su
relacién con los sistemas mecéanicos; los demds pueden
omitir esta seccién y quizds volver a ella cuando hayan
estudiado el Cap. 8 del Vol. 2.

El voltaje en bornes de la capacidad C es

Ve = %

en donde Q es la carga sobre la capacidad. La corriente
en un circuito en serie con esta capacidad es

Iz_;Q o Q:—fldt

en donde el signo menos indica que la corriente fluye
en aquella direccién en que disminuye la carga deposi-
tada sobre la capacidad. El voltaje en los extremos de
la induccién L es

_L49r
dt

Si consideramos un circuito en el que hay sélo una ca-

pacidad y una induccién, como en la tercera columna de

la fig. 7.9, y se
FIG. 79 Tres osciladores arménicos con el mismo pe-
riodo: un péndulo simple, un sistema muelle-masa y
un circuito LC. El tiempo crece desde la figura A a la
figura H; el ciclo siguiente empieza nuevamente en la
situacién A.

VL=



Oscilador arménico: Propiedades y ejemplos 219




220

Oscilador armdnico: Propiedades y ejemplos

recuerda que la suma de los voltajes a través del circuito
es cero, resulta
dI d?
—L— + 2 =0=1L Q
d C de? o
Esta es justamente la ecuacién del desplazamiento de
un muelle con

Qox Le M %(—-)C

muelle

La solucidén sera
1\?
Q= Qosen(wot + ) Wy = (E) (7.17)

y la corriente se deduce de la misma. La fig. 7.9 ilustra "
estas relaciones y las compara con un péndulo y una
masa sobre un muelle.

Los alumnos familiarizados con la electricidad ob-
servaran la falta del voltaje RI, siendo R la resistencia.
RI = RdQ/dt y segun nuestra correspondencia anterior
ocuparan el lugar de una fuerza proporcional a dx/dt.
Pero éste es justamente el tipo de fuerza de rozamiento que
discutiremos mds adelante y R se corresponde con el
coeficiente b que relaciona la fuerza de rozamiento con la
velocidad. Los casos de circuitos con L y R, con C y R
y con L, R y C seran discutidos en el Vol. 2, Caps. 4,7y 8.

MOVIMIENTO DE SISTEMAS DESPLAZADOS DESDE
UNA POSICION DE EQUILIBRIO ESTABLE

Una de las razones de que el movimiento armdnico
simple (como se denomina este tipo de movimiento) sea
tan importante es que para pequeflos desplazamientos de
cualquier sistema en equilibrio estable, el movimiento
resultante, excepto en el caso de fuerzas de rozamiento, es
armoénico simple. En efecto, sea « la desviacién del equi-
librio, en donde « puede ser una distancia, un angulo
u otra coordenada mds compleja. La condicién de equi-
librio estable requiere que para « = 0, la energia poten-
cial del sistema sea minima y la fuerza (si « es una dis-
tancia) o el momento (si « es un angulo) deben ser
nulos. Asi

Fa=0)=0= — (‘;—Z)azo (7.18)

donde U es la energia potencial.
Desarrollando en serie de Taylor,
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Ul = U dU 2y d3u
(@ =Uo + (E;)Oa + %((fiaz )OaZ + %( da3 )0a3 o
(7.19)

en donde el subindice 0 se refiere a « = 0. Utilizando las
Ecs. (7.18) y (7.19) y despreciando los términos en o y
superiores, ya que « es un numero pequeiio, resulta

Ula) = U, + l(dzU) o2
2 0

da?

Flo) = —%g- - _ (%z%)oa (7.20)

Naturalmente, no es necesario que F sea una fuerza,
sino que puede ser un par u otra magnitud mas compli-
cada. Ahora, la condicién de equilibrio estable es que

d2Uu
da?
En la Ec. (7.20) esto significa que la fuerza tiende a vol-

ver el sistema a la ¢ondicién « = 0. La ecuaciéon del mo-
vimiento del sistema sera entonces

2 2
pmPa _ _(d U) o (721)
0

>0

de? da?
en donde M es un término equivalente a la masa. La
Ec. (7.21) indica que « describird un movimiento armé-
nico simple. Naturalmente, en la prictica es importante
el rozamiento, pero en su ausencia el andlisis anterior
se aplica a un puente, un edificio, etc; ciertamente se
aplica a todo sistema para el cual existe una funcién de
energia potencial que posee un minimo y es derivable.

ENERGIA POTENCIAL Y CINETICA MEDIA

Vamos ahora a demostrar una caracteristica impor-
tante del oscilador arménico relacionada con la media
respecto al tiempo de las energias cinética y potencial.
El valor medio respecto al tiempo de una magnitud K
en el intervalo T es

CEC) = % [ "K(#) dt (7.22)

0

- Como el movimiento de un oscilador-es repetitivo, el
valor medio respecto al tiempo es el mismo en un perio-
do que en muchos periodos y es unico. Utilizando el
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periodo T = 2r/w,, escribiremos para el valor medio de
la energia cinética de un oscilador cuyo movimiento
obedece a la ecuacién x = A sen (gt + ¢)

T 2m/wo
f M2 dt 1 f cos? (wyt + ¢) dt

(Ec) = _O___T___ = EM“"OZAZ 0

27/,

Como la integral se extiende a un periodo completo, no
tiene importancia el valor que tenga la fase ¢ y puede
convenientemente ponerse ¢ = 0. Entonces, si escribi-
mos y = wel, tendremos

27/ wo 1 27 1
@o_ 2 - 2 =
P j(; cos? wot dt = 2W£ cosfydy = 3

utilizando las relaciones

f277 , ’ 20 \
), sen ydy =j(; cos? y dy

2w
j(; (sen?y + cos?y)dy = 2n

Por tanto, se tiene para el valor medio de la energia
cinética

CEC) = 1Mw, 2A? (7.23)

La energia potencial es (de nuevo con ¢ = 0, ya que su
valor no importa)

U = 4Cx? = §CA?sen?w,t

Como el valor medio del cuadrado del seno es el mismo
que el del cuadrado del coseno en un periodo * y como
w2 = C/M,

(U) = 1CA? = IMw,2A? (7.24)

Asi, pues, <U> = (Ec) y la energia total del oscilador
armonico es

E = (Ec) + Uy = 1Mog?A?

(*) Esto puede verse facilmente dibujando las dos curvas y obser-
vando que son idénticas cuando se defasan un cuarto de pericdo. Este
tipo de razonamiento puede aplicarse también al valor medio de <+
en la superficie de una esfera. Si x* 4+ y? + 2 = R® entonces <{x% +
+ <y +<2» = R%. Como la esfera es simétrica respecto a x, y, z,
se deberd tener {x*) = <{y*» =<{z®» = %R’ Este resultado puede con-
firmarse por calculo directo.
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- Obsérvese que E = (E) porque la energia total es una
constante del movimiento.

La igualdad de la energia cinética y potencial medias
es una propiedad especial del oscilador arménico. Esta
propiedad no se mantiene en general para los osciladores
anarmoénicos. Se demostrara mas adelante que la poseen
los osciladores débilmente amortiguados.

ROZAMIENTO

Hasta aqui hemos despreciado los efectos del roza-
miento sobre el oscilador arménico. El rozamiento fue
discutido en el Cap. 3, incluyendo sélo el caso de una
fuerza de rozamiento constante. Trataremos ahora el
caso de una fuerza que es proporcienal a la primera po-
tencia de la velocidad. Para pequeiias velocidades esto
supone en muchos casos una buena aproximacién y asi
encontramos que la solucién para este tipo de fuerza re-
tardatriz es realista. Sin embargo, consideremos en pri-
mer lugar algunos casos en los cuales sélo actia esta
fuerza. Asi tenemos

d?x dx .
M——=F,, = —-b—= —bx 7.25
de? e dt (7.25)
en donde b es una constante positiva Hamada coeficiente
de amortiguamiento. El signo negativo describe el hecho
de que se trata de una fuerza siempre opuesta a la ve-
locidad. A veces es 1util definir una constante 7, llamada

tiempo de relajacion, por la relacién

Vemos que r tiene las dimensiones de un tiempo, ya que
b posee las dimensiones de una fuerza dividida por una
velocidad o simplemente masa dividida por tiempo. La
razén del nombre tiempo de relajacion la veremos mas
adelante.

En funcién de la velocidad v = dx/dt = x, esta ecua-
cién se reduce a

b+lv=0
T

La solucién viene dada al final del capitulo (pag. 241). Es

o(t) = vye " (7.26)
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FIG. 7.10 La funcién et~ representada en funcion de
t. Obsérvese que e *¥ = 0,5 y, por tanto, la funcién de-
crece a la mitad de su valor inicial para t = 0,69r.

FIG. 7.11 Una placa plana que se mueve normalmente
a su plano a través de un gas que estd a presién muy
baja, estd sometida a una fuerza retardadora proporcio-
nal a su velocidad V, si ésta es mucho menor que la
velocidad media de las moléculas del gas.

Oscilador arménico: Propiedades y ejemplos

en donde v, es la velocidad para ¢ = 0. La velocidad dis-
minuye exponencialmente con el tiempo; diremos que
la velocidad estd amortiguada con una constante de
tiempo . El comportamiento esid representado en la
figura 7.10.

La disminucién de la energia cinética Ec de una par-
ticula libre viene dada segun la Ec. (7.26) por

Ec = IMi? = }Mog2e2/m = Ecoe#s  (7.27)

Vemos al diferenciar (7.27) que
. 2

Ec =——Ec
T

El tiempo de relajacién efectivo para la energia cinética
es la mitad que para la velocidad.

¢Qué clase de mecanismo conduce a una fuerza amor-
tiguadora de la forma — bx? El caso de una esfera que
se mucve lentamente a través de un medio viscoso fue
resuelto por ez primera por G. G. Stokes y la expresién
de la fuerza

F,, = —6mro (7.28)

en donde r es el radio de la esfera y 5 el coeficiente de
viscosidad se denomina ley de Stokes.

Una buena representacién de la fuerza amortiguadora
F,: = —bx es la que corresponde:a una lamina plana
que se mueve en direccién normal a su plano a través
de un gas a presién muy baja, como indica la fig. 7.11,
con tal que la velocidad V de la placa sea mucho menor
que la velocidad media v de las moléculas del gas. La
presién debe ser lo suficientemente baja para que poda-
mos despreciar los* choques de las moléculas entre si.
El nimero de moléculas que por unidad de tiempo
golpean la placa es proporcional a la velocidad relativa
a la placa de las moléculas que inciden sobre aquélla.
Supongamos que las moléculas se mueven unicamente
en una direccién. Respecto a una de las caras de la
placa la velocidad relativa es v 4 V; respecto a la otra,
es v— V. La presién es proporcional al nimero de mo-
léculas que por unidad de tiempo golpean multiplicado
por la transferencia media de cantidad de movimiento
por molécula. Esta transferencia es por si misma pro-
porcional a la velocidad relativa, de modo que las presio-
nes P,, P, sobre las dos caras de la placa son

Pc(o+ V)Y Boc(o— V)
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La presion resultante es la diferencia de presiones sobre
las caras opuestas de la placa

P=P, — P, 40V

de modo que la resistencia al avance (fuerza neta sobre
la placa moévil) es directamente proporcional a la velo-
cidad V de la misma. Puede verse que dicha resistencia
se opone al movimiento de la placa.

Velocidad limite. Si una fuerza constante tal como
la gravedad se aplica a una particula bajo la accién de
una fuerza de rozamiento como la discutida anteriormen-
te, la velocidad se incrementara si la particula parte del
reposo (o con pequefia velocidad) o decrecera si parte
a velocidad muy grande hasta que la aceleracién se anula.
Esta condicién es

F,.=bt o k:v:f%“it (7.29)

‘const

y la velocidad asi alcanzada se denomina velocidad limite.
Por ejemplo, si una particula de masa M cae bajo la
accion de la gravedad y de una fuerza que sigue la ley de
Stokes, la velocidad limite es

M,

v= &
6mr

(Véanse Probs. 10 y 11 al final del capitulo.)

El concepto de velocidad limite es aplicable a pro-
blemas que incluyen fuerzas de rozamiento proporciona-
les a otras potencias de la velocidad que, a menudo, ocu-
rren a velocidades mas elevadas. Si la fuerza de roza-
miento viene dada por

— AT
Froz— cx

en donde ¢ es una constante y n positivo, la velocidad

limite sera
1/n
o= (F const)
[

OSCILADOR ARMONICO AMORTIGUADO

Volvamos ahora al oscilador, al que incluimos la fuer-
za amortiguadora — bx. Este tipo de movimiento se in-
dica en la fig. 7.12. La ecuacién del movimiento es

Mi+bi+Cx=0
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FIG. 7.12 Todos los osciladores arménicos reales estan

amortiguados por fuerzas de rozamiento, como la resis-

tencia del aire. Un sistema muelle-masa con un amor-
tiguamiento débil describe una curva de este tipo sobre
la cinta de papel que se mueve a velocidad constante
si el sistema muelle-masa estaba oscilando original-
mente en t = 0.

Oscilador arménico: Propiedades y ejemplos

o

Esta es todavia una solucidn lineal, que puede escribirse
en la forma

i+ %x + w2 =0 (7.30)

en donde

wy? =

Zla

1_
r

b
M

Busquemos soluciones a la Ec. (7.30) en la forma
de oscilaciones sinusoidales amortiguadas.

x = xye Pt sen(wt + ¢) (7.31)

en donde han de determinarse 8 y w, siendo x, y ¢ las
constantes que han de determinarse por las condiciones
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iniciales *. Esta solucién resulta de combinar las ecua-
ciones (7.2) y (7.26). Los detalles de la solucién vienen
dados en las Notas Matemaéticas al final de este capitulo,
en donde se demuestra que

g=2L (1.32)

w = [w02 — (%)2]% = wo[l - (2‘:07)2]% (7.33)

El rozamiento disminuye la frecuencia, de modo que o
es igual a », Unicamente si el tiempo de relajacién es
infinito (sin amortiguamiento).

Introduciendo estos valores de 8 y » en la Ec. (7.31)
obtenemos

x = e—t/eren{w t[l - ( 1 )2]% + ¢}
=% 0 2w,T

Si wy v > 1, tenemos el limite de amortiguamiento débil,
en el que x puede aproximarse por

x = xpe” 2T sen(wt + ) (7.34)

en donde o, es la frecuencia natural de las oscilaciones
no amortiguadas.

EJEMPLO .

Disipacién de potencia. Calculemos la energfa disipada por
unidad de tiempo por un oscilador arménico amortiguado, en el
limite de amortiguamiento débil con «,r » 1, de modo que w == ;.

La energia cinética es Ec = {Mi2. A partir de la solucién
aproximada (7.34) tendremos (haciendo ¢ =0)

dr _ _ —l—xoe“/ 27sen wgt + woXee '/ ?7 cos wyt (7.35)
dt 2
Por tanto,

dx\? _ (LY, 2,t/rgen2 25 2p-t/T o052
) = \&r Xp°e~" Tsen® wot + wy*xy°e €os*® wol

w,
- (—1_0-) x,2e7t/ Tsenwt cos wyt  (7.36)

(*) La solucién [Ec. (7.31)] no es vélida para todos los valores
de w, y 7. En las Notas Matematicas podra verse que, bajo ciertas con-
diciones, la solucién no es oscilatoria. Si o << (1/27)%, la solucién es
et/ (Ae9t + Be-9t), en donde A y B son constantes arbitrarias
y g=1[(1/27)* = w?]}; mientras que si o, =1/2r, la solucién es
Ce~t/>* 4 Dte—t/**, en donde C y D son constantes arbitrarias. Este
ultimo caso es «criticamente amortiguado». Véanse las Ecs. (7.69) y
(7.70).
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Las integrales que aparecen cuando tomamos la media respecto
al tiempo de la ecuacién (7.36) vienen dadas por Dwight, 861.13 a
861.15. Pero para wyr » 1, constituye una aproximacién bastante
aceptable para sacar fuera de los corchetes angulares, que de-
signan la media en el tiempo, el factor e-%/s. Podemos hacerlo
con razonable aproximacion si la amplitud de la oscilacién
%e-t/% no cambia mucho en un ciclo del movimiento. Nos apa-
recen ahora las medias:

{cos?0) = (sen? ) =1 {cosfsend) =0

La ultima media, que es nueva para nosotros, es de considerable
importancia:

{cosfsenfy = (1sen20) = 0
porque la media de un seno o coseno es cero. Entonces la

energia cinética promediada a lo largo del tiempo de un ciclo
es

CEch~ éM [( 21 )2 ¢sen? wothy + wy2(cos? wyt)

T L

© ,
~ —2{cos wytsen wot)] xo2e7VT
T .

1 1\ e
= () + e

pero (1/27)* se supone que es despreciable en comparacién con
w?, de modo que la energia cinética media es

CECY = IMuw,2x 2t/ (7.37)

Vemos que la energia cinética media disminuye exponencial-
mente. La energia potencial media es (véase fig. 7.13.)

(U) = IMwy2x,2(e t/"sen? wyt) =~ I1Mwy2x,2e /7 (7.38)

La disipacién media de potencia P viene dada por la,variacién
de energia por unidad de tiempo con signo negativo:

—(P) = %<E> o~ %({Ec>+ Uy = —%(%Mwozxoze‘”’)
(o]

CEQ)

T

N

(P(t)y = (7.39)

Omitiremos normalmente los paréntesis {> en P(t) cuando su
significado sea claro.

El alumno puede sorprenderse de que las medias expresadas
en (7.37) y (7.38) contengan el tiempo #, cuando estas medias son
respecto al tiempo. Estamos observando el movimiento de un
oscilador amortiguado a lo largo de muchos ciclos y lo que
tenemos aqui es la energia (cinética o potencial) media (en un
ciclo) expresada para un tiempo dado t. Como la energia se
estd disipando en forma de calor, es de esperar que la energia
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TABLA 72 Diversos valores de Q. (Légicamente pre-
senta amplias variaciones)

La Tierra, para ondas sismicas 250-1 400
Resonador de microondas de cavidad

de cobre 104
Cuerda de piano o de violin 10
Atomo excitado 10
Nucleo excitado (Fe®) 3 x 101
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FIG. 7.14 Amplitud del movimiento arménico forzado
en funcién de la frecuencia impulsora. El valor méaximo
de X, tiene lugar para © = w, ¥ 1—1/(2Q?) y cae brus-
camente para un valor ligeramente inferior a 1,0 de
abscisa. La escala de amplitudes es puramente arbi-
traria y para la misma fuerza impulsora e igual valor
de «; la amplitud méxima para Q = 100 sera 20 veces el
-valor correspondiente a Q = 5.

o
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puesto que el periodo es 1/f y 27f = . El tiempo corres-
pondiente a un radian de movimiento es 1/w. El amorti-
guamiento debe ser suficientemente pequefio para que
E no cambie apreciablemente en un periodo. Obsérvese
que Q carece de dimensiones. Para el oscilador arménico
débilmente amortiguado (wyt > 1) tenemos,

O=-L ~un (7.41)
wT

segun la Ec. (7.39). Vemos que el valor wyt es cierta-
mente una buena medida de la falta de amortiguamiento
de un oscilador. Valores altos w,r 0 de Q quieren decir
que el oscilador esta poco amortiguado. Obsérvese a partir
de la Ec. (7.38) que la energia de un oscilador disminuye
hasta e-! de su valor inicial en €l tiempo 1; durante dicho
tiempo el oscilador realiza w,t/27 oscilaciones. En la
tabla 7.2 se dan diversos valores representativos de Q.

OSCILADOR ARMONICO FORZADO

El caso de un oscilador arménico forzado por la ac-
cién de una fuerza sinusoidalmente variable es de una
gran importancid en muchos problemas de fisica. A
causa de la complejidad del problema se trata en los
Temas Avanzados (al final del capitulo). Sin embargo,
expondremos aqui algunos resultados dignos de men-
cién.

1. Como es légico, el movimiento estacionario (una
vez el rozamiento ha amortiguado todo movimiento co-
rrespondiente al periodo natural del oscilador forzado,
t > 1) tiene la misma frecuencia que la fuerza impulsora.

2. Como también es légico, particularmente para el
oscilador ligeramente amortiguado, la amplitud del mo-
vimiento estacionario depende fundamentalmente de la
frecuencia impulsora, siendo grande cuando esta préxima
a la frecuencia natural. La fig. 7.14 muestra la amplitud
como una funcién de la frecuencia impulsora para valo-
res grandes y medios de Q. Obsérvese que la amplitud
méxima tiene lugar a

_ 1) _ 1\ 1\
o = (o ~55) —“o(l‘m?) =°’0(1'§Q—2)

que es muy proximo a «, para un oscilador con Q ele-
vada. La maxima absorcién de potencia ocurre para
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o = wg. El tipo de curva indicado se suele denominar
curva de resonancia *.

3. La deriva en el tiempo, expresada por el dngulo
¢ comprendido entre el desplazamiento x = x, sen (wf+¢)
y la fuerza impulsora variable seglin sen ot es también
una funcién importante de la frecuencia impulsora, sien-
do 0 para bajas frecuencias y — » para frecuencias ele-
vadas. (Véase fig. 7.15 y el Tema Avanzado al final del
.capitulo.) El angulo se define aqui como aquel en el cual
el desplazamiento alcanza su maximo antes que la fuerza
descrita por F,sen ot. Los angulos negativos, por tanto,
significan que la oscilacién del desplazamiento va retra-
sada respecto a la oscilacién de la fuerza. Obsérvese que
cuando v = wy, ¢ = —n/2, el desplazamiento esti retra-
sado respecto a la fuerza en un cuarto de ciclo. Para mas
detalles, véanse los Temas Avanzados al final del capitulo.

PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

Una propiedad importante del oscilador arménico es
que las soluciones son aditivas: Si x,(¢) es el movimiento
bajo la accién de la fuerza impulsora Fy(t), y x,(t) es el
movimiento bajo la fuerza impulsora F,(¢), entonces
x(t) + x,(t) es el movimiento bajo la fuerza combinada
F\(t) + Fy(t). Esto es, si conocemos el movimiento x; bajo
la accién tnicamente de F, ¥ el movimiento x, debido a
solo F,, se obtiene entonces el movimiento bajo la accién
de las fuerzas combinadas sumando x, y x,. Esta propie-
dad se deduce directamente de la ecuacién del movi-
miento

d 1 d
(dt2 toat woz)(x1 + xy)

de? de? dt
=F + 5

2 2
—(d—+~l-;i+ 0) +(d +ld+mo2)x2 (7.42)

La validez del principio de superposicién para las solu-
ciones de la ecuacién del oscilador arménico es una
consecuencia de ser una ecuacién lineal; tinicamente in-
terviene la primera potencia de x. El resultado es muy
diferente cuando se incluyen términos anarmoénicos. Un
término en x? en la ecuacién del movimiento interviene
mezclando y multiplicando dos frecuencias impulsoras

(*) En algunos campos, la curva de resonancia es estrictamente
f(X) =1/(1 + X3, que es de apariencia semejante.
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FIG. 7.15 Angulo ¢ entre el desplazamiento y la fuerza
impulsora.
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simultidneas o, ¥ w,, produciendo por ello una serie com-
pleta de frecuencias armoénicas (2w, 3wy, ..., 20, 3w, ...)
y de frecuencias combinadas o «laterales» (w; + w,;
wl——mz; wl—sz; etC.).

PROBLEMAS

1. Péndulo simple. Se construye un péndulo con un hilo
de poco peso y longitud L =100 cm y una masa pesada
M=1x10g.

(a) ¢Cudl es el periodo del péndulo para desplaza-
mientos pequefios? Sol. 20 s.

2. Masa sujeta a un muelle. Escribir la ecuacién del
movimiento de una masa M que se mueve en linea ver-
tical bajo la accién de la gravedad y de un muelle de
constante C. ¢Cudl es el efecto de la gravedad sobre:

(a) El periodo de oscilacién?

(b) El centro de oscilacién o punto alrededor del cual
tiene lugar la oscilacién?

3. Masa sujeta a un muelle. Se suspende de un muelle
longitudinal, cuya constante de fuerza es C =1 x 10° di-
nas/cm, una masa de 1,0 X 10° g.

(a) ¢Cudl es el perfodo para pequefas oscilaciones?

(b) Si para t =0 el desplazamiento del equilibrio es
+0,5 cm y la velocidad + 15 cm/s, determinar el despla-
zamiento en funcién de .

4, Masa sujeta a un muelle. Datos. Los datos relacio-
nados a continuacién (tablas 7.3 y 7.4) se obtuvieron obser-
vando el movimiento de una masa sujeta al extremo de un
muelle:

(a) Representar el cuadrado del periodo de oscilacién
en funcién de la masa. Los valores tabulados de la masa
no tienen en cuenta la masa del muelle, Determinar la
masa efectiva del muelle extrapolando adecuadamente el
grafico.

(b) Determinar la constante del muelle C.

(¢) Representar el logaritmo neperiano de la amplitud
en funcién del tiempo y determinar el tiempo de relajacién.

(d) Determinar el coeficiente de amortiguamiento b.

5. Masa en un medio fluido. Un cuerpo parcialmen-
te (o totalmente) sumergido en un liquido es impulsado
hacia arriba por la accién de una fuerza igual al peso
del liquido desplazado (principio de Arquimedes). Demos-
trar que un cuerpo de seccién transversal horizontal uni-
forme restringido a moverse verticalmente en un liquido
de mayor densidad que la suya experimentara oscilaciones
armoénicas simples. ¢Cuil es el periodo de estas oscilacio-
nes? ¢Cudl es el limite de amplitud de las oscilaciones?

6. Péndulo

(a) Un péndulo de longitud 39,2 cm y masa 500 g se
pone en movimiento de modo que para t=0, =01y

TABLA 7.3 Periodo en funcién de la masa

Masa, g Periodos observados, s
50 0,72
100 0,85
150 0,96
200 1,06
250 1,16
300 1,23

TABLA 74 Amplitud de vibracién en funcién del tiem-

po para una masa de 150 g

Tiempo, s Amplitud, cm

0 4,5

30 40

80 35
125 3,0
180 25
235 2,0
340 1,5
455 1.0
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6= —0,02/s. Determinar 6 en funcién de t. Utilizar ahora
las ecuaciones del movimiento para determinar la fuerza
que actua sobre la masa para 6 = 0.

(b) El péndulo de Foucault fue montado por Foucault
en Paris el afio 1851 para mostrar el efecto de la rotacién
de la Tierra (véase Cap. 4, pag. 120). Su longitud es de 69 m.
Determinar el periodo. Si la masa es de 28 kg y la oscila-
cién maxima de 10°, calcular la energia total del movimiento.

7. Energia de una masa sujeta a un muelle. Una masa
de 50 g sujeta al extremo de cierto muelle ejercita un
movimiento -armoénico simple de acuerdo con la ecuacién
x=2sen10¢t, donde x estd expresada en cms. y ¢t en se-
gundos.

(a) Determinar la constante C de muelle.

(b) Determinar la energia cinética maxima.

(c) ¢Cudl es la energia potencial maxima y la energia
total?

8. Oscilador bidimensional. Una particula tiene la li-
bertad de moverse en el plano xy bajo la accién de una
fuerza dirigida hacia el origen de magnitud — C (xk + y¥) =
= —Cr. Llamando M a la masa, determinar las ecuaciones
x € y del movimiento y resolverlas.

(a) ¢Cudles son las condiciones para el movimiento
en un circulo y cudl es el periodo?

(b) ¢Cudles son las condiciones para el movimiento
a lo largo de la linea de 45° con el eje x y cual es el
periodo?

9. Masa en una cdpsula esférica. Una masa se desliza
libremente en el fondo de una cépsula esférica de radio
1,0 m. Determinar el periodo para pequeiias oscilaciones.
¢Cudl es la longitud del péndulo equivalente?

10. Viscosidad
(a) Buscar en un libro de consulta para dar y expli-
car la definicién de viscosidad.

(b) ¢Cudles son las dimensiones del coeficiente de vis-
cosidad 7?

TEMAS AVANZADOS

Oscilador anarmodnico. Siguiendo la discusién expuesta
en péginas anteriores, consideremos ahora un péndulo que
estd oscilando con una amplitud tan grande que no pode-
mos despreciar el término 6* en el desarrollo de sené,
como hicimos anteriormente en (7.9) ¢Cudl es el efecto
sobre el movimiento del péndulo del término en 6*? Hemos
visto el efecto sobre el periodo en la Tabla 7.1. Veamos
cémo se puede abordar analiticamente este problema.

Los problemas anarmdnicos o no lineales son normal-
mente dificiles de resolver exactamente (a no ser mediante
computadores), pero las soluciones aproximadas son con
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(¢) ¢Cudl es el valor de la viscosidad del agua a 20° C?

(d) Evaluar (b) [véase ecuacién (7.28)] para una esfe-
ra de radio 5 cm en un medio de viscosidad 2,0 centipoises.
(Véase Prob. 13.)

(e) Si en (d) la densidad de la esfera es 2,7 g/cc y la
densidad del liquido es 1,1 g/cc, determinar la velocidad
limite. Utilizar la fuerza neta vertical, como se explicé en
el Prob. 5, y el tiempo de relajacién.

11. Movimiento bajo una fuerza viscosa

(a) Una particula de masa M sobre' la que actiia sélo
la fuerza viscosa del medio — bv es proyectada desde un
punto con velocidad v,. Escribir la velocidad en funcién del
tiempo. Recordar que v =dx/dt y determinar x(1). Si
M=10 g, b =40 dins/cm y v, = 100 cm/s, determinar la
distancia:- que recorreri la masa.

(b) En el experimento de la gota de aceite de Millikan,
algunas gotas tenian 2,0 X 10~* cm de radio. La densidad
del aceite era 092 g/cc y la viscosidad del aire, 1,8 x 10-*
centipoises. Determinar el tiempo de relajacién y la velo-
cidad limite. Despreciar la correcciéon por el empuje hi-
drostatico.

12. Tiempo de relajacién. Un oscilador tiene una masa
de M=10 g, C =490 dinas/cm, b =1,0 dina-s/cm. Para
t=0,x=20cm, x=0:

(a) Determinar x en funcién de ¢. )

(b) ¢Cuadl es el tiempo de relajacion para x?, ¢y para Ec?

(¢) ¢Cuanto vale Q?

13. Oscilador amortiguado. Una bola esférica de ra-
dio 0,30 cm y masa 0,5 g se mueve en agua bajo la accién
de un muelle de constante C = 50 dinas/cm; 7 para el agua
es 1,0 X 10~? dina-s/cm? o poises. Determinar el ntimero de
oscilaciones que tendran lugar en el tiempo necesario para
que la amplitud descienda a la mitad del valor inicial.
(Obsérvese que e=%% =1). ¢Cual es el valor Q del osci-
lador?

frecuencia suficientes para darnos una buena idea de lo
que sucede. La ecuacién (7.8) nos da:

senf =60 — 163 + ...
de modo que la ecuacién del movimiento (7.7) hasta este

orden se transforma en

d

2
SF o0t =8 =0 (743)
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en donde la magnitud g/L se ha designado por o2 Esta
es la ecuacién del movimiento de un oscilador anarmdnico.

Veamos si podemos encontrar una solucién aproxima-
da a (743) de la forma

0 = 6 senjwt + ef,sen3wt (7.44)

en donde € es una constante adimensional que debe
cumplir la condicién de ser mucho menor que 1 cuando
0, « 1. Es decir, veamos si el movimiento puede represen-
tarse aproximadamente (o exactamente, jno lo sabemos
aun!), por la superposicién de dos movimientos diferentes,
uno en sen ot y el otro en sen 3wf. La presencia de este
ultimo término se sugiere por la identidad trigonométrica
(Dwight 403.03):

sen’ x = $sénx — 1sendx (7.45)

Asf, pues, el término en # de la ecuacién diferencial (7.43)
generara a partir del cubo de sen of un término en sen 3wf.
Para satisfacer la ecuacién diferencial nos vemos obliga-
dos a afiadir al término sen ot otro de la forma € sen 3wt
que pueda justamente contrarrestar el término en sen 3 wt
producido por 6. Prosiguiendo de este modo, el nuevo
término . € sen3 ot en la solucién de tanteo producira, al
ser elevado al cubo, un término en e€*sen9wt y asi suce-
sivamente. No hay ninguna razén aparente por la que deba
detenerse el proceso, pero si € € 1 puede esperarse que
converja rapidamente porque cada vez intervienen poten-
cias mas elevadas de € como factores en los términos de
frecuencias mayores. Es ahora evidente que (7.44) tnica-
mente puede ser una solucién aproximada en el mejor de
los casos. Nos falta determinar € y también o; mientras
que o debe reducirse a o, para pequefias amplitudes, puede
diferirse en el caso de amplitudes mayores. Para mayor
sencillez supondremos que 6 =0 para ¢t = 0.

Una solucién aproximada de este tipo correspondiente
a una ecuacién diferencial se denomina solucién de per-
turbacion, porque un término en la ecuacién diferencial
perturba el movimiento que se tendria sin el citado tér-
mino. Como hemos visto, llegamos a obtener (7.44) me-
diante un trabajo de deduccién orientado. Es facil probar
con varias soluciones de tanteo semejantes y rechazar las
que no resulten.

Tenemos a partir de (7.43)

9.
03

—w?0,senwt — Yw?ef,sen 3wt
0,3en® wt + 3esen? wtsen3wt + - - -)

il

en donde hemos descartado los términos de orden e€*y €3
porque suponemos que podemos encontrar una solucién
en la que € « 1. Entonces los términos de (7.43) se redu-
cen, utilizando la identidad trigonométrica (7.45), a

6 = —w0,sen wt — Yw?eld, sen3wt
w2 = —wy2,senwt + wy %, sen3wt
1 3w,y? wy?
- —6-w0203 =~ 22 6,3 senwt + 5003 sen3wt (7.46)

2
w
- —; 6% sen’ wt sen3wt
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Sumemos ahora miembro a miembro los términos de
(7.46). La suma del primer miembro es igual a cero de acuer-
do con (7.43). Si (7.44) ha de ser solucién aproximada para
cualquier valor del tiempo ¢, es necesario que los coefi-
cientes de sen ot y sen 3wf se anulen separadamente en el
miembro de la derecha de (7.46). Pues si suponemos que
los coeficientes no se arulan, deberemos tener entonces una
expresiéon de la forma A sen of + B sen 3ot =0, siendo A
y B constantes. Pero una ecuacién de este tipo no puede
satisfacerse para todos los valores de ¢, de modo que Ay B
deberdn ser nulos. Al limitar nuestra solucién supuesta
(744) a 3wt no hemos incluido todos los términos o fre-
cuencias que pueden presentarse pero hemos incluido los
mas importantes.

El requisito de que los coeficientes de sen ot en (7.46)
deben sumar cero es equivalente a

~0? + 0g? — Fw 2,2 =0
0 (7.47)

@ = 021 - 302w = w1 — £0,2)

utilizando el desarrollo binémico para la raiz cuadrada.
(Véase Cap. 2. Notas Matematicas.) La ecuacién (7.47) da
la dependencia de » en funcién de 6,. Aqui o, es el limite
de o, cuando 6, 0; es decir, el limite de amplitud peque-
fia. Para 6, = 0,3 radianes, la desviacién fraccionaria o uni-
taria de la frecuencia es Aw/w=—10-2, en donde Aw=
=w—w, Obsérvese que la frecuencia del péndulo para gran-
des amplitudes depende de la amplitud.

La solucién (7.44) también contiene un término en
sen 3wf. La amplitud de este término respecto a la am-
plitud del término en sen ot es €, que se determina por
la condicién de que el coeficiente del término en sen 3ot
en la suma de (7.46) se anule:

9w + wye + w020 2=0
pa— w —_— —
w o o4 0

Si ponemos «? ~wy, entonces esta ecuacién se reduce a

€T ——
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Consideremos que € nos da el ingrediente fraccionario del
término en sen 3wf en una solucién de 6 dominada por
el término sen wt. Para 6, = 0,3 radianes, tendremos ¢ ~ 10-3
que es muy pequeiio. El coeficiente del término sen? ot sen
3wt en (7.46) es pequefio en un factor O (e€) u O (6, com-
parado con los términos que hemos utilizado. Hemos des-
preciado dicho término en nuestra aproximacién.

¢Por qué no hemos incluido en (7.44) un término en
sen 2ut? Pruebe el lector una solucién de la forma

0 = 0, senwt + 1, sen2wt

y veamos qué sucede. Se encontrard que 7=0. En la
ecuacién que describe el movimiento del péndulo aparece
principalmente el tercer armdnico, o sea, un término en
sen 3w? y no sen 2of. En tal caso la solucién seria diferente
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para un dispositivo en el cual la ecuacién del movimiento
incluyera un término en 62, pues entonces la solucién ten-
dria un término en sen 2ot y podria usarse la misma
técnica. Existen muchos problemas (por ejemplo, la dila-
tacién térmica de sdélidos) en los que la fuerza es més
intensa para un valor positivo (negativo) del desplaza-
miento que para un valor igual negativo (positivo).

¢Cuél es la frecuencia del péndulo para grandes am-
plitudes? No existe una frecuencia unica en el movimiento.
Hemos visto que el término mds importante (el compo-
nente mayor) es funcién de sen of, y diremos que o es la
frecuencia fundamental del péndulo. En nuestra aproxi-
macién o viene dada por la ecuacién (7.47). El término en
sen 3wt se denomina tercer armdnico de la frecuencia
fundamental. El razonamiento que siguié a (7.44) sugiere que
est4n presentes un numero infinito de armonicos en el
movimiento exacto, pero la mayoria de ellos son muy pe-
quefios. La amplitud en (7.44) del componente fundamental
del movimiento es 6,; la amplitud del componente tercer
arménico es € ¢,

Oscilador armdnico forzado con fuerza de amortigua-
miento. Consideremos con detalle el movimiento forzado
de un oscilador armoénico amortiguado. Este es um pro-
blema de la méaxima importancia. Si ademds del rozamiento
existe una fuerza externa F (f) aplicada al oscilador, la
ecuacién del movimiento es

Mi + bi + Cx = F(f)

o, con una notacién mAas compacta, haciendo r=M/by
o= C/M,

en Loy oo FO 7.48

B4 —k 4wt = (7.48)
Aqui o, es la frecuencia natural del sistema en ausencia
de rozamiento y en ausencia de cualquier otra fuerza exte-
rior impulsora. Cuando al sistema se le impone una fuerza
con una frecuencia diferente o (% w,), veremos que la res-
puesta vendra dada con la frecuencia impulsora y no con
la frecuencia natural. Pero, si la fuerza impuesta se elimi-
na repentinamente, el sistema vuelve a una oscilacién
amortiguada, cuya frecuencia coincide aproximadamente
con la frecuencia natural, con tal que el amortiguamiento
sea bajo.

Supongamos en (7.48) que

F(t) _ Fysenwt __ F,
ST _OM = aysenwt oy = -A% (7.49)

de modo que la fuerza impulsora es sinusoidal con fre-
cuencia w. Esta relacién define la magnitud «. La frecuen-
cia del sistema en el estado estacionario (aquel estado del
sistema que se mantiene después que ha desaparecido cual-
quier efecto transitorio) sera precisamente la frecuencia
impuesta. De otra forma, la fase relativa entre la fuerza y
la respuesta variaria con el tiempo. Esta es una caracte-
ristica importante del resultado —la respuesta del estado
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estacionario de un oscilador arménico forzado (incluso
con amortiguamiento) se presenta con la frecuencia im-
puesta y no con la frecuencia natural o, Ninguna otra
frecuencia distinta de la impuesta satisfard la ecuacién
del movimiento. Por respuesta queremos indicar el des-
plazamiento x o la velocidad % Consideremos aqui que la
respuesta es X.
Busquemos una soluciéon de (7.48) de la forma

x = xpsen(wt + ¢) (7.50)

en donde, a partir de la ecuacién del movimiento, hemos
de encontrar los valores de la amplitud x, y del dngulo de
diferencia de fase* ¢. En (7.50) o es la frecuencia de la
fuerza impulsora, no la frecuencia natural del oscilador,
v ¢ da la diferencia de fase entre la fuerza impulsora y el
desplazamiento del oscilador. Asi pues, ¢ tiene aqui un
significado completamente diferente del que tenia en el
oscilador arménico no amortiguado libre, en el que ¢ se
relacionaba con las condiciones iniciales. En el caso del
oscilador forzado no interesan las condiciones iniciales
si Unicamente se considera el estado estacionario.

Es interesante definir con precisién lo que queremos
significar por diferencia de fase ¢ entre el desplazamiento
y. la fuerza impulsora. Tanto uno como la otra varian se-
gtiin una ley de oscilacién arménica simple. El ciclo desde
un méximo a otro de la fuerza o del desplazamiento equi-
vale a 360° 6 2« radianes. La diferencia de fase ¢ nos dice
en qué dngulo el desplazamiento alcanza su mdximo antes
que la fuerza. Por ejemplo, supongamos que la fuerza al-
canza su valor positivo mayor en el instante en que el
desplazamiento es cero y tiende a aumentar en el sentido
positivo. Entonces el desplazamiento estara retrasado res-
pecto a la fuerza en »/2 radianes. Pero ¢ se define como
el angulo en el que x adelanta a F, de modo que en este
ejemplo ¢ es igual a — /2.

Hallemos las derivadas

dx
dt

= d’x _ 2
= wx, cos (Wt + ¢) e e %o sen (wt + ¢)

Entonces la ecuagién del movimiento (7.48) es
(wg? — w?)xysen(wt + ¢) + %xo cos (wt + ¢) = aysénwt(7.51)

Simplificaremos esta expresién mediante las relaciones
trigonométricas

sen (wt + ¢) = senwt cos ¢ + Cos wtsengd
cos (wt + ¢) = cos wt cos ¢ — Sen wt Send

(*) Es necesario que introduzcamos un éngulo ¢ (denomi-
nado de fase de x respecto a la fuerza F) que sea diferente
de cero. No puede obtenerse ninguna solucién si se suprime ¢.
Al hablar de un éngulo de fase hay que asegurarse de referirse
al angulo de fase de algo respecto a algo. En los problemas de
electricidad es costumbre hablar de la fase de la corriente
referida a la tensién. Aqui hablamos de la fase del desplaza-
miento x referida a la fuerza impulsora. Las dos fases no son
equivalentes, porque la magnitud andloga a una corriente es
dx/dt, y no x.
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Asi, pues, (7.51) se transforma en
[(wko2 — w?)cos¢p — 2semp]xosen(.‘)t
T

+ [(wo'" — w?)sen¢ + % cos ¢>] %, Cos wt = aysenwt  (7.52)

La ecuacién (7.52) puede satisfacerse unicamente si es
cero el coeficiente de cos wt. Esta condicién puede escri-
birse como

sen¢g _ w/T (7.53)

cos ¢ wy? — w?

tg ¢ =

También es necesario que el coeficiente de sen of, sea igual
a ay

— %o
o = (we? — w?) cos ¢ — (w/T)send (7:54)
A partir de (7.53) se deduce que
wy? — w?
cos ¢ = P!
we? — w?)? + (w/7)%]?
(7.55)
sen¢ = —w/1 -
[(w? — @?)? + (/7))
y de aqui (7.54) se reduce a
Xy = %o
T g — @2 + (/7P (7.56)

Esta es la amplitud del movimiento.

Las ecuaciones (7.55) y (7.56) nos dan la solucién de-
seada. Conocemos ahora la amplitud x, y la fase ¢ de la
respuesta del sisterna bajo la fuerza impulsora F=Mq« sen ot:

%o

[(w? — w2 + (/7))

W/ T
X = sen(mt + arc tgl! ——L—‘)
W? — @2

(7.57)

La amplitud de la ecuacién (7.57) viene representada en
funcién de o en la fig. 7.14 y el angulo de la fase en la fi-
gura 7.15. Obsérvese en el grafico que el dngulo de fase es
siempre negativo. Esto puede entenderse analizando la ecua-
cién (7.33), ya que ¢ =0 para o =0, 0> ¢ >—=/2 para
0wy —r/2> ¢ >—m para o>

Podemos apreciar el significado de esta ecuacién si
examinamos casos limites. En nuestra discusién supone-
mos siempre que el amortiguamiento es pequefio, de modo
que vt > 1.

Frecuencia impulsora baja, o & w, Vemos aqui a partir
de (7.55) que

cosp — 1 sen¢ — —0
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por lo tanto, ¢ — 0. Esta respuesta a baja frecuencia se
dice que estd en fase con la fuerza impulsora. A partir
de (7.56) vemos que

X _ Mo _E 75
w2 C T C (7.58)

Xy —
El muelle (y no la masa ni el rozamiento) condiciona la
respuesta en este limite; la masa se desplaza simplemente
adelante y atras por accién de la fuerza contra la tenden-
cia del muelle a recuperar su posicion.

Respuesta de resonancia, » = w,., La respuesta puede ser
muy grande en la resonancia. La resonancia se utiliza en
muchas aplicaciones, de modo que es preciso estudiarla
cuidadosamente. Para o = o, la frecuencia impuesta se hace
igual a la frecuencia natural del sistema en ausencia del
rozamiento. Tenemos

¢— -7

+0
cos ¢ — 3

sen¢g — —1

La amplitud para o = », viene dada por

% = 5’% (7.59)

Cuanto mas bajo es el amortiguamiento mayores son
* y X, Manteniendo F, constante, la relacién entre la

respuesta en la resonancia y la respuesta a la frecuencia
cero viene'dada segun (7.58) y (7.59) como

Xo(w = wp)
xp(w = 0)

_ a,T/wg
g/ wy?

= wyr = Q

con el coeficiente Q que definimos por la ecuacién (7.41).
Este puede ser muy grande, jes normal 10* o mas! Puede
decirse que el amortiguamiento condiciona la respuesta
en la resonancia.

La respuesta mixima x, no se presenta exactamente
cuando «, = . Observemos .que la derivada de la ecua-
cion (7.56) tiene un cero en

ol =+ (2]

O sea,

Awg? — w)(—26) + 27—‘;’ =0

2 1
2r2

Esta es la posicién de respuesta maxima de la curva de x,
en funcién de . Si o,7» 1, el maximo estdi muy cerca
de o = w,.

Puede parecer extrafio que la respuesta maxima se
obtenga con el angulo de diferencia de fase igual a —=/2,
es decir, cuando la fuerza esta desfasada exactamente 90°
respecto al desplazamiento. Podria parecer légico que la
resonancia se presentara cuando ¢ =0 y no cuando
¢ = —u/2. Pero el secreto estd en que la potencia absor-
bida por el oscilador no depende directamente de la fase
entre la fuerza impulsora y el desplazamiento, sino maés

2 _
w? = w,
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e)

f)

Para ¢ = — /2, o = w, y vo = Fo/b. La amplitud de
la velocidad es maxima en la resonancia.

Para w > wy, v, disminuye de nuevo. Para ¢ = — 37/4,
vo = Fo/ \/2b nuevamente.

Oscilador armdénico: Propiedades y ejemplos

g) Para @ » w, vy € Fo/b nuevamente, y ¢ =~ —n,

bien de la fase entre la fuerza y la velocidad. Sélo hay
que reflexionar un momento para ver que obtendremos

las mayores desviaciones cuando la velocidad esté exacta-

‘mente en fase con las fuerzas impulsoras. De este modo

la masa resulta empujada con el lugar y momento preci-
sos. Cuando el desplazamiento es cero, la velocidad tiene
su méaximo valor. Si en este punto se estd moviendo en el
sentido positivo, nos conviene que la fuerza alcance en
ese instante su mayor valor con objeto de obtener el mo-
vimiento maximo. En los puntos extremos en los que la
velocidad cambia de sentido conviene, para que se pre-
sente la resonancia, que la fuerza cambie de sentido del
mismo modo que lo hace el movimiento en ese mismo
instante. Asi, pues, la resonancia se entiende mejor en
funcién de la fase entre la velocidad y la fuerza impulsora.
Sabemos que la velocidad de un oscilador adelanta a su
desplazamiento exactamenté en 90°. Asi, pues, para la reso-
nancia, con fuerza y velocidad en fase, debemos tener la
fuerza 90° adelantada al desplazamiento, de modo que
¢ = —n/2. Aunque, como hemos dicho anteriormente, la
amplitud maxima tiene lugar a una frecuencia ligeramente
inferior que w,, la potencia maxima corresponde a o = w,.

Frecuencia impulsora alta, » » w,. Aqui
cos¢g —> —1 sen¢p — 0 ¢— —m

Q. Ma, K,

w2  Mw? Mow?

Xo —>

En este limite, la respuesta disminuye como 1/e? La iner-
cia de la masa condiciona la respuesta en el limite de
altas frecuencias y la masa responde esencialmente como
un objeto libre, siendo sacudida atrds y adelante por la
fuerza. Obsérvese que la fase ¢ del desplazamiento x res-
pecto a la fuerza impulsora F empieza en cero a frecuen-
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Este resultado es muy importante y viene ilustrado en la.

fig. 7.17.
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La absorcién de potencia (7.62) se reduce a la mitad del
valor en la resonancia cuando o varia en + (Aw),, de'modo
que

= Wy — W= (g + 0)wo — @) = 2w(Aw);  (7.63)

ENES

Asi, pues, la anchura completa 2(A<u)1/2 de la resonancia
en donde la potencia es mitad de la maxima es igual a
1/5. Se ve, utilizando la expresién para Q encontrada en
(7.41), que

Frecuencia en la resonancia

anchura completa a la mitad de la potencia maxima

Por consiguiente, Q@ mide la agudeza del ajuste o sintonia.
(fig. 7.18).

EJEMPLO

Estudio numérico de un problema sobre oscilador armo-
nico. Sea la masa M = 1g = 0,001 kg, la constante de la
fuerza C = 10 dinas/cm =10 N/m, y el tiempo de rela-
jacién * = 1 s. Entonces, segin la ecuacién (7.3):

_Q%_I_O“%_(IO)%_ 2 -1
‘°°‘(M)‘(1)‘ 103) =10

mientras que, segun (7.33), la frecuencia de oscilacién li-
bre es

2 1)) 4 b 2 —1
[~ (L) = 10— 1= 10

El factor Q del sistema viene dado segin (7.41) por
Q = wyr = (10%)(}) = 50

El tiempo para que la amplitud se amortigiie hasta e~! de
su valor inicial (para el sistema libre) es

2r = 1s

utilizando (7.32). La constante de amortiguamiento b=M/r=
=14 =2¢g/s, 0

6,001 _ 3L/
ST =2x10 3kg/s

Hagamos ahora que el sistema sea impulsado por la
fuerza

F = Mz, sen ot = 10 sen 90¢ dinas.

Vemos que o = Fo/M = 10 dinas/g y la frecuencia impues-
ta es w=290 s-!. La amplitud viene dada por la ecua-
cion (7.56):

Oscilador arménico: Propiedades y ejemplos

FIG. 7.18 La absorcién de potencia es proporcional a
f(X) =1/(1 + X3, en donde

2—6\)2)

ot = cot ¢

de acuerdo con la ecuacién (7.62). Para ¢ ~0, X = cot ¢
es grande y negativa. Para ¢ = —7/2, X =cot¢ =0
y la absorcion de potencia es un maximo. Se pueden
ver también los puntos de mitad de potencia X = + 1.
La funcién f(X) = 1/{1 + X*) se conoce como funcién de
Lorentz.

X = 10 -~ 5 X 103 cm
[4 X 108 + 4 x 10%)¢

y la fase viene dada por (7.53):

e 180 —_
o= —yoxip ~ 0!

o bien ¢ = —0,1rad=—6°. Asi, pues, en cada ciclo el
maximo del desplazamiento se verifica a 0,1 rad/90 rad por
segundo ~ 10-4 segundos después del maximo de la fuerza.
Podemos comparar la amplitud anterior con la que
existe en el limite « >0 y con la que se presenta en la
resonancia. Segun la ecuacién (7.58) tenemos xy(w =0) =
= qy/wy? = 10/10° = 10-* cm. En la resonancia tendremos, se-

gun las ecuaciones (7.59) y (7.41), que

xo(w = wg) = Qxylw = 0) = (50)(1073) = 5 X 10~2cm
La anchura completa de la curva de resonancia entre los
puntos de mitad de la potencia maxima es segun (7.63):
wy 100

_ % _ Y 51
2(Aw)y = 0 =% =25
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Obsérvese que en este ejemplo hemos empleado siempre
«frecuencia» queriendo significar «frecuencia angular».
Para obtener las frecuencias normales en oscilaciones o
ciclos por segundo, debemos dividir por 2.

NOTAS MATEMATICAS

Investigaremos ahora algunas ecuaciones mas compli-
cadas que surgen en el estudio de la mecéanica. En el Cap. 3
hemos resuelto los dos tipos de ecuaciones que corres-
ponden a los casos en que no existe fuerza o que ésta es
constante. Desde el punto de vista de la facilidad de re-
solverla, consideremos la ecuacién

2
Li__’i = bt

de2
en donde b es una constante y ¢ el tiempo. Si se deriva £
dos veces se obtiene 67, de modo que la solucién de esta
ecuacién sera

x=%bt3+00t+d0

en donde ¢, y'd, son las constantes arbitrarias del mismo
tipo que las encontradas en las soluciones de las ecuacio-
nes (3.52) y (3.54). Para t =0, x =d, y dx/dt = ¢;,. En una
forma semejante, si d*x/dt* = bt? o {13, o asi sucesivamente,
podemos facilmente encontrar una solucién. Desgraciada-
mente los problemas de este tipo son escasos y, por ello,
continuaremos con otros que se encuentran més a menudo
en la fisica.

Fuerza resistente. Un problema bastante comin en
mecanica corresponde al caso de una fuerza resistente
directamente proporcional a la velocidad. (Esta ecuacién
aparece también en el caso de la desintegracion de las
sustancias radiactivas.) En este caso la segunda ley de
Newton nos da

d*x _ ., _  ,dx
moy = bv = bdt (7.64)

El signo menos indica que la fuerza tiende a reducir o
disminuir la velocidad. Esta ecuacién puede simplificarse
recordando que la aceleracién d’x/df* es igual a dv/dt,
con lo cual (7.64) se convierte en

dv _
mo = bo
o N
do _ _bde
v m

Esta ecuaciéon puede integrarse por los métodos clasicos:

do _ _ _(bdt_ bt
U_logeu_ fm _———1;1-+const

v = Aett/m (7.65)
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Aqui e representa la base de los logaritmos neperianos
o naturales y tiene el valor 2,718.... Las propiedades de
estos logaritmos son semejantes a las de los logaritmos
decimales y sus valores se encuentran en muchas tablas
matematicas. Un ntumero que vale la pena recordar es
e 0% — 1 = 0,500. .

¢Cuénto vale la constante A en la ecuacién (7.65)? Para
t=0, e®=1, de modo que v = A. Por tanto, ésta es una
constante arbitraria que podemos utilizar para ajustar las
condiciones iniciales. Sin embargo, previamente teniamos
dos constantes arbitrarias; aqui tenemos sélo una cons-
tante. Pero la ecuacién que hemos resuelto es de primer
orden y asi tenemos sélo una constante. Podemos ahora
volver a v = dx/dt y escribir

dx/dt = vyett/m (7.66)

en donde v, es la velocidad correspondiente para t = 0.
Ensayemos una solucién de la forma

x =B + Ceb/m

Ponemos la forma exponencial porque la derivada de et
es e~?. Sustituyendo en la ecuacién (7.66) resulta

_ —bt/m — ¢ bt/
b/mCe /™ = p e bt/m

Por tanto, C = —mv,b. ¢Y la constante B? Sospechamos
que serda x, la condicién inicial; sin embargo, cuando in-
troducimos t =0 en la solucién encontramos que

x=B+C=B—-%

Por consiguiente, si x==x, para t=0, B=x, + mvy/b.
Nuestra solucién es entonces

vym )
()
x = x +___1_e—bt/m
0 b ( )
Como ejemplo, supongamos una particula de masa 25 g
sobre la cual actuia una fuerza — 5v dinas y parte de x =
= —10 con velocidad de 40 en la direccién positiva de x.
Utilizando las expresiones anteriores resulta

x= —10 4+ 40 X (1 — %) = —10 + 200(1 — ¢7'/%)
t=0 x=—10

dx _ 1)g-t/5 = =

ar = —200(—1)e = +40 para t =0

Obsérvese que cuando t-— 00, x—190 y v — 0.

Velocidad limite. Procedemos ahora al estudio de al-
gunas ecuaciones mas complicadas, tales como

dv
en donde F es una constante.

La solucién final en estado estacionario resulta ser
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dov F
— =0 F=0b ==
; at v v 5
Esta velocidad se denomina normalmente velocidad limite.
Como solucién ensayemos

=£ — p—bt/m
v b(l e )

o _Fowm_E(y_b)_F_b,
dt m m

que concuerda con la ecuacién (7.67). De esta solucién re-
sulta que para t =0, v = 0. Por tanto, si hay otras condi-
ciones iniciales, deben satisfacer esta ecuacién. Observemos
que para t—»00, v F/b.

Supongamos que para ¢t =0, v = v, Ensayemos

o= —E(l — e b/m) 4 poembt/m (7.68)

Derivando podemos comprobar que esta solucién satis-
face la ecuacién original.

Es interesante que la solucién general (7.68) anterior
es la suma de la solucién de la ecuacién (7.67) que hemos
ensayado anteriormente, més la solucién dada por la ecua-
cién (7.66) para m dv/di = —bv. Desde otro punto de vista
consideremos la solucién de m dv/dt + bv = F. Si encon-
tramos una solucién a esta ecuacién, podemos afadirle
una solucién de mdv/dt + bv =0 y seguird siendo solu-
cién de la primera.

Fuerza del muelle. Vamos ahora a resolver la ecua-
cién del movimiento de una fuerza tipo-muelle, dirigida
siempre hacia el origen (o hacia algiin punto conveniente-
mente elegido como origen), que crece directamente con
la distancia a dicho punto. Matematicamente esto significa
que F = —Cx; si x es positivo, la fuerza es negativa; si x
es negativo, la fuerza es positiva. C es una constante posi-
tiva llamada constante del muelle. Nuestra ecuacién es ahora

md2x__c d?x _ _Cx
de de? m
Como solucién de ensayo, sea x = coswt. Derivando te-
nemos
dx d3x

i —wsenwt == = —w?coswt = —w3x
t

dg?

Comparando esto con la ecuacién original, veremos
que si »? = C/m, nuestra solucién es valida. También es
claro que la solucién x = sen ot es valida. Pero, ¢dénde
estdn nuestras constantes para las condiciones iniciales?
Ensayemos

x = A’senwt + B’ cos wt

Esta es todavia una solucién y observemos que para t = 0,
x = B’. Por tanto, B’ es el valor de x, que hemos usado
antes. Derivando y haciendo ¢ = 0 resulta dx/dt = wA’. Este
es el valor de v, que hemos usado antes. Obsérvese que A’

Oscilador arménico: Propiedades y ejemplos

no es la velocidad inicial. Una forma alternativa de escri-
bir esta solucién es

x = Asen (ot + ¢)

Para t =0, x=Asen ¢ y para t =0, dx/dt = Aw cos ¢. Asi
las dos constantes A y ¢ han reemplazado a A’ y B’. Con
mayor frecuencia este segundo tipo de solucién es de uso
conveniente, aunque también es ttil resolver problemas
con el primer tipo. Unos ejemplos son convenientes. Su-
pongamos que C/m =25, de modo que w = 5.

1. La particula parte del origen para t=0 con una
velocidad en direccién negativa de x de 10 cm/s.
Suponiendo que x = Asen (5t + ¢), x = A sen ¢ para
t =0. Por tanto, ¢ es cero o =, dx/dt = + 5 A cos ¢ =
= —10. Vemos, pues, que ¢ debe ser igual a = y A
debe ser 2. Nuestra solucién es

x = 2sen(5t + ) = —2sen5t

2. Para t=0 la particula estd en x= +5 en reposo.
Por tanto+ 5= Asen¢ y dx/dt =wAcos$ =0. Es.
decir, A=5y ¢ = /2 y nuestra solucién es

x = 55en(5t + %) = 5 cos 5t

3. Para t=0, x=—>5 y la velocidad es —25. Esta vez
—5=Asen ¢ y—25 = + Awcos ¢ = + 5A cos ¢. Divi
diendo resulta tg ¢ = + 1. Por tanto, ¢ = =/4 6 5¢/4.
Pero cos5n/4 =—1/ \/5 mientras que cos /4= +1/
//2.Por tanto, ¢ = 5r/4. Sustituyendo en la primera
ecuacién resulta A =1/2 x 5. Alternativamente se
puede elegir A=—5\2 y ¢ =n/4:

x = 5\/§sen(5t + 54_#) o -—5\/§sen(5t + Z—)

Fuerza del muelle y fuerza resistente. Una ecuacién mas
dificil surge en el caso de un oscilador arménico amorti-
guado. La fuerza vale ahora — bv méas la fuerza — Cx.

d% _ _dx
m_d{" = bp—Cx, dondev_—tﬁ
d?x dx
maE bt =0

Ensayar- una solucién de la forma x = A e 5 sen (vt + ¢)

Z—: = —BbAe Ptsen(wt + ¢) + bwAe Pt cos (wt + ¢)
md—2jt = —2mwBAe P! cos (ot + ¢)
di?

+ B*mAeF!sen (wt + ¢) — mw2Ae Pt sen(wt + ¢)
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Entonces
d2x dx
il

= Ae Ptsen(wt + ¢)[C — Bb — mw? + B?m]
+ AePt cos (wt + ¢)[bw — 2mwf] =0

La tnica forma en que esta ecuacién puede satisfacerse
para todos los valores de t es hacer que todos los coeficien-
tes entre paréntesis sean iguales a cero

bw — 2mwfB =0
C—Bb—mw2+Bzm=C——2b7:L——mw2+Zb"%m=
w2=_(_7__b_2.=c Bz

Obsérvese que A y ¢ son las constantes arbitrarias y
no estan especificadas por la ecuacién diferencial. Sin em-
bargo, la frecuencia o y la constante de amortiguamiento 8
estan determinadas. Si w, = C/m, o << w,;, pero si B es pe-
quefio, es decir, si el decrecimiento de la amplitud A e"Bt es
lento, » = w,.

La forma de esta solucién puede verse en la fig. 7.19
para la cual o/f=35.

Héy que observar que si b es grande, » puede ser cero
o C = b*/4m. ¢(Cuil es la solucién en este caso?

Aebtmgen ¢ = A’ ebt/*m es una solucién que puede
comprobarse por ensayo. Pero también Bt e~tt/’™ es una so-
lucién. Por tanto, la solucién general es

x = A’e~bt/2m + Btebt/2m (7.69)

en donde A’ y B son las constantes arbitrarias necesarias
para cumplir las condiciones iniciales. Esta solucién se
llama solucion criticamente amortiguada. x disminuye a
cero mas deprisa que si

C>_l’i

b2
< Am 4m

Si C < b*4m, la solucién es supercritica y vale
; : b? C
x = e~bt/2m [A exp( ——4m2 — ;t)

b? C

en donde A y B son las constantes necesarias para el
cumplimiento de las condiciones iniciales.
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FIG. 7.19 Oscilador arménico amortiguado.

Los niimeros complejos y el oscilador armdnico forzado.
Los alumnos familiarizados con los numeros complejos
recordaran el teorema de Moivre, el cual establece

el =coSa + isena

en donde i =V —~1. Tal expresién ¢® se denomina canti-
dad compleja. cos« es la parte real y sena la parte ima-
ginaria. Los ntmeros complejos pueden representarse gra-
ficamente tomando la parte real como abscisa y la parte
imaginaria como ordenada (fig. 7.20). La longitud de la
linea OA es la magnitud del complejo o nimero. Su
cuadrado se obtiene multiplicando el niimero por su com-
plejo conjugado; este ultimo se obtiene cambiando el
signo de i alli donde aparece. La magnitud del complejo
es, naturalmente, un numero real y en este caso vale

ein X e~ia — e() =1

Vemos que OA tiene la longitud unidad, pues cos « = OB/OA
= OB.

La adicién, sustraccién y multiplicacién de complejos.
siguen las reglas usuales. Por ejemplo

(@+ib) + (c+id)=a+ c+ib + d)
({a+ib) — (c+id) =a—c+ i(b —d)
(a + ib) X (¢ + id) = ac'— bd + i(ad + bc)

ya que ¥ =—1

Para dividir necesitaremos manipular el cociente de tal
modo que el denominador sea un numero real y asi las
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FIG. 720 Un nimero complejo puede representarse
disponiendo la parte real OB a lo largo de un eje y la
parte imaginaria OC segin un eje perpendicular al
anterior. En este caso OA representa e?, OB = cos ¢,
OC = sena. OA es la magnitud de la cantidad compleja.

partes real e imaginaria del cociente serdn facilmente
reconocibles:
a+ib _{a+ib) X (c —id) ac + bd + i(bc — ad)
c+id ~ (c+id) X (c —id) c? + d?

Finalmente debe observarse que cualquier nimero com-
plejo puede escribirse en la forma pei$, Para determinar
oy ¢ en funcién de las partes real e imaginaria establece-
remos que

pet® = p cos ¢ + ipseng = a + ib
(a +ib) X (a — ib) = a® + b* (7.71)

tg¢=% ¢:tg_lk~

pei% X pe=it = p?

Daremos ahora una solucién muy clara del problema del
oscilador arménico impulsado, utilizando el esquema sobre
numeros complejos. La ecuaciéon del movimiento [ecuacio-
nes (7.48) y (7.49)] es (escribir cos of por conveniencia en
lugar de sen of),

x+li+w0
T

X = g COos wt (7.72)

Reemplacemos el término correspondiente a la fuerza por
aget! = ay(cos wt + isenwt)

Al final de los célculos tendremos que considerar que la
respuesta es la parte real de x si la fuerza impulsora es
o cos ot (siendo «, real).

Oscilador arménico: Propiedades y ejemplos

Busquemos para (7.72) una solucién de la forma

x = Xoe! (7.73)

en donde X, puede ser un numero complejo. Sustituyendo
(7.73) en (7.72) tendremos

iw
—w? - =4 w02 X,
T

de donde,
4
X, = B .
0 (“)02 _ wz + z(w/'r) (7 74)

Es de utilidad considerar separadamente las partes real
e imaginaria de X,. Tendremos

a, wo? — w? — i(w/T)

— w? + i(w/7)
wy? — w? — i(w/T)
(o = T + (/7]

wo? — w? — i(w/T)

de aqui que
(wp? — wiay
(wo® — w?)? + (w/7)?
—(w/T)ay
(wo? — w?)? + (w/7)?

En el limite, cuando |w? —o? » o/r se tendrd que

Re (X,)

Im (X,)

Esta condicién se denomina fuera de resonancia, y aqui la
‘parte real de X, es mucho mas importante que la parte
imaginaria.

En el limite |of — o? & o/r diremos que se estid cerca
de la resonancia, y para v, = o se estd en resonancia o en
el centro de la resonancia. Para w, = o,

Re (X;) =0
Im (X,) = «

z
A
Cuanto mayor sea -, mds débil serd el amortiguamiento y
mayor la parte imaginaria de la respuesta en la resonancia.

Si recordamos que fuera de la resonancia el angulo de
fase ¢ es préoximo a 0 o a —x, comprenderemos por qué
la amplitud tiene una parte imaginaria muy pequefia;
mientras que cuando o = o, ¢ = —n/2 y el desplazamiento
estd desfasado con la fuerza, la parte imaginaria de la
amplitud, correlacionada con la amplitud de la velocidad,
serd grande y la parte real de la amplitud serda nula.

Escribamos X, en forma pe¢, como en la ecuacién (7.71).
Entonces a partir de (7.71) y (7.74) tendremos para la am-
plitud de la respuesta

o (Xoxo*)% =




Oscilador arménico: Propiedades y ejemplos

X* es. el complejo conjugado de X, de modo que X,X,*
es real. También tendremos para el dngulo de fase de x
respecto a F,

w/T
t e —————
g ¢ = o — oF

La absorcién media de potencia viene dada por

(P) = (Fx) = (Re (F)Re ()}

= ([Ma, cos wi][ — pw sen(wt + ¢)]> (7.75)

Hemos tomado la parte real de x para corresponder a la
realidad fisica si la fuerza fisicamente real es la parte real
de F. Existen otras formulaciones validas para la media
respecto al tiempo; lo que adquiere importancia es consi-
derar la parte de x que estd en fase con F. Empleando la
ecuaciéon equivalente a (7.61) y la relacién p sen ¢ = Im (Xy),
tendremos a partir de la ecuacién (7.75)

(P) = —Moypw {cos? wtyseng = —IMaywlm (X;)
w?/7
(@o? — w?)? + (w/7)?

- 2
= iMa,
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Este resultado es idéntico al obtenido anteriormente en
la ecuacién (7.62).
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Para ejemplo del tratamiento de oscilaciones armoéni-
cas, libres, amortiguadas y forzadas, en un libro de
texto: familiar, a nivel intermedio, véase John L. Synge
y Byron A. Griffith, Principles of Mechanics, sec. 6.3,
McGraw-Hill Book Company, Nueva York, 1959.



