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1. Choque elastico en 2 dimensiones

Vamos a considerar un choque elastico, del que participan dos particulas puntuales de masa
my y meo. Antes del choque, la masa m; tiene una velocidad inicial ¥1; y la masa mo una velocidad
inicial 75;. El objetivo ahora es determinar, a partir de las leyes de conservacién que vimos en las
clases tedricas, qué relacién hay entre estos datos iniciales (¥1;, Ua;, m1 ¥y ma) y las velocidades de
ambas particulas después del choque, es decir, ¥y y Vay.

2. Cantidades conservadas

Dado que el sistema formado por ambas particulas es un sistema aislado, sabemos que el
impulso lineal total del sistema se conserva, y esto vale tanto para un choque elastico como para
uno no eléstico.

Por otro lado, siendo que estamos considerando un choque elastico, sabemos que la energia
cinética total del sistema se conserva.

3. Formulacion matematica del problema
La conservacion del impulso lineal total del sistema puede formalizarse por medio de la ecuacién
myv; + Mot = mlﬁlf +m2172f. (1)
Por otro lado, la conservacién de la energia cinética establece que
i 1 . 1 1
imlvfi + imgugi = imw%f + imgvgf. (2)

Estas son las dos ecuaciones que debemos resolver para obtener las velocidades finales de
cada particula en términos de las masas y las velocidades iniciales respectivas. Lo que sigue es
tUnicamente un racconto de una de las formas posibles de obtener tales soluciones.

4. Resolucion del problema

En primer lugar, vamos a trabajar con la ecuacién de conservacién de la energia cinética total
del sistema. Dado que cada sumando tiene un factor multiplicativo 1/2, vamos a cancelarlo en
cada uno de dichos términos. En segundo lugar, llevemos todos los términos a un mismo lado de la
ecuacion, y agrupémoslos de acuerdo al factor de masa, sea m; o msy. Haciendo esto, la ecuaciéon
(2) se convierte en

my (075 — U3;) + ma (03, — ¥3;) = 0. (3)
Ahora podemos desarrollar los términos entre paréntesis como

my (V1f — ag) - (U1 + T1s) + ma (Tap — V) - (Vop + U2) = 0, (4)



* en la

donde hemos representado el producto escalar entre dos vectores mediante el simbolo
ultima expresion.
Volvamos ahora, por un momento, a la ecuacién (1) y observemos que podemos reescribirla
como
—my (’Ulf — 171@) = m2 (Ugf — 172@) . (5)

Reemplazando esta ecuacion en la ec. (4), se llega a
my (U1f — U1q) - (Ui + U15) — ma (Vg — V14) - (Vop + o) = 0. (6)
Esta tltima ecuacion puede reescribirse maés sencillamente como
my (V1 = 01i) - [(O1f 4 0u) — (G2f + 02:)] = 0. (7)

Ahora bien, qué soluciones tiene esta ecuacién? Por un lado, vemos que una solucién posible
serfa que se anulase el paréntesis de esta ultima ecuacién, lo que sucede si 71 = ¥y;. Sin embargo, si
reemplazamos esta solucién en la ec. (5) observamos que eso nos lleva a concluir que Uof = Ta;. Es
decir que la solucién que se deriva de la anulacion del paréntesis en la 1ltima ecuacién nos lleva a
un escenario fisico donde los vectores de velocidades iniciales y finales de las particulas permanecen
inalterados, es decir, donde no hay interaccién entre ellas. Por esta razén, descartamos esta primera
solucién, que resulta matemdaticamente correcta pero fisicamente no significativa para el problema
que buscamos resolver.

Luego la tinica alternativa es que el término entre corchetes de la tltima expresién resulte nulo.
Esto implica entonces que

U — oy = — (V1; — Vi) , (8)
es decir que las velocidades relativas antes y después del choque tienen la misma magnitud y
direccién, y sentido contrario.

En este punto tenemos entonces un sistema de dos ecuaciones (vectoriales), dadas por la ec.
(5) y la ec. (8) con dos incégnitas: U1 y Uay. En la siguiente subseccién vamos a abordar en detalle
una de las formas de resolver este sistema de ecuaciones.

4.1. Resolucion del sistema de ecuaciones resultante
Las ecuaciones (5) y (8) pueden reescribirse como:
Uip — oy = Uns — Vs, 9)
MU p + Mmolay = MU, + Moy, (10)
donde lo que hicimos fue dejar del lado izquierdo las velocidades finales, y del lado derecho las

iniciales (que, desde el principio, estamos asumiendo conocidas, junto con las masas). Este sistema
de dos ecuaciones con dos incognitas puede reescribirse en su forma matricial como

1 -1 Ulf _ Ug; — U4 (11)
my Mg ) \Uar my; + maUs; )

La ventaja de adoptar esta formulacion matricial es la de poder obtener una solucién al sistema
en términos de la regla de Cramer, que es una herramienta del dlgebra lineal que nos ofrece la
solucién a un sistema lineal de ecuaciones (tal como el que tenemos) en términos de determinantes.
Aplicada al caso que estamos resolviendo, la regla de Cramer nos dice que las soluciones al sistema

lineal son:
V2; — V14 71
det o L
. miUi; + Mavz; Mo

V1f = ) (12)

det ( 1 _1>
my Mo




1 Ui — V14
det i LR
. mi1  M1v1; + Moz

Va2f = )
det < 1 1)
mi; Mo

donde por ‘det’ se simboliza la operacién determinante de la matriz que es argumento de dicha
funcién.

Calculemos explicitamente los tres determinantes distintos que estas dos ecuaciones requie-
ren para obtener una solucién cerrada al problema. Comencemos por el més sencillo de ellos, el
determinante que es comtin a ambas expresiones y que figura en sus denominadores. Tenemos:

(13)

1 -1
det <m1 m2> =1-mg—(=1)-my =mq + mo.

A continuacién consideremos entonces la solucién para ¥ 5 que obtuvimos, dada por la ecuacién
(12), y trabajemos sobre el numerador, ya que el denominador acabamos de calcularlo. Resulta
entonces

Ui — Ut4 -1
det i v,
. mivU1; + Mav2; Mo de Vo — V14 -1
V1f = = - — -
f 1 -1 miy + mo miU1; + Mol Mo
det
myp Mo
1 [ - - o -
= ———— |mao(Va; — Uhs) + mMaT1; + mala | =
mi + mo
1 I . . . 1 . . .
= ————— |maUs; — MaU1; + M1U1; + Mol | = ————— | 2moUs; — MoVt + MUt | =
my + mo my + mg
1 [ . .
= ——— |2mats; + (M1 —me) V15| =
ma =+ mo L
my —msa 2my
= ——V1; + ————Va;.
my + me my + me

Similarmente, para U2 tenemos:

Tyr = 1 ot 1 Uoi — U1y .
= + my mi miU; + Mol

1 - - - o
= ———— | M1V1; + MaVs; — MUz +M1V1; | =
mq —+ mo
1 . S
= ———— | 2my U1 — (M1 — ma2)Vy; | =
miq —|— mo
2my my —msa

= V14 V2.
my + ma my + ma

En resumen, hemos obtenido:
S mome s 2ms " (14)
Vif=|—— | V1s | V24,
1 mi + mo ! mi + mo 2
. 2my . my — m2> .
Ugg = | ———— | Uy — | ———— ) Vo, 15
2 <m1 +m2> ! <m1 + mo 2 ( )

expresiones que vinculan las velocidades (vectoriales) después del choque eldstico con las variables
asociadas al estadio anterior a la interaccién y a las masas de los cuerpos intervinientes.



4.2. Simetria del resultado obtenido

Las expresiones obtenidas tienen que ser simétricas si cambiamos los nombres de las particulas,
es decir, si cambiamos en ellas 1 por 2 y 2 por 1. Haciendo esto en la ecuacién (14), tenemos:

me —m 2m
Uy = <21> Ui + (1> U1,
mg +my mg +my

expresion que podemos rearreglar para obtener

Gop = — (T2 g (2 g,
2f Mo + My 2% Mo + My 175

y finalmente obtenemos

. 2mq R mip—ma\
U = | ———— | vy — | ————— | vai,
mg + my mg +my

expresién que resulta idéntica a la ecuacién (15). De la misma forma, cambiando 1 por 2 y 2 por
1 en la ecuacién (15), tenemos

. 2mo . mo —my \
V1f = — | V2 — | ————— | V1;-
! my + me ’ mg + mq ’

Rearreglando esta expresién, obtenemos facilmente

. m;—me\ n 2mgy R
Vier = | ——= 1 U1, — = | Vo
1f me+mi) mi+mg ) 2
ecuacién que resulta igual a la ecuacién (14).

Estos dos calculos simples sirven para mostrar que el resultado que obtuvimos en la seccién
precedente respeta la simetria asociada a intercambiar entre silas particulas.

4.3. Masas iguales

Si m; = mo, entonces resulta evidente que ¥y = ¥y y Uay = ;. Es decir, las particulas
‘intercambian’ velocidades si ambas tienen igual masa. Esto es lo que uno observa en la vida diaria,
por ejemplo, en el pool o en el billar. Por ejemplo, si una bola se encontraba inicialmente en reposo
y otra (de igual masa) la choca, la particula originalmente en movimiento queda en reposo y la
otra ‘toma’ su velocidad. Observemos que si U; = 0, las expresiones obtenidas anteriormente se
reducen a

mq +m2

2
Top = <m1> Thi. (17)

. my—ma\ |
Ulf = (12> V14, (16)

mi + mo

4.4. Masas muy distintas

Sim; es mucho mas grande que my y ¥a; = 0, vemos de las ecuaciones obtenidas que ¥ ~ 7;
y U2y ~ 2U7;. Es decir, cuando una particula masiva choca con otra de masa mucho menor e
inicialmente en reposo, la particula ‘pesada’ contintiia su movimiento casi inalterada luego de la
interaccion, y la particula ‘ligera’ rebota a una velocidad aproximadamente igual al doble de la
inicial (en médulo) de la particula mds masiva.

Un ejemplo de este tipo de colisién es el de un atomo pesado, tal como el uranio, con un
atomo mas ligero, como el hidrégeno. Si msy > my y la particula 2 estd inicialmente en reposo,
entonces U1 /= —¥y; y U2¢ ~ ¥U2; = 0. Esto implica que cuando una particula ligera choca con otra



maés masiva que se encuentra inicialmente en reposo, la particula ligera revierte su velocidad y la
masiva permanece aproximadamente en reposo.

Nota del autor.

Este apunte tiene como unico objetivo que los estudiantes dispongan de una versién impresa de la deriva-
cién que realizamos en tedricas, que puede resultarles trabajosa de seguir, razén por la cudl recopilé este
apunte breve. Como tal, no reemplaza las explicaciones dadas en clase sino que las complementa.



