(L) Ejemplos

SEj.er"i"i,"s Teoria de errores - R N
Miscelaneas oL, . ‘., e .

G Evaluacion Incertezas de medicidn g 2

Errores de medicién. Precision y exactitud. Cifras significativas. Errores absolutos
y relativos. Histogramas. Errores sistematicos y accidentales. Propagacién de erro-

res. Eleccion de instrumentos de medicion.

1 1- Introduccion

Una magnitud fisica es un atributo de un cuerpo, un fenémeno o una sustancia, que
puede determinarse cuantitativamente, es decir, es un atributo susceptible de ser medido.
Ejemplos de magnitudes son la longitud, la masa, la potencia, la velocidad, etc. A la magnitud
de un objeto especifico que estamos interesado en medir, la llamamos mesurando. Por
gjemplo, si estamos interesado en medir la longitud de una barra, esa longitud especifica sera
el mesurando

Para establecer el valor de un mesurando tenemos que usar instrumentos de medi-
cion y un método de medicion. Asimismo es necesario definir unidades de medicion. Por
ejemplo, si deseamos medir el largo de una mesa, el instrumento de medicién sera una regla.
Si hemos elegido el Sistema Internacional de Unidades (SI), la unidad sera el metro y la regla
a usar debera estar calibrada en esa unidad (o submultiplos). El método de medicion consisti-
ra en determinar cuantas veces la regla y fracciones de ella entran en la longitud buscada.

En ciencias e ingenieria, el concepto de error tiene un significado diferente del uso habitual
de este término. Coloquialmente, es usual el empleo del término error como analogo o equiva-
lente a equivocacion. En ciencia e ingenieria, el error, como veremos en lo que sigue, estd mas
bien asociado al concepto de incerteza en la determinacion del resultado de una medicion.
Mas precisamente, lo que procuramos en toda medicion es conocer las cotas (o limites pro-
babilisticos) de estas incertezas. Graficamente, buscamos establecer un intervalo
X —Ax < x <X + Ax como el de la Figura 1.1, donde con cierta probabilidad, podamos decir
que se encuentra el mejor valor de la magnitud x. Este mejor valor x es el mas representati-
vo de nuestra medicion y al semiancho Ax lo denominamo la incerteza o error absoluto de la
medicion.
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Figura 1.1. Intervalo asociado al resultado de una medicién. Notamos
que, en lugar de dar un unico numero, definimos un intervalo. Al valor
representativo del centro del intervalo (x) lo llamamos el mejor valor de
Bl semiancho del imtagvétiod Ax ) se denominenla incer- cuestion.
tidumbre o error absoluto de la medicion.

En todo proceso de medicion existen limitaciones dadas por los instrumentos usados, el
método de medicion, el observador (u observadores) que realizan la medicion. Asimismo, el
mismo proceso de medicion introduce errores o incertezas. Por ejemplo, cuando usamos un
termometro para medir una temperatura, parte del calor del objeto fluye al termometro (o
viceversa), de modo que el resultado de la medicion es un valor modificado del original debi-
do a la inevitable interaccion que debimos realizar. Es claro que esta interaccion podra o no
ser significativa: Si estamos midiendo la temperatura de un metro cubico de agua, la cantidad
de calor transferida al termémetro puede no ser significativa, pero si lo sera si el volumen en
cuestion es de una pequeia fraccion del mililitro.

Tanto los instrumentos que usamos para medir como las magnitudes mismas son fuente de
incertezas al momento de medir. Los instrumentos tienen una precision finita, por lo que, para
un dado instrumento, siempre existe una variacion minima de la magnitud que puede detectar.
Esta minima cantidad se denomina la apreciacion nominal del instrumento. Por ejemplo, con
una regla graduada en milimetros, no podemos detectar variaciones menores que una fraccion
del milimetro.

A su vez, las magnitudes a medir no estan definidas con infinita precision. Imaginemos que
queremos medir el largo de una mesa. Es posible que al usar instrumentos cada vez mas preci-
sos empecemos a notar las irregularidades tipicas del corte de los bordes o, al ir aun mas alla,
finalmente detectemos la naturaleza atdmica o molecular del material que la constituye. Es
claro que en ese punto la longitud dejara de estar bien definida. En la practica, es posible que
mucho antes de estos casos limites, la falta de paralelismo en sus bordes haga que el concepto
de la “longitud de la mesa” comience a hacerse cada vez menos definido, y a esta limitacion
intrinseca la denominamos denomina incerteza intrinseca o falta de definicion de la magni-
tud en cuestion.

Otro ejemplo seria el caso en que se cuenta la cantidad de particulas alfa emitidas por una
fuente radioactiva en 5 segundos. Sucesivas mediciones arrojaran diversos resultados (simila-
res, pero en general distintos). En este caso, de nuevo, estamos frente a una manifestacion de
una incerteza intrinseca asociada a esta magnitud “numero de particulas emitidas en 5 s”, mas
que al error de los instrumentos o del observador.
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1.2 — Algunos conceptos basicos

Otra fuente de error que se origina en los instrumentos ademas de la precision es la
exactitud de los mismos. Como vimos, la precision de un instrumento o un método de medi
cion esta asociada a la sensibilidad o menor variacion de la magnitud que se pueda detectar
con dicho instrumento o método. Asi, decimos que un tornillo micrométrico (con una aprecia-
cion nominal de 10 wm) es mas preciso que una regla graduada en milimetros; o que un cro-

németro es mas preciso que un reloj comun, etc.

La exactitud de un instrumento o método de medicion esta asociada a la calidad de la
calibracion del mismo. Imaginemos que el cronémetro que usamos es capaz de determinar la
centésima de segundo pero adelanta dos minutos por hora, mientras que un reloj de pulsera
comiin no lo hace. En este caso decimos que el cronémetro es todavia mas preciso que el
reloj comtin, pero menos exacto. La exactitud es una medida de la calidad de la calibracion
de nuestro instrumento respecto de patrones de medida aceptados intemacionalmente. En
general los instrumentos vienen calibrados, pero dentro de ciertos limites. Es deseable que la
calibracion de un instrumento sea tan buena como la apreciacion del mismo. La Figura 1.2

ilustra de modo esquematico estos dos conceptos.
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Figura 1.2. Esta figura ilustra de modo esquematico los conceptos de precision y
exactitud. Los centros de los circulos indican la posicion del “verdadero valor” del me-
surando y las cruces los valores de varias determinaciones del centro. La dispersion de
los puntos da una idea de la precision, mientras que su centro efectivo (centroide) esta
asociado a la exactitud. a) es una determinacion precisa pero inexacta, mientras d) es
mas exacta pero imprecisa; b) es una determinacién mas exacta y mas precisa; c) es

menos precisa que a).
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Decimos que conocemos el valor de una magnitud dada, en la medida en que cono-
cemos sus errores. En ciencia consideramos que la medicion de una magnitud con un cierto
error no significa que se haya cometido una equivocacion o que se haya realizado una mala
medicion. Con la indicacion del error de medicion expresamos, en forma cuantitativa y lo mas
precisamente posible, las limitaciones que nuestro proceso de medicion introduce en la deter-
minacion de la magnitud medida.

JEs imprescindible en ciencia e ingenieria especificar los errores
de medicion!

La nomenclatura moderna usada en Metrologia para denotar los conceptos dis-
cutidos en este capitulo puede encontrarse consultando las publicaciones sobre el te-
ma elaboradas por la International Organization for Standardization (ISO 3534-1993)""!
que puede obtenerse a través de la pagina de Internet del National Institute of Standard
and Technology ( NIST ) de los EE. UU. (http://www.nist.gov/). La institucién equivalen-
te en la Republica Argentina es el Instituto de Tecnologia Industrial (INTI:
http://www.inti.gov.ar/cefis/).

1.3 — Clasificacion de los errores

Existen varias formas de clasificar y expresar los errores de medicion. Seglin su origen
los errores pueden clasificarse del siguiente modo:

I Errores introducidos por el instrumento:

v' Error de apreciacién, o, si el instrumento esta correctamente calibrado la in-
certidumbre que tendremos al realizar una medicion estara asociada a la minima divi
sion de su escala 0 a la minima division que podemos resolver con algin método de
medicion. Notese que no decimos que el error de apreciacion es la minima division
del instrumento, sino la minima division que es discernible por el observador. La mi-
nima cantidad que puede medirse con un dado instrumento la denominamos aprecia-
cion nominal. El error de apreciacion puede ser mayor o menor que la apreciacion
nominal, dependiendo de la habilidad (o falta de ella) del observador. Asi, es posible
que un observador entrenado pueda apreciar con una regla comun fracciones del mr
limetro mientras que otro observador, con la misma regla pero con dificultades de vi-
sion solo pueda apreciar 2 mm.

v Error de exactitud, o, representa el error absoluto con el que el instrumento
en cuestion ha sido calibrado.
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1L Error de interaccion; , o;, esta incerteza proviene de la interaccion del método
de medicion con el objeto a medir. Su determinacion depende de la medicion que se
realiza y su valor se estima de un analisis cuidadoso del método usado.

II. Falta de definicidon en el objeto sujeto a medicién: como se dijo antes, las
magnitudes a medir 1o estan definidas con infinita precision. Con Oy,r designamos la
incertidumbre asociada con la falta de definicion del objeto a medir y representa su in-
certidumbre intrinseca.

En general, en un dado experimento, todas estas fuentes de incertidumbres estaran presentes,

de modo que resulta util definir el error nominal de una medicion ©;,,,,, como:

2 2 2 2 2
Opom = O+ 0y 00 + O 1.1)

nom

Este procedimiento de sumar los cuadrados de los errores es un resultado de la estadistica, y

proviene de suponer que todas las distintas fuentes de error son independientes una de

otras!13],

L) Se desea determinar el didmetro del tronco de un arbol y el 4rea de su seccion
transversal. ;Como procederiamos y cudles son las fuentes principales de incerti-
dumbre en esta determinacion? Un método podria consistir en medir el perimetro
con una cinta métrica y luego determinar el diametro y usar este valor para calcu-
lar el area. En este caso, la mayor fuente de incertidumbre proviene de la defini-
cion del mesurando (el diametro). Una forma de estimar la incertidumbre seria
determinar los valores maximos y minimos del diametro usando una serie de me-
diciones y tomar como Gyimeno la semidiferencia de estos valores, Gigmeno= ¥

mmax - Dmin) .

Segun su caracter los errores pueden clasificarse en sistematicos, estadisticos e ilegi-
timos o espurios.

a) Errores sistematicos: se originan por las imperfecciones de los mé-
todos de medicion. Por ejemplo, pensemos en un reloj que atrasa o ade-
lanta, o en una regla dilatada, el error de paralaje, etc. Los errores intro-
ducidos por estos instrumentos o métodos imperfectos afectaran nuestros

resultados siempre en un mismo sentido. El valor de &, seria un ¢jem-
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plo de error sistematico pero no son lo mismo, ni los errores de exactitud
son los unicos responsables de los errores sistematicos. Imaginemos por
ejemplo el caso de una balanza bien calibrada que se usa para conocer el
peso de las personas en los centros comerciales u otros negocios, como
es usual que las personas (en publico) se pesen vestidas, los valores re-
gistrados con estas balanzas tendran un error sistematico por el peso de
la vestimenta. La unica manera de detectarlos y corregirlos es comparar
nuestras mediciones con otros métodos alternativos y realizar una analisis
critico y cuidadoso del procedimiento empleado. También es aconseja-
ble intercalar en el proceso de medicion patrones confiables que permitan
calibrar el instrumento durante la medicion.

b) Errores estadisticos: Son los que se producen al azar. En general
son debidos a causas miltiples y fortuitas. Ocurren cuando, por ejemplo,
nos equivocamos en contar el niimero de divisiones de una regla, o si es-
tamos mal ubicados frente al fiel de una balanza. Estos errores pueden
cometerse con igual probabilidad por defecto como por exceso. Por tan-
to, midiendo varias veces y promediando el resultado, es posible reducir-
los considerablemente. Es a este tipo de errores a los que cominmente
hace referencia la teoria estadistica de errores de medicion que formula-
remos sucintamente en lo que sigue. A estos errores lo designaremos con

Ocst

(] Errores ilegitimos o espurios: Supongamos que deseamos calcu-
lar el volumen de un objeto esférico y para ello determinamos su diame-
tro. Si al introducir el valor del diametro en la formula, nos equivocamos
en el nimero introducido, o lo hacemos usando unidades incorrectas, o
bien usamos una expresion equivocada del volumen, claramente habre-
mos cometido un error. Esta vez este error esta mas asociado al concep-
to convencional de equivocacion. A este tipo de errores los designamos
como ilegitimos o espurios. A este tipo de errores no se aplica la teoria
estadistica de errores y el modo de evitarlo consiste en una evaluacion
cuidadosa de los procedimientos realizados en la medicion Un ejemplo
de este tipo de error es el que se cometio en el Mars Climate Explorer a
fines de 1999, al pasar de pulgadas a cm se cometié un error que costo
el fracaso de dicha mision a Marte.

Cuando se desea combinar los errores sistematicos con los estadisticos, la pres-
cripcion usual es sumar los cuadrados de los errores absolutos y luego tomar la raiz cua-
drada de este resultado, como lo indica la Ec. (1.2). Si estamos midiendo una magnitud Z,
el error final o combinado o efectivo de Z, AZ, vendra dado por:

Fisica re-Creativa — S. Gil y E. Rodriguez



2 2 2 2
est YO T O + 05 T 040 . (1.2)

_ [ 2 2 _ 2
AZ—W/O'est"‘O'nom = \/0'

Los errores pueden asimismo expresarse de distintos modos, a saber:

» Error absoluto: es el valor de la incertidumbre combinada (Ec. 1.2). Tiene
las mismas dimensiones que la magnitud medida y es conveniente expresarla
con las mismas unidades de ésta. Si Z es la magnitud en estudio, Z es el me-
jor valor obtenido y AZ su incertidumbre absoluta. El resultado se expresa
adecuadamente como:

Z=7+ANZ (1.3)

El significado de esta notacion es equivalente a decir que, segiin nuestra medi-
cién, con una cierta probabilidad razonable p, (usualmente p, = 0.68, 68%) el

valor de Z esta contenido en el intervalo ( Z -AZ, Z +AZ), o sea:

Z7-N <7 <Z+AZ. (1.4)
lo que es equivalente a:

PZ-AZ <Z <Z+AZ)=p,, (1.5)

que significa que la probabilidad que el mejor estimador de Z esté comprendido
entre Z -AZ y 7 +AZ es igual a p,. El valor de p, se conoce con el nombre de
coeficiente de confianza 'y los valores (Z — AZ , Z + AZ) determinan un inter-

valo de confianza para Z.

> Error relativo: g7 =AZ/Z , el cociente entre el error absoluto y el mejor
valor de la magnitud.

> Error relativo porcentual: €z = 100- €, | es 1a incertidumbre relativa
multiplicada por 100.
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Imaginemos que medimos el espesor de un alambre (cuyo didmetro es d = 3 mm)y
su longitud (L = 1 m) con la misma regla graduada en milimetros. Es claro que los
errores absolutos de medicion, dados por la apreciacion del instrumento, es en am-
bos casos la misma (4 = AL = 1 mm). Sin embargo, resulta evidente que la deter-
minacion de la longitud del alambre es mucho mejor que la del diametro. El error re-
lativo porcentual refleja esta diferencia, ya que para el caso del didametro su valor es
€4% =~ 30 %, y para el caso de la longitud tenemos €.% = 0.1%.

1.4 — Cifras significativas

Cuando realizamos una medicion con una regla graduada en milimetros, esta claro que, si
somos cuidadosos, podremos asegurar nuestro resultado hasta la cifra de los milimetros o, en
el mejor de los casos, con una fraccion del milimetro, pero no mas. De este modo nuestro
resultado podria ser L = (95.2 = 0.5) mm, o bien L = (95 = 1) mm. En el primer caso dect
mos que nuestra medicion tiene tres cifras significativas y en el segundo caso sélo dos. El
numero de cifras significativas es igual al niimero de digitos contenidos en el resultado de la
medicion que estan a la izquierda del primer digito afectado por el error, incluyendo este digi
to. El primer digito, o sea el que estd mas a la zquierda, es el mas significativo (9 en nuestro
caso) y el ultimo (mas a la derecha) el menos significativo, ya que es en el que tenemos “me-
nos seguridad”. Notese que carece de sentido incluir en nuestro resultado de L mas cifras que
aquellas en donde tenemos incertidumbres (donde “cae” el error).

No es correcto expresar el resultado como L = (95.321 +1) mm, ya que si tenemos in-
certidumbre del orden de 1 mm, mal podemos asegurar el valor de las décimas, centésimas y
milésimas del milimetro. Si el valor de L proviene de un promedio y el error es del orden del
milimetro, se debe redondear el digito donde primero cae el error.

Es usual expresar las incertidumbres con una sola cifra significativa, y solo en casos
excepcionales y cuando existe fundamento para ello, se pueden usar mas. También es usual
considerar que la incertidumbre en un resultado de medicion afecta a la ultima cifra si es que
no se la indica explicitamente. Por ejemplo, si s6lo disponemos de la informacion que una
longitud es L = 95 mm, podemos suponer que la incertidumbre es del orden del milimetro y,
como dijimos antes, el resultado de L tiene dos ciftas significativas.

Una posible fuente de ambigiiedad se presenta con el nimero de cifras significativas
cuando se hace un cambio de unidades. Si en el ultimo ejemplo deseamos expresar L en pm,
el resultado seria L = (95000+1000) pum. ;Cuantas cifras significativas tenemos en este re-
sultado? Claramente dos, igual que antes, ya que la ultima cifra significativa sigue siendo 5. Sin
embargo, si no indicamos explicitamente la incertidumbre de L, es dificil saber cuantas cifras
significativas tenemos. Noétese que 95 mm # 95000 um, ya que el primer resultado tiene solo
dos cifras significativas mientras el segundo tiene 5 (a proposito compare los costos de los
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instrumentos para realizar estas dos clases de determinaciones). Para evitar estas ambigiieda-
des se emplea la notacion cientifica. Podemos escribir la siguiente igualdad: 9.5 x10' mm =
9.5 x 10* um. Notemos que los niimeros en ambos miembros de la igualdad tienen igual ni-
mero de cifras significativas, siendo la nica diferencia las unidades usadas.

1.5 — Histogramas y distribucion estadistica

Consideremos una poblacion de personas de una ciudad y que queremos analizar como
se distribuyen las estaturas de la poblacion. Para llevar adelante este estudio podemos medir
la altura de todos los individuos de la poblacion, o bien tomar una muestra representativa
de la misma, a partir de la cual infeririamos las caracteristicas de la poblacion. Esta clase de
estudio es un tipico problema de estadistica. Si tomamos una muestra de tamafio N y para la
misma medimos las alturas de cada individuo, este experimento dara N resultados: x;, X, X3,
..., Xy. Todos estos datos estaran comprendidos en un intervalo de alturas (Xin, Xmax) entre la
menor y mayor altura medidas. Una manera util de visualizar las caracteristicas de este
conjunto de datos consiste en dividir el intervalo ( Xmin, Xmax) €n m subintervalos iguales,
delimitados por los puntos (1, V2, 3, ..., V) que determinan lo que llamaremos el rango de
clases. Seguidamente, contamos el niimero #; de individuos de la muestra cuyas alturas estan
en el primer intervalo [)1, }»), el nimero 7; de los individuos de la muestra que estan en el ;-
ésimo intervalo [V, Jj), etc., hasta el subintervalo 72. Aqui hemos usado la notacion usual de
usar corchetes, [...], para indicar un intervalo cerrado (incluye al extremo) y paréntesis
comunes, (...), para denotar un intervalo abierto (excluye el extremo). Con estos valores
definimos la fincion de distribucion ﬁ que se define para cada subintervalos j como:

fi=——— (1.6)
J Zj”j

Esta funcion de distribucion esta normalizada, es decir:

oS =1 (1.7)

El grafico de f; versus X; [X; = 0.5 ( yj1 + )] nos da una clara idea de como se distri
buyen las altura de los individuos de la muestra en estudio. Este tipo de grafico se llama un
histograma y la mayoria de las hojas de célculo de programas comerciales (Excel, Quatro-
Pro, Origin, etc.) tienen herramientas para realizar las operaciones descriptas aqui y el grafico
resultante. En la Fig. 1.3 ilustramos dos histogramas tipicos.
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Figura 1.3. Histograma de dos muestras con igual valor medio pero con distintos

grados de dispersion. En este ejemplo, los datos tienen una distribucion Gaussiana o
Normal, descripta por la curva de trazo continuo.

Tres parametros importantes de una distribucion son:

. m 1 N
» Elvalor medio: X =< x >= E X fp=—- E X; (1.8)
=1 N i=1
. _ __2_\M" 2
» Lavarianza: Var(x) = o, = E jzl(xj—x) f (1.9)
> La desviacion estandar: o, :«/Var(x) (1.10)

El valor medio da una idea de la localizacion o valor medio de los valores en la mues-
tra. En general <x> da el centro de masa (centroide) de la distribucion. Tanto Var(x) como
O, dan una idea de la dispersion de los datos alrededor del promedio. Cuando mas concen-
trada esté la distribucion alrededor de <x> menor sera O, y viceversa.

Una distribucion de probabilidad muy comiin en diversos campos es la distribucion
gaussiana o normal, que tiene la forma de una campana como se ilustra en trazo continuo en
la Fig. 1.3. La expresion matematica de esta distribucion es:
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2-0

_ 2
f(X)=N(x;m,a)=ﬁj-exp(—Mj (1.11)

La “campana de Gauss” esta centrada en m y su ancho esta determinado por la desvia-
cion estandar o. En particular, los puntos de inflexion de la curva estan en x—o'y x+0 . El
area de esta curva entre estos dos puntos constituye el 68.3% del area total. El area entre
Xx—2 0y x+2 0 es del 96% del total. Es util caracterizar para esta funcion el ancho a mitad

de su altura, que esta relacionado con o a través de la expresion: FWHM = 2.350
(FWHM, de “full width half maximum”). Aunque esta distribucion ocurre naturalmente en
muchos procesos, desde Iuego no es tnica y existen muchos tipos de distribuciones de ocu-
rrencia comun en la naturaleza.

Cuando se desea comparar un histograma no normalizado con una curva normal, es ne-
cesario calcular el niimero total de datos N;, el valor medio de los mismos, X y la desviacion
estandar de los datos, oy. Supondremos que el rango de clases esta equiespaciado por una
separacion Ax(= x;-x; ). Para comparar el histograma con la curva normal debemos multipli-
car la distribucion (1.11) por el factor N;. Ax.

L Los parametros mas usuales con los que puede caracterizarse la localizacion
de una distribucion asociada a un conjunto de N datos son:

a) la media
b) la mediana
C) la moda

La media o promedio de la distribucion se define, segiin ya vimos, como:

X = Z,N x,/ N,y es la media aritmética de los valores observados.

La moda corresponde al valor de la variable donde esta la maxima frecuencia, o
sea, que en un histograma la moda corresponde al valor de la variable donde hay un
pico o maximo. Si una distribucion tiene dos maximos la denominamos distribucion
bimodal, si tiene tres maximos trimodal y asi sucesivamente.

La mediana es el valor de la variable que separa los datos entre aquellos que defi-
nen el primer 50% de los valores de los de la segunda mitad. O sea que la mitad de
los datos de la poblacion o muestra estan a derecha de la mediana y la otra mitad
estan a la izquierda de la misma.
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Mientras que a la media la calculamos usando una formula, a la moda la evaluamos
directamente del histograma.

Para estimar la mediana tenemos que observar la lista de datos ordenados de me-
nor a mayor, y ubicar el valor central de la lista. Si el nimero de datos es impar, la
mediana corresponde precisamente al valor central. Si el nimero N de datos es par,
la mediana se estima como %2 (Xy;» + Xns-+1). En una distribucion dada, una linea
vertical trazada desde la mediana divide a la distribucion en dos partes de area
equivalentes.

Es facil darse cuenta que media, moda y mediana no tienen, en general, porqué co-
incidir. Estos tres parametros si son iguales en el caso de distribuciones simétricas
respecto del valor medio y unimodales. Este es el caso de una distribucion gaussiana
o normal. En el caso de una distribucion asimétrica, las diferencias entre moda, me-
dia y mediana pueden ser sustanciales.

Es importante saber cudl parametro de localizacion es mas apropiado de usar o
mas representativo en una dada situacion. Consideremos, para fijar ideas, la distri-
bucioén del ingreso familiar en un pais dado. La presencia de millonarios, aunque sean
relativamente pocos, tiene un efecto sobre la media que contrarresta a muchos
miembros de la poblacion en el extremo inferior de la escala de salarios. De esta
manera, la moda y la media difieren sustancialmente. En este caso tal vez la moda es
un parametro mas representativo que la media. A menudo los datos estadisticos
pueden ser interpretados de diversas maneras. El siguiente ejemplo ilustra las distin-
tas interpretaciones que pueden extraerse de un conjunto de datos estadisticos.

2 La empresa Pochoclos S.A. analiza la necesidad de discutir los salarios. El cua-
dro de sueldos es el siguiente:

Gerente $9000
Sub-gerente $5000
2Asesor $2500
2 Secretarias $ 1350
c/u
Capataz $ 1200
6 Operarios $600 c/u

La empresa argumenta que el salario medio es $2000. El delegado gremial sostiene
que el sueldo representativo es de $600. Un politico consultado asegura que el sala-
rio mas representativo es $900. ;Qué parametros tuvo en cuenta para argumentar
cada persona participante de la reunion?. Calcule la moda, la mediana y la media de
los ingresos para esta empresa.
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1.6 — Error de una magnitud que se mide una unica vez

En este caso el mejor valor sera simplemente el valor medido y el error vendra dado por
el error nominal (G;,,,,) del instrumento. Segtin se deduce de (1.2), AZ=G; .

1.7 — Error de una magnitud que se mide directamente N ve-
ces

Un modo de minimizar la incidencia de los errores estadisticos, es realizar varias medicio-
nes del mesurando. Dado el caracter al azar de los este tipo de errores es claro que, al pro-
mediar los resultados, el promedio estara menos afectado de las desviaciones estadisticas que
los valores individuales. El procedimiento que se describe a continuacion es un método para
determinar el nimero 6ptimo de mediciones a realizar en cada caso y el modo de determinar
las incertidumbres asociadas al promedio. Esta teoria no es aplicable para reducir los errores
de caracter sistematico o espurios.

Supongamos que se han hecho N mediciones de una misma magnitud con resultados
X153 X) 5eeis X joe Xy Estas N determinaciones pueden ser consideradas una muestra de

todas las posibles mediciones que se podrian realizar poblacion). Bajo condiciones muy
generales puede demostrarse que el mejor estimador de la magnitud x viene dado por el

promedio, X =< x >, de los valores:

h (1.12)

N

<x>=x=

Este resultado es llamado también el mejor valor o estimador de X o valor mds pro-
bable del mesurando. Llamaremos a

Axj=xj x ji=1,2,.,N

la desviacion de cada medicion respecto de x. También definimos la desviacion estandar o
error cuadratico medio de cada medicion, S, . Esta cantidad es equivalente al concepto de

desviacion estandar de la poblacion, més especificamente Sy es un estimador de la misma. S,
da una idea global acerca de la dispersion de los x j alrededor del promedio x. Si la distribu-

cion es ancha Sy serd grande y si es afilada su valor serd pequefio (ver figura 1.3. Este esti-

mador muestral (S,) de la desviacion estandar poblacional viene dado por:
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N -2

§ (x j=x)
G2 _J=l (1.13)
x N -1 '

Sx tiene las mismas dimensiones fisicas que X, pudiéndose comparar directamente con

ésta. La calidad del proceso de medicion sera mayor cuanto menor sea el cociente Sx/x, que
en general es una constante del proceso de medicion y no disminuye al aumentar N.

Como acabamos de discutir, S, representa el error “promedio” de cada medicion. Otra
manera de explicar el significado de S es pensar que, cuando realizamos una serie de medi-

ciones, los resultados obtenidos presentaran una distribucion estadistica, cuya desviacion es-
tandar viene dada por S..

Si suponemos ahora que realizamos varias series de mediciones de x, y para cada una de

estas series calculamos el valor medio x, es de esperar que estos valores tendran una distri-
bucion (puesto que variaran entre si) pero con una menor dispersion que las mediciones indi
viduales. Se puede probar''”! que a medida que el nimero N de mediciones aumenta, la dis-

tribucion de x sera normal con una desviacion estandar dada por:

(1.14)

oy sellama el error estandar del promedio y es el estimador del error asociado a x.

Recordemos que Sy es la dispersion de cada medicion y que no depende de N sino

de la calidad de las mediciones, mientras que Oy si depende de N y es menor cuanto mas

grande es N. Si, por ejemplo, estamos midiendo una longitud con una regla graduada en mili-
metros, resulta claro que si aumentamos el nimero de mediciones podremos disminuir el error
estadistico, pero nunca con este instrumento podremos dar con certeza cifras del orden de

los micrones, por més que realicemos muchas mediciones. Al aumentar N, O, ciertamente
disminuye, pero, desde un punto de vista fisico, el error en X solo puede disminuir hasta
hacerse igual o del arden de 0,;,- La Ec. (1.2) indica que no es razonable esforzarse en
disminuir 0, mucho mas que Oy, El balance 6ptimo se logra cuando Oy =~ 0y,y;. Esto

nos da un criterio para decidir cual es el niimero 6ptimo de mediciones a realizar de un mesu-
rando. Como suponemos que Sy es constante con N, la idea es hacer un nimero pequefio de

mediciones Ny, digamos unas 5 a 10, luego calcular Sy, de donde se obtiene:

Fisica re-Creativa — S. Gil y E. Rodriguez 14



N, z( 5, ) , (1.15)

nom

que resulta de imponer la condicion: Opg = Oj0p- S1 Nop > N, s€ completan las medicio-

nes para lograr N, valores. Si Ny, < Ny, 0 se realizan mas mediciones que las preliminares
y se usan todas ellas. En todos los casos, segtn la Ec. (1.2), el error combinado o efectivo
vendra dado por:

2
nom

2

+072 (1.16)

2 _ 2 _
Ax“=o0y,4= 0O
Para la mayoria de los casos de interés practico, si medimos 100 veces una magnitud
x, aproximadamente 68 de ellas caeran en el intervalo (x-0y > X+0y), 96 de ellas en el
intervalo (x -20y > X +20y),y 99 de ellas en el intervalo (x-30; - X +30y). Estos resuk

tados valen estrictamente para el caso en que los errores se distribuyan "normalmente", es

decir, si el histograma formado con los resultados de las mediciones adopta la forma de una

campana de Gauss '\

Resumiendo, los pasos a seguir para medir una magnitud fisica X son:

1. Se realizan unas 5 a 10 mediciones preliminares y se determina el error pro-
medio de cada medicion S .

Se determina Ny,

Se completan las N, mediciones de X.

Se calcula el promedio X y su incertidumbre estadistica Gy,

Se calcula el valor del error efectivo AX = \/ o, +o,, , ecuacion (1.2).
Se escribe el resultado de la forma X = X + AX

Se calcula el error relativo porcentual €x=100* AX /x

®» N kv

Si se desea verificar que la distribucion de valores es normal, se compara el
histograma de distribucion de datos con la curva normal correspondiente, es

decir con una distribucion normal de media X y desviacion estandar .

9. Se analizan posibles fuentes de errores sistematicos y se corrige el valor medi
do.

10. Se evaliia la incertidumbre absoluta de la medicion combinando las incerti-
dumbres estadisticas y sistematicas (Ec. 1.2).
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1.8 — Combinacion de N mediciones independientes

Una situacion frecuente en ciencia es la determinacion del mejor valor de una dada mag-
nitud usando N valores que resultan de mediciones independientes (obtenidos por diferentes
autores, con diferentes técnicas e instrumentos). Cada una de estas mediciones independientes
puede tener asociada distintos errores. Es decir, tenemos un conjunto de N mediciones, cada
una caracterizada por un par (X;, 0;),con k=1, 2, ..., N. Nuestro objetivo es obtener el
mejor valor para la magnitud en discusion. Es claro que al combinar los distintos resultados
para obtener el mejor valor, <x>, es preciso tener en cuenta los errores de cada determina-
cion, de tal modo que aquellos valores que tengan menos error “pesen” mas en el resultado

final. Es posible demostrar en este caso que el mejor valor <x> viene dado por'"*);

<x>=— e (1.17)
k=1 o
Con un error dado por o :
1 N
L 1 (1.18)
O-<2x> Zk=1 O-kz

Un caso especial de interés, es cuando tenemos N determinaciones del mesuran-
do todos con el mismo error 6. Como puede deducirse facilmente de la Ec. (1.17)

el promedio sera:
N

k—lxk
<x>==

que, como es de esperar, coincide con la expresion (1.12). La incertidumbre aso-
ciada a este valor sera, segun la Ec. (1.18):

O
oO. ... =

<x> ﬁ )

que coincide con la expresion (1.14). Ademas queda ilustrado el significado de
o como el error asociado a cada medicion individual y O~ como la incertidumbre
asociada al mejor valor.
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1.9 — Discrepancia

Si una magnitud fisica se mide con dos (o mas) métodos o por distintos observadores, es
posible (y muy probable) que los resultados no coincidan. En este caso decimos que existe
una discrepancia en los resultados. Sin embargo, lo importante es saber si la discrepancia es
significativa o no. Un criterio que se aplica en el caso especial pero frecuente, en el que las
mediciones se puedan suponer que siguen una distribucion normal, es el siguiente. Si los resuk
tados de las dos observaciones que se comparan son independientes (caso usual) y dieron
como resultados:

Medicion 1: XIZYIiAXl

Medicién 2: XzZ)TziAXz
definimos:

AX? =AY’ +AX
Decimos que con un limite de confianza del 68% las mediciones son distintas si:
|X, - X, > Ax,
y que con un limite de confianza del 96% las mediciones son distintas si:
| X, - X,|>2-Ax
Estos criterios pueden generalizarse para intervalos de confianza mayores en forma
similar. También se aplican cuando se comparan valores obtenidos en el laboratorio con valo-
res tabulados o publicados. Noétese la diferencia entre discrepancia 'y error, que en algunos
textos poco cuidadosos se confunde. El error esta relacionado con la incertidumbre en la de-

terminacion del valor de una magnitud. La discrepancia esta asociada a la falta de coincidencia
o superposicion de dos intervalos de dos resultados

1.10 — Propagacioén de incertidumbres

Hay magnitudes que no se miden directamente, sino que se derivan de otras que si
son medidas en forma directa. Por ejemplo, para conocer el area de un rectangulo se miden
las longitudes de sus lados, o para determinar el volumen de una esfera se tiene que medir el
diametro. La pregunta que queremos responder aqui es como los errores en las magnitudes
que se miden directamente se propagaran para obtener el error en la magnitud derivada. Sélo
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daremos los resultados, para mayor detalle se recomienda consultar la bibliografia citada.
Supongamos, para fijar ideas, que la magnitud ¥, es una funcion de los parametros, x, y, z,
etc., o sea:

V=V(x,y,z,...), (1.19)

y que x, y, z, etc., si se midieron directamente y que conocemos sus errores, a los que desig-
namos en el modo usual como A, A, &, etc. Entonces se puede demostrar''! que el error
en V' vendra dado por:

2 2 2
Y a2 [ a2 () 2 1.20
O S B R

En rigor las derivadas involucradas en esta ecuacion son derivadas parciales respecto de las
variables independientes x, y, z, etc. En el caso especial que la funcion V(x,y,z,..) sea factork
zable como potencias de x, y, z, etc., la expresion anterior puede ponerse en un modo muy
simple. Supongamos que la funcion en cuestion sea:

n m

X'y
4

V(x,y,z)=a. (1.21)

Entonces:

Fopp (e (5o

Para calculos preliminares, esta expresion puede aproximarse por:

E{m‘%z% (1.23)
X y z

Esta ultima expresion para la propagacion de los errores se conoce con el nombre de aproxi-
macion de primer orden, mientras que la expresion (1.22) se la denomina usualmente aproxi
macion de segundo orden.

Otro caso particular de interés es Z = x £ y. Usando la Ec. (1.10) obtenemos:

AV
_znn

7
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(A2)? =(Ax)? +(Ay)° (1.24)

L Truncacién de nimeros: Se desea determinar la densidad de un cuerpo y para
ello se procedio a medir su volumen, que dio como resultado V= 3.5+ 0.2 cm’
(ev% = 6%) y sumasa m = 22.7+0.1 g. (€,%=0.4%). Para calcular la densi-
dad, o debemos realizar el cociente de p=m / V. Si realizamos este cociente
con la calculadora obtenemos:

= 22.7/3.5=6.485714286 g/em’.

Claramente, la mayoria de estas cifras no son significativas y debemos truncar el
resultado. Para saber donde hacerlo, debemos propagar los errores del numera-
dor y denominador, y ver a qué cifra afecta el error de . Usando (1.22) obte-
nemos para Ap/p ~ 0.06 y por tanto Ap ~ 0.4 g/cm’, con lo que en el valor de
p solo una cifra decimal es significativa. Sin embargo, al truncar el niimero
6.4857, debemos tener en cuenta que el nimero mas cercano a ¢l y con una sola
cifra decimal es 6.5 y no 6.4 que resultaria de una truncacion automatica. Final-
mente, el valor que obtenemos para p es:

pP=65+04¢gm’ y g,%6%.

Es importante tener en cuenta este criterio de truncacion toda vez que realizamos
una operacion usando una calculadora o computadora.

©  Midiendo m: Sabemos que el perimetro (p) de un circulo esta relacionado con
su diametro (d) por la expresion p= 7zd, por lo tanto midiendo el didmetro y pe-
rimetro, es posible “medir ™. Disefie un experimento que le permita realizar esta
medicion. Obtenga m con este método. Dé su incertidumbre. Compare los valo-
valores tabulados de esta constante. Consulte en la bibliografia otros métodos de
obtener 1 experimentalmente. En particular discuta si con el experimento de
Buffon se puede obtener mayor precision (consulte la paginalas paginas de Inter-
net: http:/www.angelfire.com/wa’hurben/code5.html y
http://www.geocities.com/CapeCanaveral/Lab/1719/).

1.11 — Eleccion de los instrumentos

Un aspecto importante a tener en cuenta antes de proceder a realizar una medicion, es la
eleccion de los instrumentos mas apropiados para medir con la tolerancia o error requerido.
Ignorar este paso puede acarrear importantes pérdidas de tiempo y dinero. Si se excede la
tolerancia requerida, seguramente se dilapidd esfuerzo y recursos innecesariamente; por el
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contrario, si se realiz6 la medicién con mas error del requerido, la medicion podria ser inutil
para los fines perseguidos.

L Supongamos que nuestro problema es determinar el volumen de un alam-
bre (cuyo diametro es d = 3 mm) y su longitud (Z = 50 cm) con un error del 1%
(Qué instrumentos debemos usar para lograr nuestro objetivo con el menor costo?
Lo que debemos lograr es A//V ~0.01. Como V=rzd".L/4, tenemos que:
M < ﬂ + Ad AL
14 T d L
0.01 ~ 0.001+ 0.006 +0.002

La primera expresion es una aplicacion de (1.23), esta aproximacion de primer or-
den es 1til y suficiente para este analisis preliminar. La asignacion de la segunda k-
nea es en cierto modo arbitraria, pero hemos respetado que el error total no supere
el 1% requerido. A m, que es un nimero irracional, le asignamos un error relativo
pequefio, para que nos permita saber cuantas cifras debemos usar en © de modo
que el error de la truncacion de m no afecte nuestra medicion. No medimos 7t!.
Notese que el error en el didametro tiene mayor incidencia (su error relativo esta
multiplicado por 2) que la longitud L, y se debe a que el volumen es proporcional a
&’ y proporcional a L. Un pequefio error en d tiene mayor incidencia en el error del
volumen que lo que tiene el mismo error relativo en L. Por esta razéon hemos asig-
nado mayor tolerancia (error relativo) a d que a L. Con esta asignacion preliminar
podemos decidir cudles instrumentos son mas adecuados para realizar el exper
mento (los mas adecuados son los que hacen la medicion mas facil, en menor tiem-
po, con el menor costo y que cumplan los requisitos exigidos). Como

AT? ~0.003= Ad~0.003-d=0.003-3mm=~ 0.009mm ~ 0.0lmm

debemos usar un torillo micrométrico para medir ¢. Similarmente, para L tenemos:

AL ~0.002 = AL~0.002-L=0.002-50cm~Imm

por lo tanto podemos usar una regla comin graduada en milimetros para medir L.
Para nt tenemos:

A% 0.001= Az ~0.001-7=0.0013~0.003,

v
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que indica que debemos usar 1 con 3 cifras decimales para que el error en su trun-
camiento tenga una incidencia despreciable. Notese que hasta ahora todo es preli-
minar y solo hemos elegido los instrumentos a medir. Luego de la eleccion llevamos
adelante la medicion usando estos instrumentos y procedemos para la medicion de
dy L. Notese también que para elegir los instrumentos a usar debemos conocer el
valor aproximado de los valores a medir, lo que pareceria una paradoja. No obs-
tante, para este andlisis preliminar solo es necesario tener una idea de los 6rdenes
de magnitud y no un valor muy exacto. Este orden de magnitud se puede obtener
por una inspeccion visual o una medicion rapida. Finalmente, una vez que realice-
mos las mediciones de d 'y L debemos usar la expresion (1.22) para calcular los
errores Ay &gy.
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