Fisica 2 (Fisicos) - CATEDRA PROF. JOAQUIN SACANELL

VERANO 2022

Un poco de algebra lineal

*por Paulina Knees y Candela Szischik

Teoria

El célculo de autovectores y autovalores es un punto clave de la materia, por esto es importante que
entendamos qué estamos haciendo. Veamos primero qué son.

Los términos “autovalor” y “autovector” se aplican a ciertos valores escalares y ciertos vectores en
relacién con un endomorfismo' o una matriz cuadrada. Preguntarse por los autovectores de un endomor-
fismo es inquirir qué vectores peculiares no cambian su direccién al actuar sobre ellos el endomorfismo:
esa rara cualidad hara de ellos una valiosa herramienta para simplificar el estudio de ese endomorfismo (o
de la matriz correspondiente); representan de alguna manera una especie de “ejes naturales” o direcciones
privilegiadas.

Es decir, cuando un endomorfismo 7' : U — U actia sobre un vector #el, produce otro vector v = T'd
que, en general, apuntard en una direccion diferente a la de @; dicho en términos algebraicos: no serd un
multiplo de @. Cuando sea el caso en que T4 resulte proporcional a i, decimos que @ es un autovector de
T. De esa categoria queda excluido el vector nulo, para el cual siempre se tiene 70 = 0.

Vayamos a la definicién formal.

Definicién: Sea U un espacio vectorial, sea T : U — U un endomorfismo de U y sea @eU un vector no nulo.
Si existe un escalar A tal que Tt = A, decimos que 4 es un autovector de T', y que A es un autovalor. Se
dice que el autovalor \ estd asociado al autovector @ (y viceversa).

En dimensién finita, los endomorfismos suelen estudiarse con ayuda de las matrices, por lo que defi-
nimos:

Definicién: Sea A una matriz cuadrada de n X n y sea 4 un vector columna no nulo de R"™. Si existe un
escalar A tal que A.@ = \.u, decimos que 4 es un autovector de la matriz A, y que A es un autovalor
(asociado al autovector ).

El paralelismo entre los conceptos relativos a endomorfismos y a matrices es total en espacios de dimen-
sién finita, pues se tiene:

Proposicion: Sea V' un espacio vectorial, sea T : V' — V un endomorfismo de V', sea B una base de V, sea
A la matriz de T en la base B y sea @ un vector cualquiera de V. Si 4 es un autovector de 7' (asociado a
un autovalor \), entonces i es un autovector de la matriz A (asociado al mismo autovalor), y viceversa.

Ahora bien, jcémo podemos encontrar los autovectores y los autovalores de una matriz cuadrada, A?.
Para ello, tenemos que plantear la ecuacién A.4@ = A.i, que involucra dos incognitas. Si conociésemos
un autovector, seria simple hallar el autovalor asociado: bastaria realizar el producto A.7 y compararlo
con 4. Igualmente, si conociéramos un autovalor, no tendriamos dificultad en dar con sus autovectores
correspondientes: todo lo que tendriamos que hacer es resolver el sistema de ecuaciones lineales (A —
A).i = 0 (la existencia de soluciones no triviales viene garantizada por ser A\ un autovalor de A).

La cuestion es por donde empezar. Enseguida se ve que lo mas sencillo es buscar primero los autovalores
y después los autovectores, ya que aquellos se pueden calcular sin necesidad de conocer estos. La clave es
la siguiente:

Proposicién: Una condicién necesaria y suficiente para que A sea autovalor de A es que el determinante
det(A — XI) sea 0.

Demostracién: A es autovalor de A <= 314 # 0/A0 = i <= F 4 # 0/(A— A\])d = 0 <= el sistema
(A — AI).@w = 0 tiene soluciones no triviales <= la matriz (A — AI) es singular (no invertible), lo que
equivale a que su determinante sea nulo.

Veamos un ejemplo: sea la siguiente matriz, calcular autovalores y autovectores:

1 2 1
A=116 -1 0
-1 -2 -1

'Un endomorfismo es una aplicacién lineal donde el espacio vectorial inicial y final coinciden T : U — U.
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De acuerdo con lo que vimos, para hallar los autovectores pedimos que det(A — AI) = 0, entonces:

1—A 2 1
det 6 —1-A 0 =0
—1 -2 —-1-A

El determinante es:

(1=A)(=1=XN2=12(-1 =) — 124+ (-1 =) =

Distribuyendo se llega a:
~N - A4 120 =0

AN HAN-12)=0
Vemos que A; = 0 es una solucién. Las otras dos soluciones vendran del término cuadratico, se obtiene

que: Ag = —4y A3 =3.
Veamos alguno de los autovectores asociados: Ao = -4

1+4 2 1 1
6 —1+4 0 2o | =0
~1 —2  —1+4/) \a3

5 2 1 I
6 3 0 2 | =0
-1 -2 3 3

De esta manera, se llega al siguiente sistema de ecuaciones que deben cumplir las componentes del
autovector:
51 + 2904+ 23 =0
6x1+ 30 =0
—x1 —2x9 4+ 323 =0
De la segunda ecuacién se obtiene que:

Tro = —2%1

Reemplazando en la tercera ecuacion se obtiene que:

—T1 — 2(—21’1) + 3.293 =0

3r1+3x3=0
Por lo que 23 = —x1. Veamos que informacién aporta la primera ecuacién:

5931 + 2(*2!E1) — X1 = 0

, y vemos que obtenemos 0=0. Entonces:
I

—21‘1

Por lo que podemos elegir:
1

Vg = —2
-1

De forma analoga obtenemos los otros dos autovectores.
Con esto visto, dejo algunos ejercicios.
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Ejercicios

1. Hallar los autovalores y autovectores de cada una de las siguientes matrices:

o) ()

1 -1 0 5 6 2
ol-1 2 -1 do -1 -8
0 -1 1 1 0 -2
—2 0 1
e)|-6 -2 0
19 5 -4

2. Calcular los valores de los pardmetros a y b para que el vector (-1, 1) sea un autovector asociado al
autovalor A =1 en la matriz A. ;Cudl es el otro autovalor?

3 a
A=
3. Determinar los valores de los pardmetros a, b y ¢ para que el vector (0, 0, 1) sea un autovector
asociado al autovalor A = 4 en la matriz A. ;Cudles son los otros autovectores asociados a dicha
matriz?
-1

0
A= 2 b
c 4

> O Q

4. Dada la matriz B, calcular:
a) Sus autovalores y autovectores asociados.
b) Aplicando propiedades, obtener los autovalores y autovectores de las matrices 28, BT y B~

1 4 2
B=14 1 2
2 -2 3
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