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SEGUNDO CUATRIMESTRE DE2014
GUIA 1: OSCILACIONES LIBRES Y FORZADAS
1. Escribay resuelva las ecuaciones de movimiento as@c@malos siguientes sistemas:

a) Péndulo de longitud en presencia de un campo gravitatorio de constgnteiscuta todas las
aproximaciones que realiza.

b) Oscilaciones longitudinales de una masaujeta a dos paredes mediante dos resortes iguales de
constante; para los dos casos:

1) longitud natural del resortg (Ip < 1),y
2) slinky (Io=0).
¢) Oscilaciones transversales del sistema del punto antdisgutiendo las diferencias entre los casos
i) y ii), y analizando cuidadosamente las aproximacionesrgaliza. En el caso i) analice la dife-

rencia entre considerar que los resortes estan tensioeadagosicion de equilibridy < |) o que
estan relajados en dicha posicigdp=1).

m

2. Considere el movimiento de una masaujeta a un resorte de constante elastica mwg y constante
de amortiguamiento por unidad de mé&sa
Demuestre que el resultado para el oscilador “sobreantadig’ dado por

x(t) =e /2 {x(O) cosh(|w|t) + [5((0) + %rx(o)] %}

se deduce de las siguientes

X(t) = o Tt/2 {x(O) cos(wt) + [)'((0) + %FX(O)] Sini)an)}

w= =i, [0 =/ 372~
Sugerencia: verifique primero las identidades d@s) = cosh(x) y sin(ix) = i sinh(x); luego Uselas.

3. Comenzando con la ecuacién general dada en el problemaoantara oscilaciones libres subamorti-
guadas, muestre que para amortiguamiento critico la swles:

x(t) =e /2 {X(O) + [)’((O) + %FX(O)] t}

Muestre que también se obtiene este resultado comenzand® etuacion para oscilaciones sobreamor-
tiguadas.

a) Escriba la ecuacién de movimiento para una nrasajeta a un resorte de constante eladtiga
constante de amortiguamiento por unidad de nhiasabre la que se realiza una fuerza dependiente
del tiempoF (t).



b) Proponga la siguiente solucion homogéneét) = Ce /2" cos(wit + 0) y halle los valores de y
de w,. ¢ De qué depende el valor @ey de 87 ¢ Es licito plantear las condiciones iniciales sobre la
solucién homogénea?

c) Considere qué (t) tiene la formaF (t) = Fycos(wt) (discuta si se pierde generalidad al suponer que
la fuerza externa tiene esa forma) y proponga la siguienteisa particular:xy(t) = Asin(wt) +
Bcos(wt). ObtengaA y B. Grafique cualitativament@y B en funcion dew.

d) Grafique cualitativamente la posicion de la masa en fund@niempo.

€) Calcule la potencia media que se consume en el estadooestaciy la potencia media de pérdida
por friccién. Verifique la igualdad de ambas potencias.

f) Verifique que sk (t) es solucion de la ecuacion diferencial cuando la fuerzareeies (t) y xo(t)
lo es cuando la fuerza externalest), entonces«(t) = x1(t) + x2(t) sera solucion de la ecuacion
diferencial cuando la fuerza externa $e@) = F(t) + Fx(t) si y solo si las condiciones iniciales
son la suma de las condiciones iniciales de los dos casos.

g) Proponga ahora como solucion particular la solucion cepaply(t) = Ae 1“' y demuestre que
Oe(A) = Agagico Y queIm(A) = Aabsorbente- ¢,POr qué es asi?

5. Seaun oscilador armonico con una frecuencia de osailagié- 10 Hz y con un tiempo de decaimiento
muy largo. Si este oscilador es alimentado con una fuerzardoamente oscilante y con una frecuencia
de 10 Hz, adquirird una gran amplitud, es decir, “resonandadrecuencia de excitacion. Ninguna otra
fuerza motriz oscilante en forma armdénica producira una graplitud (una resonancia).

a) Justifique el enunciado anterior.

b) Luego suponga que el oscilador esta sujeto a una fuerzasgueaepulsacion cuadrada repetida
periodicamente y cuya duracion e®D s repetida una vez por segundo. Describa cualitativament
el andlisis de Fourier de la pulsacién cuadrada repetitiva.

c) ¢“Resonard” el oscilador arménico (adquirird una granldog) bajo la influencia de esta fuerza
motriz?

d) Suponga que la fuerza motriz es la misma pulsacion cuaddedancho M1 s) pero repetida dos
veces por segundo. ¢Resonara el oscilador? Responder antea piegunta para velocidades de
repeticion de 3 a 9 segundos.
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a) Considere el sistema de la figura en ausencia de gravedatkygabsus frecuencias naturales de
oscilacion y los modos normales correspondientes. Estagbacuaciones de movimiento de cada
masa.

b) Sabiendo que &= 0 el sistema satisface las siguientes condiciokgg0) = 1, W,(0) = 0y que
se encuentra en reposo, encuentre el movimiento de cadeupert

¢) Analice como se modifica el resultado por la presencia desleeglad.

7. Considere el sistema de dos péndulos de igual longipeto de masas diferentes, y my,, acoplados
mediante un resorte de constakte



m a mb
—> —>
lpa IIJ'b

a) Escriba las ecuaciones de movimiento de cada masa.

b) Obtenga las frecuencias naturales del sistema y sus madogles de oscilacion. Interprete el
significado fisico de estos modos normales.

¢) Suponiendo que el acoplamiento es débil, es dbe«i{:%%, y que las condiciones iniciales son

W,(0) = 0, Wy (0) = 0, W4(0) = 0,W,(0) = 1; obtenga el movimiento de cada masa y grafiquelo en
funcién del tiempo.

d) Calcule los valores medios, en un ciclo rapidogdg T, dondeT indica energia cinética. Grafique

(Ta) ¥ (Tp), y analice las diferencias en el grafico como funcién de lesehicias entre las masas

(my = my y my muy diferente dem,). Calcule el valor medio de la energia de interaccion ease |
dos patrticulas.

8. Considere el sistema de la figura. Las masas estan apoyadasm mesa sin rozamiento, sujetas a las
paredes por resortes de constanteunidas por otro resorte de constakte

a) Obtenga las frecuencias y los modos transversales defrsist
b) ¢Bajo qué condiciones espera observar batidos? ¢ Quéssoatidos?

9. Considere el sistema simplificado de la figura que se basa@&molécula triatbmica simétrica. En el
equilibrio dos 4tomos de masaestan situados a ambos lados del atomo de iasa2mYy vinculados
por resortes de constaritey longitud naturaly. Como sélo estamos interesados en analizar los modos
longitudinales, supondremos que las masas se encuentria de una canaleta que impide todo tipo de
movimiento en la direccion transversal.
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a) Encuentre las ecuaciones de movimiento de cada masa.
b) Halle las frecuencias de los modos normales.
¢) Dibuje las configuraciones de cada modo.

d) Establezca cuales deben ser las condiciones inicialesexaitar s6lo el modo mas alto (mayor
frecuencia).

10. Considere el sistema de la figura, en la que los resortésales tienen longitud naturdd y constante
ki, y los horizontalesg = 0 (slinkies) yk.



a) Calcule las frecuencias propias y los modos normales.

b) Considere que las condiciones iniciales son tales qustelhsa oscila horizontalmente, estando su
movimiento descripto por una superposicion de los dos pammodos. Halle la energia cinética
de cada masay la energia potencial del sistema, el pronedjmotal de las mismas y la frecuencia
de pulsaciorwy,.

Datos. lg, ki, a0 =0, ky, L, d, m.

11. Considere el sistema 8emasas mostrado en la figura.

a) Usando la aproximacién de pequefios angulos, escriba éciécude movimiento transversal para
la particula enésima.

b) Proponga una solucién de la forma:
wP (1) = AP cos(nk(p)a+ a(p)) cos(w(p)t + qo(p)>

Halle la relacion de dispersion y grafiquela. ¢ Dependerektaion de las condiciones de contorno?
¢, Cuanto vale la frecuencia mas baja? ¢ Qué representa dicta?m

¢) Obtenga las frecuencias correspondientes a los modosatesrmouando ambos extremos estan li-
bres (atencién: ¢,como seria un “extremo libre” en esta aardfapdn?) y escriba la solucién general
para la masa enésima.

d) Idem anterior, pero considerando que el extremo izquiesda libre y el derecho fijo a la pared.
€) Particularice los resultados de los dos items antericaes gl caso en que = 3.

12. Considere el sistema de péndulos acoplados de la figura.

a) Escriba la ecuacion de movimiento. Proponga una solu@émefante a la del problema anterior y
halle la relacién de dispersion. Compéarela con la obtenidel eroblema anterior. ¢ Cuanto vale la
frecuencia mas baja? ¢ Qué representa dicho modo?



b) Obtenga las frecuencias correspondientes a los modosatesituando los resortes de los extremos
estan fijos y dé las condiciones iniciales para excitar eh@riarmoénico.

¢) Idem anterior, pero para el caso en que uno de los resortes éatremos esta libre.

13. Considere el sistema de dos péndulos acoplados, talngueeuellos es impulsado por una fuefza=
FocoqQt). Desprecie el amortiguamiento. Muestre que:

_Fo 1 1 _

LIJaN2Mcos(Qt)[(Jolz_Qerwé,__Qz},

_k 1 1 .

wbwmcos(Qt)[wlz_Qz—ag_Qz}.
W oot

Wa o+ w? 202
dondew, es la menor de las frecuencias modateses la mayor \Q es la frecuencia de excitacion.

14. Considere el sistema de 3 péndulos acoplados que seaneiesh figura.

a) Escriba la ecuacion de movimiento para cada masa y eneuastirecuencias propias y los modos
normales del sistema.

b) Suponga que en el extremo libre se aplica una fuBrzaFycoq wt). Escriba la ecuacién de mo-
vimiento para cada masa y encuentre la solucién estaciopara cada modo. ¢Cudles son las
frecuencias de resonancia?

15. Considere un arreglo lineal de péndulos acopladosagiastcuyo extremo inferior esta 2a- 0 y unidos
a una pared rigida en= L, como se muestra en la figura.

Se aplica una fuerza externa en funcion del tiempo a la pamersaZ = 0), de forma tal que se conoce
su amplitudW(0,t) = AgcoqQt). Halle el movimiento estacionario del sistema y discutahiastesis
gue hace. Compare con el caso de extremo derecho fijo a uré (pasea: agregando un resorte a la
derecha de la dltima masa y uniéndolo a la pared).

16. Considere un sistema de péndulos acoplados con un chmbimn erwg enz=L, segun se esquematiza
en la figura. Halle el movimiento estacionario del sistemisyguda las hipétesis que hace.
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18. Setiene una cuerda de longitugl densidad lineal de magasometida a una tensidi. Proponga como
solucion de la ecuacion de ondas para un modo normal a lastépre’(x,t) = Asin(kx+ ¢ ) cos(wt + ).
Tome el sistema de coordenadas &ea 0 en un extremo de la cuerdaxy= L en el otro. Encuentre la
forma particular que adopta la solucién propuesta en lagesiges casos:

a) W(0,t) = W(L,t) = 0 (ambos extremos estan fijos).

b) W(0,t)=0y %—L;(L,t) = 0 (un extremo esta fijo y el otro esta libre). ¢ Imponer que dremo se
encuentre “libre” es equivalente a no imponer condicioresahtorno sobre ese extremo? ¢ Como
lograria un extremo “libre” para la cuerda?

C) %—L)t’(o,t) = %—L;(L_,t) = 0 (ambos extremos se e_ncuentra_n Ii_bres). ¢A qué correspndedo de
frecuencia minima? ¢ Cuanto vale la frecuencia de osailai®éese modo?

d) Ahora tome un sistema de coordenadas xen0 en el centro de la cuerda. Halle la forma que
adopta la solucion general propuest&$i-L/2,t) = W(L/2,t) = 0 (ambos extremos fijos).

19. Se tiene una cuerda de 20 cm de longitud y 5 g de masa, sanaeatina tension de 120 N. Calcule sus
modos naturales de oscilacion. ¢ Son todos audibles paidoghomano?

20. Las cuatro cuerdas de un violin, considere que todasesdgudl longitud, emiten en su modo funda-
mental las notas: sp(198/s); rg (297/s); la (440/s) y mj (660/s). La primera cuerda es de aluminio
(p = 2,6 glen? y didametrod; = 0,09cm); las dos siguientes son de otro materai=(1,2 g/cn?) y
diametrosd, = 0,12cm yds = 0,1cm, y la cuarta es de acerp € 7,5 g/cn?) y diametrod, = 0,1cm.
Calcular las tensiones a las que deben estar sometidasspmtte a la primera.

21. Setiene un tubo de longitlid Considere las siguientes posibilidades:

= Esta cerrado en ambos extremos, lleno de aire en su interior.
= Tiene un extremo cerrado y el otro abierto.
= Ambos extremos estan abiertos.

Datos. velocidad de propagacion de las ongad., P, (presion atmosféricapy = yPy/V2.

Hallar, para cada una de dichas situaciones:



a) Las posibles longitudes de onda con las que puede vibrireata el tubo, y sus correspondientes
frecuencias.

b) Elija un sistema de referencia conveniente, y escriba paiesxdn mas general para el desplaza-
miento de las particuld¥(x,t). En dicha expresion, ¢qué parametros conoce? ¢De qué dapend
los parametros que no conoce?

c) A partir de la expresion hallada en (b), hal@p(x,t) (presion en cada punto, tomando como re-
ferencia la atmosférica). ¢ Cual es la diferencia de fase etias? ¢Cuanto vale la amplitud de
presion?

d) Hallarp(x,t) (densidad). ¢ Cuénto vale su amplitud?

22.

a) ¢Qué longitud debe tener un tubo de érgano abierto en amxtresnes para que produzca en el
aire un sonido de 440 Hz?

b) ¢Qué longitud debera tener un tubo de 6rgano cerrado enausiscextremos para que produzca el
mismo tono en su primer armoénico?

23. Setiene un tubo cerrado en uno de sus extremos; su ldrgtonenor a 1m. Se acerca al extremo abierto
un diapasén que esta vibrando aos- 440Hz. Considergs = 330 m/s.

a) Hallar las posibles longitudes del tubo para que haya eesma. Para cada una de ellas, ¢en qué
modo esté vibrando el aire contenido en el tubo?

b) Repetir (a) si el tubo esta abierto en ambos extremos.

24. Considere una cuerda de longitudde densidad de masa unifornug sujeta en ambos extremos y
sometida a una tensiohy. A t = 0 la cuerda se suelta de modo que su forma esta dada por largegui
funcion: W(x,0) = H(x) = sin(mx/L) + (1/3) sin(3mx/L) + (1/5) sin(5mx/L), si se toma un sistema de
coordenadas tiene= 0 en un extremo de la sogaxy= L en el otro.

a) HalleW(xt).

b) GrafiqueW(x,t) parawt = 0, /5, /3y /2. ;Qué clase de simetria tied&Xx,t) alrededor de
wit = /2? ¢y alrededor d&?. ¢ COMo espera que s#@x.t) parawt = 2m? (w; es la frecuen-
cia fundamental).

25. Considere una cuerda de longitudde densidad de masa uniformgsometida a una tensidiy, con un
extremo fijo y el otro libre. Se le da a la cuerda la forma malstran la figura, y &= 0 se la suelta.
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a) Usando el sistema de coordenadas indicado en la figura,‘\H@tlt).
b) GraficarW(x,t) parawt =0, my 2.

¢) Sitomara un sistema de coordenadas con el origen en ehextilere de la cuerda, diga qué es lo
gue cambiaria. ¢ Es conveniente ese sistema?

26. Considere una cuerda de longitysiendoTy su tension yip su densidad lineal. S&&(x,t) la elongacion
de la cuerda.



a) Escriba la expresién mas general que representa un modeahen dicha cuerda, es decir, la
expresion mas general de una onda estacionaria.

b) Sabiendo que la cuerda tiene un extremo libre y otro fijo, & elusistema de coordenadas con el
gue trabaja es tal que el extremo libre est&enO0 y el extremo fijo estd er= L, imponga las
condiciones de contorno y determine las constantes pettise

¢) Usando la relacién de dispersion, obtenga las posiblesdreias temporalas,.

d) Sid(x,00=0y d)(x, 0) :Vocos(g—fx), siendo < x < L, obtenga la amplitud y fase de cada modo
y halle ®(x,t).

27. Dada una cuerda de longitudy densidad de masa uniforme sometida a una tensidiy con ambos
extremos fijos, demostrar que®ix,0) y ®(x,0) son simétricas con respecto al centro de la cuerda, los
modos con nimeros de onkig= 2p7t/L no se excitan.

28. Considere una cuerda de longifudujeta en ambos extremos y sometida a una tengjogue consta
de dos tramos: uno de longitld y densidad de masa uniformg, y otro de longitud_, y densidad de
masa uniforme,.

a) Halle la expresién mas general para un modo normal en dighala. Plantee las condiciones de
contorno y halle las condiciones que deben cumplir losrdisti parametros.

b) Considere qué; = 3L, y que L, = 9uz. Hallar los modos normales en este caso.

29. Se tiene una cuerda de longitud densidad de masa uniforme sometida a una tensichy y fija en
ambos extremos. Se tiene ademas que una fuerza de amoiggtmmproporcional a la velocidad de la
cuerda actua en cada punto de la misma. Hallar la forma mésajefed(x,t).

30. Se tiene un tubo de longitudcerrado en ambos extremos como se indica en la figura. El tidsemta
un tabique ubicado en la mitad del mismo. De un lado del t&bigay un gas de densidagd — A y del
otro lado hay un gas de densidagh A (considereA < pg). Todo el gas se encuentra en reposo.=A0
se quita el tabique y se deja evolucionar al sistema.
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a) Escriba la expresion para un modo normi{(x,t) en el tubo, imponiendo las condiciones de
contorno. ¢,Cuales son las longitudes de onda permitidas® €l desplazamiento de los elementos

del gas).

b) Escriba la expresion dp(x,0) y de W(x,0); grafiquelas. Sugerencia: hallgt(x,0) a partir de
p(x,0) usando las condiciones de contorno.

¢) Usando las condiciones iniciales, haléx,t). Calculep(x,0).

Datos. pop, A, L, velocidad del sonido en el gas

31. Se tiene un tubo dividido en dos regiones separadas pabigue. En una de ellas se tiene una presion
P = Py + Ap (constante). La otra region esta abierta a la atmosferiengno presionP,. At =0 se
remueve el tabique. Hallarp(x,t), W(x,t) y dp(x,t).

L/3 2L/3




Datos. Py, Ap < Py, L, yy la velocidad del sonido en el gas

32. Se tiene una cuerda de longitud= 0,6 m, fija en sus dos extremos, que se encuentra oscilando en uno
de sus modos normales como se muestra en la figura. La velaidaropagacion de las ondas en dicha

cuerda ey = 80 m/s.
. Y(x,t)
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a) Escribir W(x,t) (la elongacion en un punto de la cuerda), sabiendo due 8 la elongacion de
todos los puntos es nula; que la amplitud total maxima deda @s de 8mm, y qu&'(L/2,0) >0

b) HallarWi(x—wt)y Wo(x+w) tales queb(x,t) = Wi (x—wt) +Wo(x+wt), es decir: escribir &(x,t)
como la superposicién de dos ondas viajeras.

33. Se tiene una cuerda de longitug=1 m, con un extremo fijo y uno libre, oscilando en el modo normal
gue se muestra en la figura. La velocidad de propagacién ambss en dicha cuerda es- 80 m/s, y
el desplazamiento de las particulas=a0 es el maximo posible para este modo, sie¥gb,0) > 0. La

amplitud total maxima es de 8 mm.

a) Resolver, para esta situacion, todo lo pedido en el praoblanterior.
b) Si ahora la cuerda esta oscilando en un modo normal aibitnarcon las mismas condiciones
iniciales dadas arriba, repetir (a) (expresar en funcion)de



