Fisica 2 (Fisicos) - CATEDRA PROF. RICARDO DEPINE
PRIMER CUATRIMESTRE DE 2020

Guia 1: OSCILACIONES LIBRES Y FORZADAS

Sistemas de 2 o mas grados de libertad - Modos Normales

1. Sea el sistema de la figura, en el cual ambos resortes tienen constante eldstica k y longitud natural
lp. Considere ausencia de gravedad

a)

k

vl m
g | @I

Obtenga sus frecuencias naturales de oscilacién y los modos normales correspondientes. Escriba
las ecuaciones de movimiento de cada masa.

Sabiendo que a t = 0 el sistema satisface las siguientes condiciones: ¥,(0) = 1, ¥4(0) = 0
y que se encuentra en reposo, encuentre el movimiento de cada particula. (Las condiciones
iniciales tienen unidades arbitrarias de distancia y velocidad)

Analice como se modifica el resultado por la presencia de la gravedad.

Una vez que haya resuelto el problema completo en su hoja, animese a realizar un notebook
en google Colab - Python que le permita calcular los modos normales de oscilacion (para
esto proporcione al codigo valores para los pardmetros de construccion del sistem m,k,lg,
etc). Utilice las condiciones iniciales de b) para observar en un animacion el movimiento de
las particulas del sistema. Estudie como variando esas condiciones iniciales puede excitar el
primer o el sequndo modo.

2. Considere el sistema simplificado de la figura que se basa en una molécula triatémica simétrica.
En el equilibrio dos atomos de masa m estian situados a ambos lados del d4tomo de masa M =
2m y vinculados por resortes de constante k y longitud natural [,. Analizar solamente los modos
longitudinales.

Encuentre las ecuaciones de movimiento de cada masa. Se recomienda plantee el problema (y
todos los demés de aqui en més) a partir de las posiciones de equilibro de cada particula .

Halle las frecuencias de los modos normales.

Dibuje las configuraciones de cada modo (es decir esquematice cémo es la posicién de las
masas para algin instante de tiempo). Grafique el movimiento de cada masa en cada uno de
los modos vibracionales mediante un cédigo en Colab/Python.

Si el centro de masa de la molécula se mueve con v, = cte, halle la solucién para 1, (t), V3 (t)
Y Pe(t).

Establezca cudles deben ser las condiciones iniciales para excitar sélo el modo més alto (mayor
frecuencia).
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Si se aplica a una de las masas una fuerza armonica, ja cual conviene aplicarla para excitar
mas eficientemente el modo de mayor frecuencia?

3. Considere las oscilaciones transversales del problema anterior. Para su mejor comprensiéon puede
imaginarlo como el esquema de la figura, en el cual las masas de los extremos pueden subir/bajar
pero solidarios a la barra enhebrada a los vastagos laterales.

M

Encuentre las ecuaciones de movimiento de las masas. ;Qué diferencias hay entre la ecuacion
de movimiento para resortes slinky y resortes con [y # 0 en la aprox. de pequenas oscilaciones?
Nota: utilice lo aprendido en la guia de repaso.

Halle las frecuencias de los modos normales.

Dibuje la configuracion correspondiente a cada modo normal. Determine los desplazamientos
de cada masa como funcién del tiempo (solucién més general posible para cada masa).

., Qué condiciones iniciales que permiten excitar sélo el segundo modo?
Si se fuerza la masa del centro y se va variando la frecuencia, ;qué modos se observan?

., Cémo se modifican los resultados anteriores si el extremo de la derecha se fija a la pared como
se indica en la figura a continuacion?.

4. Considere el sistema de la figura, en el que se tienen dos particulas de masa m unidas a las paredes
con resortes verticales de longitud natural lp (lp < L/2) y constante k;, y con resortes horizontales
lo = 0 (slinkies) y constante ko. Imagine que las particulas tienen la libertad de moverse en el plano
y que el sistema es en ausencia de gravedad.

)

klIIO

., Bajo qué aproximaciones es posible decir que el movimiento més general posible de cada una
de las masas es una superposicion lineal del movimiento mas general posible de las oscilaciones
longitudinales y de las oscilaciones transversales? Demuestre su afirmacién.

Considerando la aproximacién del punto anterior, determine las frecuencias propias y los modos
normales de oscilacién: longitudinales, transversales y de la solucién més general posible para
un movimiento arbitrario en el plano.

Si quisiera resolver el mismo problema con 5 particulas en vez de 2, la resolucion de la matriz
para hallar las frecuencias de oscilacion . mano”seria un tanto engorrosa. Plantee el problema
para las & particulas en un notebook de Colab-Python y observe como el cdlculo numérico le
permite hallar con facilidad los modos de oscilacion.
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Batidos y Pulsaciones

5. Considere el sistema de dos péndulos de igual longitud [ pero de masas diferentes m, y my, acoplados
mediante un resorte de constante k£ y longitud natural lg.

a)

Escriba las ecuaciones de movimiento de cada masa. considerando pequenas oscilaciones, ;es
relevante considerar [y # 07 ;Qué cambia si el resorte es slinky?.

Obtenga las frecuencias naturales del sistema y sus modos normales de oscilacién. Interprete
el significado fisico de estos modos normales.

Suponiendo que el acoplamiento es débil, es decir: k < ¢ g‘ﬁgb

son W,(0) = 0,%,(0) = 0,¥,(0) = 0,¥,(0) = 1; obtenga el movimiento de cada masa y
grafiquelo en funcion del tiempo. Nota: probablemente halle muy comodo graficar sus resultados
utilizando el Colab-Python. Aproveche y varie pardmetros que le permitan comprender mejor
como es el acoplamiento en funcion de los pardmetros de interés

, ¥ que las condiciones iniciales

Calcule los valores medios, en un ciclo rapido, de T, y Ty, donde T indica energia cinética.
Grafique (T3) y (Ip), y analice las diferencias en el grafico como funcién de las diferencias
entre las masas (m, = my y m, muy diferente de my). Calcule el valor medio de la energia de
interaccion entre las dos particulas.

6. Considere el sistema de la figura. Las masas estdn apoyadas en una mesa sin rozamiento, sujetas
a las paredes por resortes de constante k y unidas por otro resorte de constante &', tal que todos
tienen longitud natural [y y en posiciones de equilibrio I, I’ y I como indica la figura.

)

b)
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Obtenga las frecuencias y los modos transversales del sistema (considere pequenas oscilacio-
nes).

iBajo qué condiciones espera observar batidos? ;Qué son los batidos?

Sistemas forzados - Coordenadas Normales

7. Considere el sistema de dos péndulos acoplados del problema 5 , tal que uno de ellos es impulsado
por una fuerza F' = Fjcos(Qt).

a)

Escriba las ecuaciones de movimiento del sistema con amortiguamiento y forzado y vea que si
no considera las condiciones m, = mp = m o Iy, = ymy; con i = a, b, las ecuaciones no se
desacoplan utilizando las coordenadas normales del sistema.
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b)

c)
d)

e)

i = = uelv. i 7 r
Considere entonces m, = my = m, resuelva el sistema forzado para las coordenadas normales
y luego escriba la solucién mas general posible para las coordenadas de las particulas a y b.

Estudie el caso estacionario, observe cuando las particulas estan en fase o contrafase.

Muestre que despreciando el amortiguamiento se obtienen las siguientes expresiones.

2 1 1
U, ~ %COS(Qt) L}% B QZ] ;

j2) 1 1
Uy~ — Qt ;
"~ om cos({2) L}%—(ﬂ +w%—92] 7

2 2
\Ilb ~ WQ_UJl

U, ws+wi—202
donde w; es la menor de las frecuencias modales, we es la mayor y €2 es la frecuencia de

excitacion.

Grafique \%,Lqué representa esta relacion? Indique cudndo hay una transferencia efectiva de
movimiento y cudndo no. Nota: ayidese para graficar con el Colab-Python

8. Considere el sistema del problema 6, pero en este caso en considere las oscilaciones longitudinales.

)

b)

c)

Halle la solucién estacionaria para el caso forzado en el cual se aplica sobre la masa de la
izquierda una fuerza oscilante del tipo f(t) = fo cos(2t) ;Qué resonancias espera ver si realiza
un barrido de frecuencias?

*Repita el punto anterior, teniendo en cuenta ademés una fuerza de disipacién proporcional a
la velocidad

* Repita el problema pero considerando las oscilaciones transversales del sistema

Modos normales en sistemas periédicos

9. Considere el sistema de N masas separadas una distancia a y unidas a resortes de constante eldstica
k y longitud natural [ mostrado en la figura.

Usando la aproximacion de pequenios angulos, escriba la ecuacion de movimiento transversal
para la particula enésima.

Proponga una solucién de la forma:
TP () = AP cos (nk(p)a + a(p)) cos (w(p)t + gb(p))

Halle la relacion de dispersién y grafiquela. jDepende esta relacion de las condiciones de
contorno? ;Cudnto vale la frecuencia mas baja? ;Qué representa dicho modo?

Obtenga las frecuencias correspondientes a los modos normales cuando ambos extremos estan
fijos y escriba la solucién general para la masa enésima.

Idem. anterior, pero cuando ambos extremos estdn libres (atencién: jcémo seria un “extremo
libre” en esta configuracién?)

*{dem. anterior, pero considerando que el extremo izquierdo estd libre y el derecho fijo a la
pared.

Particularice los resultados de 9c¢, 9d y 9e anteriores para el caso en que N = 3.
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10. En el sistema de la figura hay N particulas de masa m alineadas a una distancia a. Las mismas
estan sujetas a las paredes mediante resortes de constante k y longitud natural ly. A su vez, estdn
vinculadas mediante resortes de constante k y longitud natural a (ly < a). Hay movimiento s6lo en
la direccién horizontal.

=

3
=i

—
-l

d d d
- - I
kil
k,a
A
k,lo i aee
1 n-1 n n+1 n+2

Escriba la ecuacién de movimiento para la particula n-ésima. Indique todas las aproximaciones
que realiza.

Proponga una solucién adecuada y halle la relaciéon de dispersion. ;Cudl es la frecuencia més
baja posible?

Imponga las condiciones de contorno apropiadas para el sistema y calcule las frecuencias
propias del mismo. Escriba la soluciéon para el movimiento de cada particula.

Particularice para el caso N=2 y compare con el resultado que obtiene resolviendo el problema
”matricialmente”. Esquematice los modos normales de oscilacién.

11. Considere el sistema de péndulos acoplados de la figura. Donde todos los resortes tienen la misma
longitud natural [y

Escriba la ecuaciéon de movimiento. Proponga una soluciéon semejante a la del problema 9 y
halle la relacién de dispersién. Comparela con la obtenida en el problema anterior. ;Cuéanto
vale la frecuencia mas baja? ;Qué representa dicho modo?

Obtenga las frecuencias correspondientes a los modos normales cuando los resortes de los
extremos estan fijos y dé las condiciones iniciales para excitar el primer armdnico.

Idem anterior, pero para el caso en que uno de los resortes de los extremos esta libre.

Especifique el problema c) para 3 péndulos como se muestra en la figura.
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12.

13.

14.

15.

16.

e) Suponga que en el extremo libre se aplica una fuerza F' = Fjcos(wt). Utilizando los modos
normales para el sistema sin forzar, halle la solucién estacionaria del problema forzado (con-
sidere el problema sin amortiguamiento-utilice lo aprendido en la guia anterior). ;Cudles son
las frecuencias de resonancia?

Modos normales de una cuerda

Se tiene una cuerda de longitud L y densidad lineal de masa p sometida a una tension Ty. Pro-
ponga como solucién de la ecuacién de ondas para un modo normal a la expresién: V(z,t) =
Asen (kx + ¢) cos (wt + 6). Tome el sistema de coordenadas con z = 0 en un extremo de la cuerda
v ¢ = L en el otro. Encuentre la forma particular que adopta la solucién propuesta en los siguientes
casos:

» U(0,t) = ¥(L,t) =0 (ambos extremos estan fijos).

» U(0,t) =0y %%(L, t) = 0 (un extremo esté fijo y el otro esta libre). ;Imponer que un extremo

se encuentre “libre” es equivalente a no imponer condiciones de contorno sobre ese extremo?
., Como lograria un extremo “libre” para la cuerda?

. %(O,t) = %—E(L,t) = 0 (ambos extremos se encuentran libres). jA qué corresponde el modo
de frecuencia minima? ; Cuanto vale la frecuencia de oscilaciéon de ese modo?

= Ahora tome un sistema de coordenadas con z = 0 en el centro de la cuerda. Halle la forma que
adopta la solucién general propuesta si W(—L/2,t) = ¥(L/2,t) = 0 (ambos extremos fijos).

Se tiene una cuerda de 20 cm de longitud y 5 g de masa, sometida a una tensién de 120 N. Calcule
sus modos naturales de oscilacién. ;Son todos audibles para el oido humano?

Las cuatro cuerdas de un violin, considere que todas son de igual longitud, emiten en su modo
fundamental las notas: soly (198/s); res (297/s); lag (440/s) y mis (660/s). La primera cuerda es
de aluminio (p = 2,6 g/cm?® y didmetro d; = 0,09 cm); las dos siguientes son de otro material
(p=1,2 g/cm?) y didmetros do = 0,12cm y d3 = 0,1 cm, y la cuarta es de acero (p = 7,5 g/cm?)
y didmetro dy = 0,1 cm. Calcular las tensiones a las que deben estar sometidas con respecto a la
primera.

Una cuerda de longitud L fija en sus extremos es lanzada a oscilar con igual amplitud en sus dos
modos de menor frecuencia. Considere que parte del reposo.
a) Encuentre el apartamiento del equilibrio para cada punto de la cuerda en funcién del tiempo.
b) ;Con qué periodo se repite el movimiento?

¢) Grafiquelo para cuatro instantes equispaciados dentro de un periodo.

Serie de Fourier: condiciones iniciales en cuerdas

T En todos los problemas de condiciones iniciales puede ver de recuperar la forma de la cuerda a
t =0 en Colab/Python estudiando en cada caso el nimero de términos necesarios de la serie corres-
pondiente. También puede dejar que el tiempo evolucione y observar a la cuerda oscilar animando
el moviemiento de la cuerda.

Considere una cuerda de longitud L, de densidad de masa uniforme pg sujeta en ambos extremos
y sometida a una tension Ty. A t = 0 la cuerda se suelta de modo que su forma estda dada por la
siguiente funcién: ¥(z,0) = H(z) = sen (nz/L) + (1/3) sen (37x/L) + (1/5) sen (5wa /L), si se toma
un sistema de coordenadas tiene x = 0 en un extremo de la soga y * = L en el otro.

a) Halle U(x,t).

b) Grafique ¥(z,t) para wit = 0, 7/5, 7/3 y 7/2. ;Qué clase de simetria tiene ¥(x,t) alrededor
de wit = 7/27 ;y alrededor de 7. ;Cémo espera que sea ¥(xz,t) para wit = 27?7 (wy es la
frecuencia fundamental).
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17. Se tiene una cuerda de longitud L y densidad de masa pg sometida a una tensiéon Tp. El extremo
izquierdo de la cuerda esta fijo y el derecho estd libre.

a) Escriba la expresién més general para un modo normal en la cuerda, 1, (x,t), imponiendo las
condiciones de contorno. Hallar los niimeros de onda permitidos.

b) Con lo obtenido en el inciso anterior, halle la expresién més general para una perturbacién
arbitraria W(x,t).

¢) At =0 se golpea la cuerda sin deformarla, imprimiéndole a cada punto una velocidad segun
indica la Figura. Hallar la perturbacién ¥(x,t) para todo instante posterior.

W (z,0)

t t
0 L2 L

18. Se tiene una cuerda de longitud L y densidad lineal pg, sometida a una tensién 7Ty. La cuerda tiene
ambos extremos fijos.

a) Escriba la expresién més general posible para un modo normal en dicha cuerda y diga cuél es
la velocidad de propagacion de las ondas en ella.

b) Determine cudles son las condiciones de contorno que deben satisfacerse y halle la forma
general de los nimeros de onda k£, y las correspondientes frecuencias y fases. Con esto, escriba
la expresién general para una perturbacién arbritraria W(z,t) en la cuerda.

¢) Sabiendo que la deformacién inicial ¥(zx,0) estd dada por

3mx T
U(z,0) = sen <2L> cos (ﬁ)

y considerando que inicialmente la cuerda se encuentra en reposo, calcule ¥(z,t).

19. Sea una cuerda de largo L, fija en sus extremos. A la cuerda se le impone la forma dada por la
figura.
= ;Para qué valor de L; se maximiza la excitaciéon del segundo modo?

» *;Qué cambia musicalmente al cambiar L;?

.

0 L, L

20. Considere una cuerda de longitud L, de densidad de masa uniforme pg sometida a una tensién T,
con un extremo fijo y el otro libre. Se le da a la cuerda la forma mostrada en la figura, y a ¢ = 0 se
la suelta.

a) Usando el sistema de coordenadas indicado en la figura, halle V(z, ).
b) Graficar ¥(z,t) para wit =0, 7 y 2.
¢) Si tomara un sistema de coordenadas con el origen en el extremo libre de la cuerda, diga qué

es lo que cambiarfa. jEs conveniente ese sistema?

21. Considere una cuerda de longitud L, siendo T su tensién y o su densidad lineal. Sea ®(x,t) la
elongacion de la cuerda.
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Escriba la expresién més general que representa un modo normal en dicha cuerda, es decir, la
expresiéon mas general de una onda estacionaria.

Sabiendo que la cuerda tiene un extremo libre y otro fijo, y que el sistema de coordenadas
con el que trabaja es tal que el extremo libre estd en x = 0 y el extremo fijo estd en x = L,
imponga las condiciones de contorno y determine las constantes pertinentes.

Usando la relacién de dispersién, obtenga las posibles frecuencias temporales v,.

Si ®(x,0) =0y ®(x,0) = Vjcos (%—zx), siendo 0 < z < L, obtenga la amplitud y fase de cada
modo y halle ®(x,1).

Oscilaciones longitudinales en gases en tubos unidimensionales

22. Se tiene un tubo de longitud L. Considere las siguientes posibilidades:

23.

Esta cerrado en ambos extremos, lleno de aire en su interior.
Tiene un extremo cerrado y el otro abierto.

Ambos extremos estéan abiertos.

Datos: velocidad de propagacién de las ondas vs, L, Py (presién atmosférica), pg = vPy/v2.

Hallar, para cada una de dichas situaciones:

a)

b)

Las posibles longitudes de onda con las que puede vibrar el aire en el tubo, y sus correspon-
dientes frecuencias.

Elija un sistema de referencia conveniente, y escriba la expresién mas general para el des-
plazamiento de las particulas ¥(x,t). En dicha expresion, ;jqué pardmetros conoce? ;De qué
dependen los pardmetros que no conoce?

A partir de la expresion hallada en (b), hallar dp(z,t) (presién en cada punto, tomando como
referencia la atmosférica). ;Cudl es la diferencia de fase entre ellas? ;Cudnto vale la amplitud
de presion?

Hallar p(z,t) (densidad). ;Cuédnto vale su amplitud?
. Qué longitud debe tener un tubo de érgano abierto en ambos extremos para que produzca
en el aire un sonido de 440 Hz?

L Qué longitud debera tener un tubo de Organo cerrado en uno de sus extremos para que
produzca el mismo tono en su primer arménico?

24. Se tiene un tubo cerrado en uno de sus extremos; su longitud es menor a 1m. Se acerca al extremo
abierto un diapasén que esta vibrando corém} 440 Hz. Considere vs = 330 m/s. (,§ - Q\T \f

a)

b)

Hallar las posibles longitudes del tubo para que haya resonancia. Para cada una de ellas, jen
qué modo esta vibrando el aire contenido en el tubo?

Repetir (a) si el tubo estd abierto en ambos extremos.
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25.

26.

27.

Serie de Fourier: condiciones iniciales para gas en un tubo

T En estos problemas también puede recuperar la condicion del gas a t = 0 en Colab/Python estu-
diando en cada caso el numero de términos necesarios de la serie correspondiente. Haga evolucionar
el tiempo en una animacion y observe la perturbacion del gas oscilar animando el movimiento del
mismo.

Se tiene un tubo de longitud L cerrado en ambos extremos como se indica en la figura. El tubo
presenta un tabique ubicado en la mitad del mismo. De un lado del tabique hay un gas de densidad
po — A y del otro lado hay un gas de densidad pg+ A (considere A < pg). Todo el gas se encuentra
en reposo. A t = 0 se quita el tabique y se deja evolucionar al sistema.

0-Al o+ A
)_pg___,._p -4
/

4

>
>

0 L/2 L X

a) Escriba la expresién para un modo normal ¥, (z,t) en el tubo, imponiendo las condiciones
de contorno. ;Cudles son las longitudes de onda permitidas? (U es el desplazamiento de los
elementos del gas).

b) Escriba la expresién de p(x,0) y de ¥(zx,0); grafiquelas. Sugerencia: hallar ¥(z,0) a partir de
p(x,0) usando las condiciones de contorno.

¢) Usando las condiciones iniciales, halle ¥(z,t). Calcule p(z,t).
Datos: pg, A, L, velocidad del sonido en el gas vs.

Se tiene un tubo dividido en dos regiones separadas por un tabique. En una de ellas se tiene una
presién P = Py + Ap (constante). La otra regién esté abierta a la atmdsfera, teniendo presion Pp.
A t = 0 se remueve el tabique. Hallar op(x,t), ¥(z,t) y dp(z,1).

L/3 2L/3

Datos: Py, Ap < Py, L, v y la velocidad del sonido en el gas vs.

Sistemas forzados en sistemas periddicos

Considere un arreglo lineal de péndulos acoplados excitados cuyo extremo inferior estd en z =0 y
unidos a una pared rigida en z = L, como se muestra en la figura.

Z;O z=1L

Se aplica una fuerza externa en funcién del tiempo a la primera masa (z = 0), de forma tal que se
conoce su amplitud ¥(0,¢) = A cos(€2t). Halle el movimiento estacionario del sistema y discuta las
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hipétesis que hace. Compare con el caso de extremo derecho fijo a una pared (o sea: agregando un
resorte a la derecha de la dltima masa y uniéndolo a la pared).

28. Considere un sistema de péndulos acoplados con un cambio brusco en wg en z = L, segln se

esquematiza en la figura.

S

--->

Il contintda
o @ - O @

Z;O z=1L

*
\ 4

a) Discuta cémo tiene que ser (2 para que el sistema se comporte como dispersivo en 0 < z < L
y y reactivo en z > L. jCual serfa la relacion entre 1 y o7

b) En dichas condiciones estudie el movimiento estacionario del sistema y encuentre las frecuencias
de resonancia.

¢) (Qué pasa ahora si se invierte la relacién entre [ y l37. jDe qué variable depende el compor-
tamiento en z > L7

d) ;Es posible encontrar un rango de frecuencias €2 tal que el sistema se encuentre en el mismo
rango de comportamientoen 0 <z < Lyen z> L ?
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