Fisica 2 (Fisica)
PRIMER CUATRIMESTRE DE 2023

Guia 6: PAQUETES DE ONDAS

Velocidad de grupo y de fase

1. Discuta cudl de estos métodos permite determinar la velocidad de fase y cudl la de grupo:

a) Medir el tiempo que tarda un pulso sonoro (por ejemplo, un aplauso) en impactar
sobre una superficie reflectora ubicada a una distancia conocida. y volver a su punto
de partida.

b) Medir la longitud de un tubo que resuena a una frecuencia conocida (y corregir por
efectos de borde).

¢) Medir el tiempo que tarda un pulso luminoso en recorrer una distancia conocida.

d) Medir la longitud de una cavidad resonante que oscila en un modo y frecuencia
conocidos.

2. Obtenga la velocidad de fase y de grupo para los siguientes casos. Compérelas y discuta
en cuales casos ambas velocidades son similares.

a) Ecuacién de ondas clésica.
b) Ecuacién de Klein-Gordon, considerando las siguientes situaciones:
1) wo =0, con ¢y ko arbitrarios.

1. con kg tomando los valores: 1m~!, 3m™!, y 10m™".

2) wp=1s"!yc=1ms"
3. Demuestre que la velocidad de grupo v, y la velocidad de fase vf estdn relacionadas por:

d
vg:vf—)\d—z\f

;,Coémo es % en un medio no dispersivo? En ese caso, jcémo se relacionan la velocidad de
grupo y la de fase?

Propiedades de la transformada de Fourier

4. Sea f(t) una funcion real del tiempo. Muestre que su transformada de Fourier F[f] es una

funcién de la frecuencia angular f (w) que cumple f (w) = f (—w). Use esto para escribir a
f(t) como superposicién de senos y cosenos.

5. Muestre que la transformada de Fourier F es una transformacion lineal, es decir:
Flaf +bgl = aF[f]+bF[g]

donde f y ¢ son funciones de x, y a y b son constantes.
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Paquetes cuadrados

6. Considere un espectro de frecuencias cuadrado, centrado en una frecuencia angular wgy y
de ancho Aw:

- Aw™ st w € [wo— A2, wo+ BY]
P(w) :{ - 2 (1)
0, en caso contrario

a) Grafique el espectro ¢(w).
b) Verifique que este espectro corresponde a una funcién ¢(t) dada por:
s Aw
SIn(S2) | ot
o= 20
y grafique su médulo [¢p(t)].

¢) Sea T un tiempo mas prolongado que la duraciéon de cualquier experimento que
pueda idear. Muestre que si Aw es suficientemente pequeno como para que AwT < 1,
entonces durante un tiempo menor que 7', ¢(t) es una funcién armoénica de amplitud
y fase practicamente constantes. Elija valores numéricos razonables para Ty Aw, y
grafique el espectro correspondiente.

7. * Considere una secuencia de pulsos de duraciéon At y amplitud Ag que se repiten N veces
con periodo 7 (con 7 < At), dando lugar a la siguiente sefial ¢(¢):

o(t) A

>
>

0 At T T+At 2T 2T+At ¢t

a) Considere la funcién que describe a un pulso situado en el intervalo [n7,(n+1)7]:

Ay, site[nT,nt+ At

0, en caso contrario

Pn(t) = { (2)
de forma que ¢(t) = Zif;ol n(t). Compruebe que la transformada de ¢, (t) es igual a
la transformada de ¢g(t), multiplicada por una fase e,

b) Obtenga ¢o(w) y a partir de la misma obtenga ¢(w).

¢) Grafique el espectro de amplitudes |¢(w)| o bien de energfas |(w)|2.

Ayuda: Puede resultarle 1til la siguiente identidad para series geométricas:

N-1 —2iaN ;

§ : —2iom __ © -1 _ ,—ta(N-1) SIH(QN)
[§] = =€ — Y

n=0

e 2 ] sin(a)

con o = TUT.

d) Considere la duracion total de la sefial Ty, = N7. Verifique que, para un valor finito
de Tiot, €l espectro estd formado por una superposicion de armoénicos casi discretos de
la frecuencia fundamental v; = 7}
frecuencias que se extiende sobre una banda de ancho Av ~ T,,. Verifique también
que los componentes armoénicos mas importantes se encuentran en el intervalo de
frecuencias dado por [0, Vmax], cOn vmgx = At

, siendo realmente cada armoénico un continuo de

e) ;Por qué vale vps At = 1 si, en principio, podria valer vy At > 17 ;jLa misma
pregunta es aplicable a Av 'y Tiot?
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Paquetes Gaussianos

8. Funciéon Gaussiana: Considere la siguiente funcién de una coordenada arbitraria z:

P 2
F(2) = Aexp [—(M’;‘)]

conocida como funcién de Gauss (aka campana de Gauss, funcién normal, etc.), cuyos
pardmetros A, py A son conocidos.

a) Muestre analitica o graficamente que esta funcién:
» es definida positiva (si A > 0).
= tiene un Unico maximo en z = y.
= tiende a 0 para z — Fo00.

b) Determine el desplazamiento en z respecto a la posicién del méximo, necesario para
que la altura de la funcién se reduzca a la mitad. Es decir, obtenga Az tal que:

flutAz)=1/2f(n)
Utilice este resultado para definir el ancho de la campana. ;Qué parametro de la
funcién determina dicho ancho?

¢) (A qué altura de la funcién corresponde el ancho definido por 2A?

9. Se quiere investigar la relacion entre el ancho de un paquete y el desfasaje de las frecuencias
que lo componen.

a) Tome el siguiente pulso con un espectro gaussiano de ancho Ak centrado en ky (note
que las frecuencias estan en fase):

EARY
(k) = Aexp l—m] .

Calcule ¢(x) y vea que tiene una envolvente Gaussiana que modula una portadora
de frecuencia kg. Note que el pulso estd centrado en z =0 y que se cumple la relacién
AxAk = 1/2 (el paquete Gaussiano es el de minima incerteza).

b) Ahora desfase las distintas frecuencias en forma lineal, tal que:

(k —ko)?

1/3(]‘3) = Aexp [_4Al€2

] exp [ia(k — ko))

Calcule ¥ (z) y vea que es el mismo pulso que en la parte (a), pero desplazado en «
hacia la derecha (una fase lineal sélo corre la funcién).

¢) Ahora agregue una fase cuadratica, es decir:

)2
(k) = Aexp l—(ZAZg)] exp [zﬁ(k - ko)ﬂ .

Calcule ¥ (x) y vea que es un pulso gaussiano centrado en z =0 pero con un ancho

Ax que cumple:
1
AzAk = 5\/ 1+1652AKL.

Verifique que el producto de ambos anchos cumple la relacion de incerteza general
AxAk >1/2, y luego determine el valor de /3 tal que se cumpla la relacién de minima
incerteza AxAk =1/2.
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d) A partir del resultado anterior, discuta si es cierto que, si se quiere disminuir el ancho
espacial de un paquete (Azx), siempre se debe aumentar su ancho espectral (Ak).
;, Contradice esto a la relacién de incerteza minima?

Sugerencia: Puede ser util obtener Ax como funcién de Ak, y luego graficar o derivar
la primera en funcién de la segunda.

Ayuda: [TZexp[(z+a)?]dz = /7.

10. *Se tiene un pulso de ancho Ak centrado en kg tal que la siguiente es una buena aproxi-
macién para la relacion de dispersion:

o) = o)+ (o) ( — o) + 5 (o) (k — o)

= %‘2’. Si en t =0 el pulso se propaga hacia x < 0, y se escribe:

P(z,0) =Re lA/+OO exp [W] exp (ikz) dk] ,

donde ' = z—‘g y w

oo 4AK?

Se puede mostrar que ¥ (z,t) estd dada por:

P(x,t) =24, /%exp —W] expli(kox +wot)],
donde ) )
Loy

Obtenga la posicién y el ancho del paquete como funcién del tiempo. ;Es cierto que
cualquier paquete se ensancha al viajar por un medio dispersivo?

Propagaciéon de paquetes en interfaces

11. Se tienen dos cuerdas semi-infinitas de distinta densidad lineal de masa, p1 y po, unidas
en un punto y sometidas a una tensiéon Ty. Sobre la primera, se propaga hacia la derecha
una perturbacién de la forma indicada en la figura, a velocidad v. Se conocen 1, s, 1o,
Lyh.

Y

a) Hallar el desplazamiento ¢ (x,t) considerando que los medios son no dispersivos.

b) Explique cualitativamente cémo cambian estos resultados si el segundo medio es dis-
persivo.
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