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Método de elementos finitos para una red 2D

Considere una red rectangular de resortes y masas iguales.

(a) Escriba la ecuacién de movimiento para un tunico elemento.
(b) Combine todos los elementos en una matriz global de masas y de rigidez.

(¢) Encuentre los modos normales de oscilacion para el caso de 1, 2 y 3 masas.

Solucién

(a) Ecuacién para un tinico elemento

Supongamos que un resorte tiene extremos en los puntos xg1 = (201, Yo1) ¥ Xo2 = (Z02, Yo2)
cuando esta relajado. En ambos extremos se fijan masas m; y ms, respectivamente. La
constante elastica del resorte es k

(O (=) = (w(=)

x01 x02

La ley de Hooke para un resorte que se elonga en la direccion de su eje es f = —k(£ —{p).
¢y es la longitud del resorte relajado y ¢ corresponde a la longitud elongado. En un resorte
como el mostrado en la figura de arriba, tenemos que oy = xgo — xp1 y £ = x9 — x1. El
sistema de referencia es positivo hacia la derecha.



En la figura se observa que el resorte se comprimio, por lo que ¢ < fy. La fuerza que
experimentan las masas m; y ms es saliente del resorte a ambos lados. Por lo tanto, las
fuerzas respectivas son f1 = —k(ly— )y fo = —k({ —{y). Ambas son iguales y opuestas.

Si se definen los desplazamientos relativos w1 = x1 — xp1 y us = 9 — X2, entonces
las fuerzas sobre las masas my y mso se escriben respectivamente f; = —k(u; — ug) y

fo=—k(ug —uy).

El analisis de f; y fs corresponde a fuerzas en la direccion del eje del resorte, que en este
caso coincide con el eje horizontal. La ley de Hooke (como la conocemos) solo se aplica a,
este tipo de desplazamientos.

Para desplazamientos transversales al eje del resorte debemos dar una ley. Vamos a supo-
ner (por simplicidad) una ley similar a la de Hooke, es decir f = —k(y —yo). El eje 5 es el
eje vertical, positivo hacia arriba. La fuerza tiene entonces direccion vertical (transversal
al resorte). La ventaja de usar esta ley es que las direcciones longitudinales y transversa-
les permanecen desacopladas, y ademas, de que podemos re-utilizar el analisis realizado
para el eje del resorte (eje horizontal). Entonces, se pueden generalizar los resultados del
analisis longitudinal del siguiente modo

f1 = —k(u1 —U_Q)
{ f2 = —k’(UQ — 111) <1)

donde ahora u = (uy, u,). Por convencion, suponemos que todos los vectores son colum-
nas.

Las ecuaciones de movimiento para las masas son las siguientes

(2)

masa 1 : —k(u; —ug) = myiy
masa 2 : —k(uy —uy) = moily

donde se supone que se partio de una condicion inicial uy(0) y u2(0), con velocidad inicial
nula. El sistema de ecuaciones escrito de manera més explicita resulta

—kugo + kugy = moatige
—kuyg +kuy1 = mgﬂyg

—kugy + kuge = matiy

masa 1 : .
—kuyl ‘l—kuyg = MiUyl

,  asa 2 : {



Notar que estamos asumiendo que todos los resortes tienen la misma constante elastica,
tanto para el movimiento longitudinal como transversal. Seguiremos adelante con esta
hipotesis por simplicidad. En caso de que se desee considerar k # k' se debe hacer los
reemplazos correspondientes en el sistema (3).

Si encolumnamos el sistema (3) en un tnico sistema matricial, obtenemos el siguiente
arreglo que describe la evolucion del conjunto

—k 0 k 0 Uzl mq 0 0 0 uml
0 —k 0 k Uy _ 0 mi 0 0 ilyl <4)
k 0 —k 0 U2 0 0 mo 0 ilxg
0 k 0 —k U2 0 0 0 mo u.yg

El orden en que se colocan las componentes de los vectores columna de (4) es arbitrario.
Sin embargo, observando la matriz de coeficientes elasticos (matriz de rigidez local) reco-
nocemos la conveniencia de esta eleccion porque los coeficientes k resultan ordenados de
manera diagonal.

(b) Obtencién de las matrices globales

Consideremos una masa cualquiera del arreglo 2D (graficado en el enunciado del proble-
ma). Esta masa estara unida a cuatro resortes (2 horizontales y 2 verticales). Podriamos
pensar que esta masa m esta formada por 4 partes iguales, y que cada parte esta unida a
su correspondiente resorte. Como las 4 partes estan rigidamente unidas, entonces todas
tendran la misma posicion (son masas puntuales) y la misma aceleracion. Es decir, las
cuatro comparten los mismos valores de w, y u,, y i, y 4,. A continuacién se muestra
esquematicamente la configuracion.
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En la figura se graficaron los cuatro resortes con sus respectivas masas. A cada uno se le
coloco el namero 1y 2 que tenfan cuando estaban aislados (y cumplian con la ec. (4)).
Estos numeros respetan el sistema de referencia (de coordenadas) que tenian cuando se
dedujo la ec. (4)). Por otra parte, cada masa tiene valor m/4 y estan unidas rigidamente.

Llamemos a cada uno de los 4 elementos (formados por 2 masas + 1 resorte): izquierdo
(izq.), superior (sup.), derecho (der.) e inferior (inf.), segin la posicion respectiva que
ocupan en la figura de arriba. Entonces podemos escribir las ecuaciones de movimiento
(4) para cada una de las masas en contacto. Pero debemos respetar la convencion de
signos dada en (3) segin la numeracion 1 6 2 indicada en la figura.

g+ D = il

elemento izquierdo (5)
—kué}@ + k:uéllzq) = %milé}zcﬁ
—kuslup) + k:ugl P ima;ﬁfp)

elemento superior (6)
—kug(jslup) + k:u(ysgup) = imﬁéslup)
—kuy™ + k™ = iy

elemento derecho (7)
—kuz(ﬁer) + kuiger) = %milﬁer)
—k’u;l; D ku;l? b = imilg;f)

elemento inferior (8)
—lcug(/lé1 D4 kug(j{l D = imilg(j; 2

Tenemos 8 ecuaciones, pero no todas las variables son distintas. Las que tienen el supra-
indice en rojo o en azul corresponden a los desplazamientos y las aceleraciones de masas
rigidamente unidas. En rojo se identifica a las variables que corresponden al eje horizon-
tal. En azul se identifican las que corresponden al eje vertical.

Si queremos reducir el nimero de ecuaciones, podemos sumar por un lado las que tienen
el supra-indice en rojo, y por otro, las que tienen el supra-indice en azul.

Cuando hacemos la suma, vamos a etiquetar a la variable sumada con el supra-indice (7)
porque ya no tiene sentido llamarla segin su posicion relativa (izq., sup., der. 6 inf.). La
suma de las ecuaciones en rojo y la de las ecuaciones en azul resulta



—4ku§}) + kung) + kuf;p) + kuger) + kug?f) = %mi],(i)

(der)
Y2

(inf)

+ kuyl

—4ku$) + kuélle) + kuészuP) + ku
Observamos que tenemos dos ecuaciones para la masa i-ésima. Cada ecuacion corresponde
a uno de los ejes coordenados. Ademés, en cada ecuacién aparecen los desplazamientos
de sus 4 vecinos (izq., sup., der. 6 inf.). Si queremos que este célculo sea valido para
cualquier masa del arreglo, tenemos que etiquetar de manera univoca a todos los vecinos.
La regla para etiquetarlos no es tinica, pero si debe ser univoca, es decir, que la etiqueta
debe corresponder a una sola masa.

Una manera facil de etiquetar a los vecinos es identificando a cada masa con su posicion
global en el arreglo 2D. Por ejemplo, la masa que se encuentra en la fila 2 y columna j
del arreglo, la podemos llamar (7, j). La masa vecina a su izquierda esta ubicada en la
misma fila i pero en la columna j — 1, asi que se llamara (i,j — 1). La de la derecha
es la (7,7 + 1). A su vez las masas vecinas superiores e inferiores seran las (i — 1,j) y
(¢ + 1, 7), respectivamente. Estamos suponiendo una numeracion de arriba hacia abajo,
y de izquierda a derecha.

La ec. (9) queda etiquetada del siguiente modo.

—4kul) 4 k(D 4 k1) ey (3D 4 By (1) = g3 (04)
(10)

i ij—1 i—1,] ij+1 1)) (i

—4ku§ i) 4 k:ug(jJ ) + k:ug(j i) 4 k:ug(j 1) 4 /<:ug(fr = mug(/ i)

donde se eliminaron los sub-indices 1 6 2 porque ya no hacen falta. Efectivamente, la
masa (i, j — 1) siempre lleva el sub-indice 1, asi que éste no aporta informacion relevante.
Lo mismo ocurre con los demas vecinos.

Supongamos que el arreglo tiene p filas y ¢ columnas. Los indices pueden tomar los va-
lores i = 0...p — 1y 5 = 0...q — 1. Sin embargo, desde el punto de vista practico,
conviene usar un solo indice. Por ejemplo si llamamos h = ¢.i 4 j, podremos identificar a
cada masa con un solo indice. En ese caso, para una masa h-ésima dada, el vecino izquier-
do es h—1, el derecho es h+1, el superior es h—q y el inferior es h+¢. Las ec. (10) resultan

—4ku 4+ koD 4 k(=) 4 gy (D) 4 By (b = i (P)

T

(11)

—4ku§h) + kuéh_l) + ku(yh_Q) + kuéh“) + kuéhﬂ) = muéh)



donde h = 0... (pg — 1). En esta numeracion no estamos diciendo nada sobre las condi-
ciones de contorno. Si tenemos condiciones de contorno nulas, es decir, masas que no se
desplazan en el borde, s6lo bastara con hacer nulo su desplazamiento en las ecuaciones

(11).

(c) Casos particulares con condiciéon de contorno nula

1. Una tnica masa desplazandose y todos sus vecinos quietos.

Este es el caso de un arreglo de 3 x 3 masas, donde s6lo puede moverse la masa
central. Si las masas se numeran segin h = 0, ... 8, la masa central corresponde a
h = 4. El resto de las masas tiene desplazamiento nulo, por lo que las ec. (11) se
reducen a

A=Y — =)

w52 (2)(52) (8)

—4]{}1[,?(}1:4) . m’lj?ghzzl) 0 —4k Uy 0 m Uy
(12)

Los modos normales se obtienen considerando que i = —w?u de manera que en

(12) resulta
(o) () ()

Los valores de w? corresponden a los autovalores de la transformacion del primer
miembro de (13). Como la matriz de masas y la matriz de rigidez son ambas diago-
nales, su producto da directamente los autovalores. Es decir, el producto de las dos
matrices tiene autovalor doble w? = 4k/m. Observemos que es logico que los dos
autovalores tengan el mismo valor porque la red “se ve igual” tanto en la direccion
vertical y como en la horizontal. Cada autovalor corresponde a la oscilacion en cada
una de las direcciones. Esto se puede verificar facilmente hallando los autovectores.
Es facil comprobar que valen (1,0) y (0,1).

2. Dos masas horizontales vecinas desplazanidose y el resto quietas



Se obtiene de manera similar al caso anterior. Por ejemplo, podemos suponer que se
trata de una red de 3 x 4 masas donde las masas del borde tienen desplazamiento
nulo. Las tnicas masas capaces de moverse serian las masas con h = 5y h = 6
(o sea, fila ¢ = 1, columnas j = 1,2). Entonces, debemos escribir las ec. (11) para
ambos valores de h, anulando todas aquellas masas que tienen desplazamiento nulo.

—4ku"=) 4 ku(h=0) = miih=>)

h=5": (14)
—4ku§h:5) + kuéh:@ = mii@(/h:@
—4kuP=0) ¢ ku(h=5) = pmii(h=0)

h=6: (15)
—4ku§hz6) + kuéh:‘r’) = milygh:(j)

Resulta un sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas. Escrito como un tnico sistema,
matricial resulta

0 1 0 —4) \uf
Los autovalores dobles de la matriz son mw?/k = 3 y mw?/k = 5.

. Tres masas horizontales vecinas desplazandose y el resto quietas

Se trataria de una red de 3 x 5, donde solo se desplazarian las masas (1,2), (1,3) y
(1,4). Como h = 5.i + j, las variables no nulas serian h = 7,8,9. Debemos escribir,
entonces, tres sistemas de ecuaciones tipo (11)

—4ku=") 4+ ku(d=8) = pg(=T)
_4]‘9“3(}1:7) —i—kuéhzg) = miiéh:ﬂ (17)
— 4k + kuf™0 + kul= = i)
4k 4 k=T 4 k=) = a9 (18)
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—4kuP=9) 4 fu (=8 =
—4kuP=9) 4 Eu(h=8) =

Y y

En forma matricial es

(7)
-4 0 1 0 0 0 uf?)
0 —4 0 1 0 0 Uy
k|l 1 0 -4 0 1 0 ul®
m 0 1 0 -4 0 1 u§,8>
0 0 1 0 -4 0 u®
0 0 0 1 0 —4 )
Uy

)
)
e
)
e
)

(19)

Los autovalores dobles de esta matriz son mw?/k = 5,4142 y mw?/k = 4 y mw?/k =

2 5858,



