Problema 2

Considere una cuerda de longitud L, de densidad de masa uniforme pq sometida a una tensién
Ty, con ambos extremos fijos. Se le da a la cuerda la forma mostrada en la figura, y a ¢t = 0 se la
suelta desde el reposo.

a) Usando el sistema de coordenadas indicado en la figura, halle ¢(x, ) en funcién del pardmetro
a.

b) Hallar un valor de a para que los modos pares no sean excitados.

Foérmulas utiles

sin(axz)—ax cos(ax)
o2

[ zsin(az) =
Resolucién:

a) Propongo como solucién general ¢(x,t) = [Asin(kz) + B cos(kx)] cos(wt + ¢). Primero re-
emplazo las condiciones de borde y después las iniciales.

Condiciones de Borde. Cuerda con ambos extremos fijos: 1(0,t) = 0 = ¢(L, ).
Evaluamos la condicién primero en x = 0

¥(0,t) = 0 = Bcos(wt + ¢) = B=0). (1)

Con este resultado, reemplazamos en la segunda condicién de borde:

W(L,t) =0 = Asin(kL) cos(wt + ¢) = sin(kL) =0

= kL =pm (2)
= |k, = &I,

Luego, obtenemos la siguiente expresién para la funcién de onda, con w, = k,:

Yo, t) =Y Apsin(k,r) cos(wyt + ¢p). (3)

p=1

Condiciones de Iniciales:




Primero evaluamos la condicién inicial para la velocidad:

Y(x,0)=0= Z(—wp)Ap sin(k,x) sin(¢,) = sin(¢,) = 0= |¢, = 0|. (4)
La funcién de onda queda expresada como:
(x,t) = Z A, sin(k,x) cos(wpt). (5)
p=1

Solo nos queda determinar el valor de los A,, que salen de evaluar la otra condicién inicial,
dada por la forma mostrada en la figura. Esta forma se puede escribir de la siguiente manera:

% st 0<zr<a
P(z,0) = (6)
% st a<z<L

Los coeficientes A, se calculan por Fourier:

A - % /0 ¥ (e, 0) sin(yo)dz = 220 F /0 " psin(k,z)dz + ﬁ / ‘L) sm(kpz)dx]

_ 24 [(sin(k;px) — kyx cos(k’p[;:)) . - (l();o_s(k;;;)) b (sin(kp:c) — kyx Cos(kpa:))

|

L ak? 0 (L —a)k?
Reemplazando y haciendo un poco de manejo obtenemos:
290 .
Ap = ([J_—a)k}% Sln(k/‘pa). (7)
Luego,
W(x,t) = i 2% sin(kpa) | sin(kyz) cos(wpyt). (8)
' (L —a)k? P P P

p=1
b) Para anular los modos pares, es decir, aquellos modos con p = 2n, tengo que pedir que
As, = 0 Vn. Esto equivale a pedir que:
2nm 2nma

L
sin(kgpa) = sin(Ta) =0= T =mT=a= 65 9)

con § =m/n. Tomando = 1, obtenemos que la condicién se cumple para a = %



