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SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2017
GUIA 3: PROPAGACION DE ONDAS EN MEDIOS CONTINUOS

1. Verifique si las siguientes expresiones matematicas cumplen la ecuacién de las ondas unidimensional. Gra-
fique las funciones dadas.

s W(x,1) =Ae A1)

» P(x,1) =B (x+wr)

» W(x,7) =Asin[k(x—vt)]

» ¥(x,7) = Bsin? (kx — ot)

» W(x,1) = Ccos(kx)sin(wt)
n Y(x,1) = Delke—o1)

Propagacion en medios no dispersivos

2. Se tiene una perturbacidn que se propaga en una cuerda infinita con velocidad v. Se toman dos “fotografias”
de la perturbacion, at =0syt=4s:

Y(x,0) t = 0s W(x,4s) t =4s
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a) Hallar v.
b) Hallar W(x,1).
3. Se tiene una cuerda infinita. Se sabe que la velocidad de propagacién de las ondas en ella es v = 100 m/s

(consideramos que dicha cuerda es un medio no dispersivo). A t = 0 se la deforma de la manera que se
indica en la figura, y se la suelta (desde el reposo).

Y(x,0)

A

01 3 x (m)

t=0s

a) Hallar ¥(x,t) = W (x—vt) + W, (x+vr). Dar explicitamente (en cada intervalo de interés) la expresion
de W(x,1).

b) Comparar esta situacion con la del problema anterior.

4. Se tiene una cuerda homogénea de longitud L y densidad u, a una tensién 7', con sus dos extremos fijos
(x=0yx=L). Ar=0se la perturba de forma tal que

0 si0<x<a
W(x,0) = h% sta<x<L/2

hLLﬁl:j siL/2<x<L—a

0 siL—a<x<L.

Se suelta la cuerda desde el reposo; considerar & < L.



a) Hallar W(x,¢) y demostrar que siempre es posible escribir esta solucién como una superposicién de
una onda que se propaga hacia la derecha y una que se propaga hacia la izquierda.

b) Hacer un esquema cualitativo del movimiento de la cuerda para los instantes #, = n%, donde v es la
velocidad de propagacion de las ondas en la cuerda y n es un niimero natural.

5. En un gas, at = 0, se produce la perturbacién indicada en la figura. Sabiendo que (p; — po)/po < 1y que
v(x,0) = 0, calcule p(x,1).
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Datos: pi, po, vs (velocidad de propagacién de las ondas en el gas).

Ecuacion de onda

6. La ecuacion de una onda transversal en una cuerda estd dada por: y(x,#) = 0, 1 msin [717 (xm_1 — 4s_1)] (xe
y en metros y ¢ en segundos). Determine:

a) La amplitud de la onda.
b) La frecuencia de vibracién de la cuerda.
c) La velocidad de propagacion de la onda.

d) Ent =1 s, evaluar el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion de un segmento pequefio de cuerda
ubicado en x =2 m.

7. Sea una onda transversal plana y arménica, cuya frecuencia angular vale @ = 10 s~! y cuyo niimero de onda
esk=100 m~'.Enx; =1 kmy# = 1slafase delaondaes v(1km,1s) =37/2.

a) (Cudanto vale la fase en x| parat =0 s?
b) Considerando que v(x,t) = kx — @t + Vp, ;cudnto vale vy?
¢) (A qué velocidad se propaga la onda?

d) ;Cuénto tiempo debe transcurrir para que el frente de onda que se hallaba en x; llegue a x = 2x;?

8. Una cuerda larga con g = 0,005 kg/m se tensa aplicando una fuerza de 0,25 N. El extremo izquierdo se
mueve hacia arriba y hacia abajo con movimiento arménico simple de periodo 0,5 s y amplitud 0,2 m; se
supone que la tensién permanece constante en todo el movimiento. Encontrar:

a) La velocidad de la onda generada en la cuerda, la frecuencia y la longitud de onda.
b) La expresién matemética para el desplazamiento: y(x,1).
c) La energia cinética media por unidad de longitud, de una particula del medio.

d) La energia potencial media por unidad de longitud, de una particula.

Reflexion y transmision de ondas

9. Se tienen dos cuerdas semi—infinitas, de densidades lineales p; y p», unidas en un punto. El sistema estd
sometido a una tensién T'. Sobre la primera cuerda (la de densidad p;) incide una onda de la forma: ¢;(x,7) =
A;cos (kjx — ot). Se conocen: py, p2, T, @y A;.



a) Calcule k; y k, es decir, los nimeros de onda de cada lado de la unién.
b) Plantee la solucién mds general para ¢ (x,¢) de cada lado de la unién.
¢) (Qué condiciones deben verificarse en el punto de unién de las cuerdas?

d) Usando (b) y (c), calcule la perturbacién ¢ (x,#) en cada una de las cuerdas.

10. Se tienen dos cafios semi—infinitos de distinta seccidn y unidos, como se muestra en la figura. Una onda acts-
tica de la forma & p;(x,7) = A; cos (kjx — t) incide desde el primer cafio hacia x > 0. Hallar las amplitudes
de presion y elongacién de las ondas reflejadas y transmitidas.

op,
_)--

Datos: Aj, A;, presiéon media Py, densidad media pg, vs, @, A;. Suponer despreciables los efectos de la
viscosidad.

11. Considere la siguiente configuracion:

op,
—

Suponga que desde la izquierda incide una onda cuya expresién es la misma del problema anterior (las
secciones y el resto de los datos son los mismos también). Hallar  p(x,t) y W(x,) en cada tramo.

12. Se tiene una interfase plana e infinita entre aire y agua (ver figura).

ép; | aire

»

> X
agua

Vy

Desde el aire incide una onda actstica plana cuya direccidén de propagacién es normal a la interfase; se
escribe O p;(y,t) = A;cos (k;y — ot). Hallar las ondas reflejadas y transmitidas 8 p,(y,7) y d p;(y,1).

13.

a) Demuestre que la funcién: ¥(r,7) = Ae'® ™) con k = k% + k,$ + k.2 un vector constante y r =

XX+ yy + zZ, es solucion de la ecuacion de ondas tridimensional. Sugerencia: exprese el laplaciano en
coordenadas cartesianas.

b) Analice el significado fisico de ¥(r,7). ;Cémo son los frentes de onda? ;Cudl es la relacién entre el
vector k y los frentes de onda? ;Hacia donde se desplazan los frentes de onda al transcurrir ¢? ;A qué
velocidad?



¢) Rehaga el problema anterior suponiendo que la onda incidente (desde el aire) forma un dngulo 6 con
la normal a la interfase (ver figura).

Por lo tanto la onda de presién incidente se escribe, si usamos notacién compleja: 8 p;(r,1) = A;e/ =1,
siendo k; = v—a: (sin @£ + cos 6). Hallar las ondas reflejadas y transmitidas, 8p,(r,7) = A,e/& =) y

Spi(r,1) = Ageilkir=on),

Velocidad de fase y velocidad de grupo

14. En lo que sigue, encuentre con cudl de estos métodos se determina la velocidad de fase y con cudl la de
grupo.
a) Medir la velocidad del sonido en el aire, golpeando las manos y determinando el tiempo que transcurre
entre el aplauso y el eco de un reflector ubicado a una distancia conocida.
b) Medir la longitud de un tubo que resuena a una frecuencia conocida (y corregir por efectos de borde).

¢) Determinar la velocidad de la luz midiendo el tiempo que tarda un haz colimado en recorrer una
distancia conocida.

d) Encontrar la longitud de una cavidad resonante que oscila en un modo conocido a una frecuencia
conocida.

15. Demuestre que la velocidad de grupo v, y la velocidad de fase vy estén relacionadas por:

vy

vg:vf_kdl

. dv . . . i . .
(Coémo es T/{ en un medio no dispersivo? En ese caso, ;como se relacionan la velocidad de grupo y la de
fase?

Transformada de Fourier

16. Se quiere investigar la relacion entre el ancho de un paquete y el desfasaje de las frecuencias que lo compo-
nen.

a) Tome el siguiente pulso con un espectro gaussiano de ancho Ak centrado en kg (note que las frecuencias
estan en fase):

4AK?

Calcule f(x) y vea que tiene una envolvente gaussiana que modula una portadora de frecuencia k.
Note que el pulso esté centrado en x = 0 y que se cumple la relacién AxAk = 1/2 (el paquete gaussiano
es el de minima incerteza).

F(k) = Aexp [— (k_k(’)z] .

b) Ahora desfase las distintas frecuencias en forma lineal, tal que:

)2
F(k) =Aexp [—(kémig)} exp[io(k —ko)] .

Calcule f(x) y vea que es el mismo pulso que en la parte (a), pero desplazado en & hacia la derecha
(una fase lineal sélo corre la funcién).



¢) Ahora agregue una fase cuadratica, es decir:

)2
F (k) =Aexp [—(kéml]zg)] exp i (k—ko)z] .

Calcule f(x) y vea que es un pulso gaussiano centrado en x = 0 pero con un ancho Ax que cumple:

1
AxAk = 2/ T+ 16B2AK.

(Es cierto que si se quiere disminuir el ancho de un paquete siempre se debe aumentar Ak? Derive Ax
con respecto a Ak de la expresién anterior y analice lo pedido.

Ayuda: [Texp[(x+a)?]dx = /7.

17. Si ¥(w) corresponde a un espectro de frecuencias cuadrado, o sea ¥(®) = 1/A® para ® comprendida en
el intervalo de ancho Aw alrededor de @y, y cero en otra parte; vea que ¢ (¢) estd dada por:

sin(tAw/2) o
tAw/?2

o)== |

a) Grafique ¥(o)y |o(1)].

b) Sea T un tiempo mas prolongado que la duracién de cualquier experimento que pueda idear. Muestre
que si A® es suficientemente pequefio como para que Aw7 < 1, entonces durante un tiempo menor
que T, ¢(¢) es una funcién arménica de amplitud y fase casi constante.

18. Sea ¢ () una funcién real.

a) Muestre que su transformada de Fourier ¥(w) cumple W(w) = ¥(—). Use esto para escribir a ¢(7)
como superposicion de senos y cosenos.

b) Muestre que la transformada de Fourier .# es lineal, esto quiere decir que
F(af +bg) =aZ(f) +bF(g)

donde f y g son funciones de x y a y b son constantes.

¢) Tomemos una pulsacién que se repite N veces:

¢ (t) 4
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Vea que la transformada de Fourier de un tnico pulso situado entre (n7,n7 + At) es igual a la transfor-
mada del pulso (0,A¢) multiplicado por la fase ¢™?. Calcule entonces la transformada de la pulsacién
cuadrada que se repite en un tiempo largo 7j,,¢, = NT.

d) Muestre que para un valor finito de 7}, €l andlisis de Fourier de esta pulsacion cuadrada repetida casi
periédicamente, consiste en una superposicion de arménicos casi discretos de la frecuencia fundamen-
tal vi = 1/T}, siendo realmente cada arménico un continuo de frecuencias que se extiende sobre una
banda de ancho ov ~ 1/ Tjargo- Las arménicas mas importantes caen entre 0y Av = 1 /At

e) (Por qué vale ArAv ~ 1 si, en principio, podria valer ArAv > 1? ;La misma pregunta es aplicable a
ov y Tlarg()?



19.

20.

21.

22.

Propagacion en medios dispersivos

Se tiene un pulso de ancho Ak centrado en ky tal que la siguiente es una buena aproximacidn para la relacién
de dispersion:

(k) = oy(ko) + @ (ko) (k— ko) + %w”(ko)(k —ko)?

Si ent = 0 el pulso se propaga hacia x < 0, y se escribe:

o0 (k—k())z )
¥(x,0) —A/_w exp {—W exp (tkx) dk +c.c.

Calcule W¥(x,t). Vea cudl es la posicion y el ancho del paquete como funcién del tiempo. ;Es cierto que al
viajar por un medio dispersivo cualquier paquete se ensancha?

Se tienen dos cuerdas semi—infinitas de distinta densidad lineal de masa, p; y p», unidas en un punto y
sometidas a una tension 7. Sobre la primera se propaga hacia la derecha una perturbacién de la forma
indicada en la figura. Se conocen py, pa, T, L'y h. También se considera que los medios son no dispersivos.
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a) Hallar el desplazamiento y(x,1).

b) Explique cualitativamente como cambian estos resultados si el medio es dispersivo.

Efecto Doppler — Ondas de choque

Efecto Doppler. Una fuente de sonido que emite en una frecuencia de 1000 Hz se mueve hacia la derecha a
40 m/s. Un observador, que estd a la derecha de la fuente, también se mueve hacia la derecha a 20 m/s.

a) (Cual serd la frecuencia detectada por el observador? El aire se encuentra en reposo.
b) Repita el punto anterior si hay viento hacia la derecha a 20 m/s.

¢) Repita todo lo hecho si el observador se encuentra inicialmente a la izquierda de la fuente.

Ondas de choque. Un avién a retropropulsion en vuelo horizontal a 5000 m de altura pasa sobre un obser-
vador con velocidad 2,2 Mach (o sea, 2,2 veces la velocidad del sonido). Calcular:

a) El dngulo formado por el frente de la onda sonora y la direccién del movimiento.
b) (Cuanto tiempo después de haber pasado el avidn sobre el observador la onda llega a éste?

¢) Si el piloto hace sonar una bocina en el instante en que pasa justo sobre el observador, ;cudnto tiempo
después escucha el observador ese sonido?



