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1 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Las funciones seno y coseno tienen una clara definicion geométrica si pensamos en un circulo de radio 1.
En particular, la coordenada sobre el eje horizontal de un punto sobre dicho circulo es el coseno del angulo
que el vector posicién del punto forma con el eje horizontal. La coordenada sobre el eje vertical es el seno
del mismo angulo. Ver figura.

A / (cos 8, sin 8)

)‘Gq

nY

Figure 1: El circulo de radio 1 y el significado del seno y el coseno en este caso del angulo 6.

A partir de la figura 1 se puede concluir que:

(sin(z))® + (cos(x))® = 1,
sin(0) = 0, sin <g> =1, sin(m)=0,sin (37#) = sin <—g> =-1

cos(0) = 1, cos (g) =0, sin(r)= —1,sin (3;) = sin <—g> = 0. (1)

En la figura 2 se muestran graficos de las funciones seno y coseno. Alli se puede ver que el seno es impar
mientras que el coseno es par:

sin(x) = —sin(—z), cos(x) = cos(—x). (2)
La tangente de un angulo es el cociente entre su seno y su coseno.
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Figure 2: Las funciones sin(x) (en linea punteada) y cos(x) (en linea llena).

Las funciones trigonométricas satisfacen las siguientes propiedades:
sin(a £ 8) = sin(a) cos(f) £ cos(a) sin(B), (3)
cos(a = 3) = cos(a)cos(B) F sin(a) sin(5), (4)
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2 NUMEROS COMPLEJOS

a partir de las cuales se puede deducir que:

sin (a + g) = Zcos(w), sin(a=£m) = —sin(a), 5
cos (a + g) = Fsin(w),

sin(2a) = 2sin(a)(2:os(a),

()
cos (aw £ ) = — cos(a), (6)
(7)
cos(2a) = (cos(a))® — (sin(a))?® = 2 (cos(a))* — 1 =1 — (sin(a))?. (8)

Las derivadas de las funciones seno y coseno son:

dsin(x)
dx

d cos(x)
dx

= —sin(x). 9)

= cos(x),

2  NUMEROS COMPLEJOS

2.1 Definiciones basicas

Definimos la unidad imaginaria ¢ = v/—1. Todos los niimeros complejos se escriben de la forma:
z = a+1b, (10)

donde a y b son ntumeros reales. Dado z = a+ibcona € Ry b € R, se llaman parte real y parte imaginaria
de z a las siguientes cantidades:

Re(z) = a, Im(z) =0, (11)

respectivamente. Es decir, las partes real e imaginaria de un nimero complejo son ntimeros reales. Vemos
también que todos los reales son complejos con parte imaginaria nula. Dado un niimero complejo, z = a+1b,
se define su complejo conjugado, z* como

2" =a—1b. (12)

Los nimeros complejos pueden identificarse univocamente en términos de sus partes real e imaginaria o
de su médulo, |z|, y argumento, arg(z):

"Zl _ (a2 + b2)1/2’ (13)
b
arg(z) = arctan (—) : (14)
a
donde arctan denota el arco tangente. Esto es equivalente a decir:
a = |zlcos(p),  b=]z|sin(p), (15)
z = 2| (cos(p) +i sin(p)), (16)

donde ¢ = arg(z). Los nimeros complejos pueden representarse graficamente en un plano, donde la
coordenada horizontal de cada punto corresponde a la parte real del complejo y la coordenada vertical
a la imaginaria. Si pensamos en el vector que une el origen de coordenadas con el punto del plano que
representa al complejo, usar a y b para identificarlo es como usar coordenadas cartesianas para caracterizar
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2.2 Operaciones basicas con complejos 2  NUMEROS COMPLEJOS

b r=a+ib=Izle

a

Figure 3:

un vector. Usar |z| y ¢, por otro lado, serfa equivalente a usar coordenadas polares (es decir, el médulo y
el angulo que forma con el eje horizontal el vector que va desde el origen de coordenadas hasta el punto
del plano, ver figura).

La igualdad entre dos ntimeros complejos, z; = a1 + iby y 22 = as + iby, es equivalente a dos igualdades
entre nimeros reales:

=z a=ay y by =0by, o0equivalentemente |z|=|z| y arg(z)=arg(z)+2mm, (17)

con m un numero entero cualquiera.

2.2 Operaciones basicas con complejos

Las operaciones con nimeros complejos se hacen del mismo modo que con los nimeros reales, teniendo en

cuenta que i> = —1. De este modo, se puede calcular:

—ii=—i’=1, #=d%=—i ‘=:ii=1, (18)

de donde deducimos que, en general, 7 elevada a una potencia par, 2k, o a una impar, 2k + 1, resulta

iR = (=1)F, = (—1)ki (19)

Podemos calcular también
z+2" = a+ib+a—ib=2a=2Re(a), (20)
z—2" = a+ib— (a—ib) = 2ib = 2iIm(b), (21)

de donde vemos que sumando complejos podemos obtener nimeros reales, y, finalmente,
22" = (a+ib) (a — ib) = a® + iab — iba + b* = |z|*. (22)

Usando esto ultimo podemos calcular 1/z como:

1 1z z* z*
I = . 23
z  zzv ozzv |z)? (23)
Entonces, si z = a + b, resulta:
1 z* a —ib

:Wicﬂ—i—b?'
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2.3 Funciones de niimeros complejos 2  NUMEROS COMPLEJOS

Dados dos complejos cualesquiera, z = a + ib y w = ¢ + id, su producto resulta:
zw = (a+1ib) (c + id) = ac — bd + i(bc + ad), (25)

de donde vemos que Re(zw) = ac — bd # Re(z)Re(w) = ac. Estos son sélo algunos ejemplos de calculos
elementales con nimeros complejos.

2.3 Funciones de nimeros complejos

Asi como se definen funciones sobre los numeros reales, también es posible definir funciones sobre los
complejos. Dado que sabemos hacer una serie de operaciones con complejos (sumas, productos y potencias
enteras) es facil definir funciones que sélo involucran estas operaciones. Por ejemplo, f(z) = 22 es la
funcién que asigna a cada complejo, z, un niimero igual a su cuadrado. Algo similar ocurre con la funcién
f(z) =22+ 24

Disgresién Opcional (Permite entender de dénde sale la relacion entre las funciones exponencial y senos
Y cosenos).

Ahora bien, muchas funciones de los nimeros reales pueden ser re-escritas en términos de una serie (es
decir, una suma de infinitos términos) de potencias. FEs la llamada expansion en serie de Taylor. En
particular, dada una funcion definida sobre los reales, f(x), la expansion en serie (alrededor del punto
x = a) se calcula como:

1 &2 f
2' dl‘2 r=qa

(a:—a)2+lﬂ (x—a)’*+ ..., (26)

daf
i 3' dl’?’ r=qa

dl’ r=a

f(x) = f(a) (z —a)+
donden! =1-2-3...-n es el factorial de n y %’Fa es la derivada n-ésima de f calculada en x = a. Para
que este cdlculo tenga sentido es necesario que la suma no diverja (a veces esto ocurre solo para cierto rango
de valores de x) y que las derivadas estén bien definidas. Supongamos que tenemos una funcion real para
la cual esto se cumple. Entonces podemos usar su expansion en serie para definir la “version compleja” de
la funcién. FEsto se hace, por ejemplo, con la exponencial. Consideremos la funcion f(r) = e* = exp(x)

definida sobre los nimeros reales. Como dn%ﬂ(x) = exp(x) por lo que dn%ﬁ(x)!x:o = exp(0) = 1, la
expansion en serie (alrededor de x = a = 0) de esta funcion es:
1, 1. 4 x™
exp(z) = 1—{—x+§x +6.1.w +W:§H' (27)
Por otro lado, consideremos las expansiones del seno y el coseno alrededor de x = 0. Como d%i(w) =
—sin(x), dsg;(x) = cos(z), sin(0) = 0 y cos(0) = 1, resulta:
1, 1 . 1, Lk
cos(z) = 1—-02— 5193 + 503: ol e = Z(—l) oYL (28)
k>0
in(z) 0+1 1 0.2 1 Lad Z( % p2k+1 (20)
sin(r) = x— =0z —=1lz"+..= 1)
2! 3! (2k + 1)!

k>0

Usando estas expansiones podemos definir las funciones exponencial, seno y coseno de niumeros complejos
(reemplazando x por un nimero complejo en las expresiones (27)-(29)). En particular, si consideramos
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2.4 Exponenciales complejas 2 NUMEROS COMPLEJOS

complejos de la forma z = ix con x € R (es decir, imaginarios puros) y tenemos en cuenta las igualdades
de (19), la exponencial re-escrita como en (27) resulta:

exp(iz) = Z@:Zin‘ﬁzzi%_x% +Zi2k+1 z"
nl nl et (2k) T &0 (264 1)

n>0 ’ n>0
Z p2k+1

= (-1 (30)
o 2k 2k+1)"

Para llegar a esta ultima igualdad agrupamos los términos de la serie de la exponencial con n par por un
lado (n = 2k) y con n impar (n = 2k + 1) por el otro. Comparando la iltima expresion con los desarrollos
del seno y el coseno de (28)—(29) llegamos a la igualdad (31) de la proxima seccion.

2.4 Exponenciales complejas

A partir de la seccién anterior deducimos que, dado un nimero real, x, resulta:
" = cos(z) + isin(z), (31)

donde 7 es la unidad imaginaria. Las operaciones con exponenciales complejas siguen las mismas reglas
que con exponenciales reales (y que la exponenciacién en general). Por ejemplo:

- o . B By 1
el eiB — piatiB _ ez(a+5)7 (em) _ ezaﬂ, el — (32)
ela
Esto nos permite calcular e* para un complejo, z, cuaquiera. En particular, escribiendo a z como z = a+1b
con a y b reales llegamos a:
e* = e = %, (33)
En Fisica 2 no vamos a usar exponenciales de niimero complejos arbitrarios sino solo de imaginarios puros
(es decir, de complejos de la forma z = ib con b real).

A partir de la ecuacién (31) deducimos que, para x real, es:
e”® = 7% = cos(x) 4 isin(—z) = cos(x) — isin(z) = (™), (34)
Re(e™) = cos(x), Im(e™)sin(x), [e*[> = (cos(x))® + (sin(x))* =1, (35)

es decir, € es un complejo de médulo 1 cuya parte real es cos(z) y su parte imaginaria es sin(z). Si
pensamos en términos de la Fig. 3 vemos que un complejo de la forma e estd sobre el circulo de radio 1
centrado en el origen de la figura y forma un angulo x con el eje horizontal. Teniendo en cuenta esto, las
siguientes igualdades tienen una clara interpretacion geométrica:

e =cos(0) =1, ¢'2 =isin <z

2) =i, ™ =cos(m)=—1, ez =¢"2 =i (36)

A partir de las ecuaciones (31) y (34) se puede deducir que:

cos(z) = exp(ix) —|—2exp(—iac)7 (37)

sin(z) = exp(ix) —Qiexp(—izz)' (38)




3 ONDAS ARMONICAS, SENOS, COSENOS Y EXPONENCIALES.

Teniendo en cuenta la relacién (16) y las definiciones del seno y el coseno en términos de exponenciales
(37)—(38), podemos representar a cualquier complejo como:

z = |z]eiarg(z) = ]z\ei“”. (39)

Esta forma de pensar a los niimeros complejos permite calcular productos de complejos de un modo mas
sencillo que trabajando con sus partes real e imaginaria. Por ejemplo, si tomamos z = |z]e®? y w = |w|e?,
su producto resulta zw = |z||w|exp(ip) exp(iv) = |z||w|exp(i(p + 7)) = |z||w]|(cos(¢ + 7) + isin(p + 7)).
Las potencias enteras de complejos también resultan mds faciles de calcular: 2¢ = |z]e?. A su vez, es
més facil calcular la exponencial de una suma de argumentos que el seno o el coseno de una suma (ver
ecuaciones (3)—(4 y (32). Las integrales y derivadas de las exponenciales también son més sencillas que las
de las funciones trigonométricas.

3 Ondas armoénicas, senos, cosenos y exponenciales.

Las ondas pueden pensarse como perturbaciones al estado de equilibrio de un sistema continuo (por ejem-
plo, un fluido, aunque en el caso de las ondas electromagnéticas el sistema puede ser el vacio). Estas
perturbaciones pueden ser escalares (es decir, estar descriptas por una unica funcién, ¢ de las coordenadas
espaciales y el tiempo) o vectoriales (como en el caso de los campos eléctrico y magnético). A su vez las
ondas pueden propagarse viajando en una unica direccién espacial (caso unidimensional) o en varias a la
vez (por ejemplo, las ondas esféricas que salen de una fuente puntual de luz o las circulares que se propagan
sobre la superficie del agua al arrojar una piedra). En muchos casos la dindmica de estas perturbaciones
esta descripta por la ecuacion de ondas clasica la que, en el caso escalar, se escribe como

92 R )
EEl =2 (8:152 + 0 + 822> = U2V21/1; (40)

. 2 . e .
donde V2 es el operador laplaciano que se reduce a % en el caso unidimensional. En el caso de pertur-

baciones vectoriales cada componente del vector satisface la ecuacién (40). En la clase tedrica derivamos
esta ecuacion para las oscilaciones transversales de una soga (proximamente agregaré la derivacion a estas
notas). Ahi vimos que v depende del medio en el que se propagan las ondas. En particular, en el caso
de la soga, v? es igual al cociente entre la tensién y la densidad lineal de masa de la soga. En el caso de
las ondas sonoras v es la velocidad del sonido en el medio y en el de las ondas electromagnéticas es la
velocidad de la luz en el medio.

La ecuacién de ondas clasica admite soluciones tipo onda viajera. Consideremos por simplicidad el caso
unidimensional: ) )
O 0%

o " o2
Las soluciones de esta ecuacién tipo onda viajera son de la forma ¢ (z,t) = f(z — vt), que viajan a la
derecha con velocidad v, o de la forma i(z,t) = f(x + vt), que viajan hacia la izquierda (es decir, con
—v). Entre las soluciones tipo onda viajera destacamos las ondas armdnicas ya que las soluciones de la
ecuacién (40) pueden escribirse como superposicién de ondas armonicas. En el caso unidimensional, las
ondas armonicas que viajan a la derecha o a la izquierda son, respectivamente, de la forma:

(41)

Y(x,t) =g cos(kr —wt + @), P(x,t) =1y cos(kx + wt + @), (42)
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3 ONDAS ARMONICAS, SENOS, COSENOS Y EXPONENCIALES.

donde ¢ es una fase inicial arbitraria, k es el nimero de onda que se relaciona con la longitud de onda, A,
mediante k = 27 /A y w es la frecuencia angular que se relaciona con la frecuencia, v, o el periodo, T, de la
onda mediante: w = 27 = 2w /T. A su vez, w y k se relacionan con la velocidad, v, mediante la ecuacién:
— =. 43

= (13)
w/k se llama velocidad de fase. Las soluciones tipo onda armonica pueden también escribirse en términos
de senos en lugar de cosenos. Claramente la funcién ¢ (z,t) de la ecuacién a la izquierda en (42) toma
el mismo valor para todos los puntos, x, y tiempos, t, para los que kxr — wt vale lo mismo. Podemos
preguntarnos entonces, si tenemos un valor dado, ¢, de kx — wt, cudles son las posiciones como funcién del
tiempo para los que kx — wt toma ese valor. Claramente, es:

o w
_ 2y 44
lo que implica que dz/dt = w/k. Es decir, el valor del argumento del coseno, kx — wt + ¢ (la fase total)
viaja con la velocidad w/k de ahi el nombre de velocidad de fase. Algo andlogo sucede con la funcién

Y(x,t) de la ecuacién a la derecha en (42). En este caso resulta dx/dt = —w/k

Hasta ahora escribimos las soluciones tipo ondas armoénicas en términos de funciones trigonométricas. Sin
embargo, como mencionamos anteriormente, para muchos cédlculos es conveniente trabajar con exponen-
ciales imaginarias. En ese caso escribimos las soluciones de la ecuacién (41) como:

W(7 1) = oe!EE o), (45)
entendiendo que la solucién verdadera (la que tiene un significado fisico) es la parte real de esta ¥ (z,t).

En el caso de propagacion en més dimensiones se introduce el vector nimero de onda, k, que indica la
direccién de propagacién y cuyo moédulo satisface: |k| = 27/A. En este caso multidimensional la fase de
las soluciones tipo ondas arménicas es de la forma:

k-F—wt+@, k-F4+wt+o. (46)
Todos los puntos del espacio, 7, para los que, a un dado instante, ¢, la fase total k7 —wt+  toma el
mismo valor constituyen el frente de onda. Cuando k estd a lo largo de un eje cartesiano (por ejemplo,
k= kz) el frente de onda es plano. El vector, /;, de las ondas esféricas esta lo largo de la direccién radial de
esféricas y el de las circulares, a lo largo de la direccién radial de polares (o cilindricas). Las ondas esféricas
tienen simetria esférica por lo que solo dependen de la coordenada radial: ko= |lg |r. Andlogamente, las
circulares tienen simetria cilindrica y sélo dependen de la coordenada, r, de cilindricas. Cuando la funcién
(7, t) tiene alguna de estas simetrias, el laplaciano, V* se simplifica. De este modo la ecuacién (40) se

reduce a: o2 2 g o0 2y 200
v _ v 9 [,29%) _ 2 YV 20
o2 r20r (T 87“) ! (87"2 * r 07‘) ’ (47)
para ondas esféricas y a
02y w20 [ O o (0% 10Y
_— _— — _— e — 4
otz r or (rﬁr) ! (8T2+r87")’ (48)

para ondas circulares. Las soluciones tipo onda armoénica de la ecuacién (47) son de la forma

77[)(7“, t) _ %ei(kv"—wt—&-cp). (49)



3 ONDAS ARMONICAS, SENOS, COSENOS Y EXPONENCIALES.

Introdujimos la descripcion de las ondas armonicas en términos de exponenciales porque eso ayuda a
hacer varias cuentas. En particular, en los cdlculos de interferencia y difraccién tenemos que sumar (o
integrar) las ondas (esféricas) que llegan a un mismo punto del espacio (el punto sobre la pantalla) desde
distintos puntos (los puntos sobre el frente de onda que se deforma por la presencia de un obstéculo) los
que juegan el papel de fuentes puntuales. En el caso de interferencia lo hicimos inicialmente con funciones
trigonométricas, pero el calculo se puede hacer facilmente con exponenciales. Por ejemplo, para analizar
el experimento de las dos rendijas necesitamos sumar dos ondas:

Yi(ry,t) = @ei(k”w” y Ya(ra,t) = @ei(m«rm)? (50)
1 T2
donde r1 y 79 son las distancias desde el mismo punto de la pantalla hacia cada una de las fuentes (cada
una de las rendijas). En la aproximaciéon de Fraunhofer es vy —r; = d% donde d es la separacién entre
las rendijas, L es la distancia entre el plano que contiene a las rendijas y el plano de la pantalla e y es la
coordenada (vertical) del punto de la pantalla donde se esta calculando la superposicién de las dos ondas.
La suma de ambas ondas resulta:

w(y,t) — @f_fei(krl—wt) (1 + :_;eik(rz—7j)) ~ %67;(167“1—0015) (1 + 62h%> 7 (51)

donde estamos aproximando r; &~ 7y &~ L en todas partes salvo dentro de la fase total de la onda. Re-
escribimos: e ed ke kd od
Lt = (i ) = 26 cos(ha L), (52)

y reemplazamos en la ecuacion (51). Recordando que |e®| = 1 concluimos que la suma de la ecuacién (51)
satisface:

0y, O = 412 (cos(ka )" (53)

Dado que la intensidad de la luz sobre el punto de la pantalla de coordenada y es proporcional a |¢(y, t)|?
concluimos que esta intensidad es maxima cuando (cos(kd%))2 = 1, es decir, cuando kd5% = mm y minima

cuando (cos(kd%))2 = 0, es decir, cuando kd5% = (m+ 1)m con m un nimero entero. Dado que k = 27/,
deducimos que:

% = m, para los maximos, (54)
1\ A
% = (m + 5) - para los minimos. (55)

En el caso de la difraccion el célculo involucraba integrar sobre un continuo de fuentes, todas las fuentes
secundarias sobre el frente de onda que atraviesa la rendija de ancho b. Es decir, calculamos:

b/2 b/2
w(y t) _ / dy/ ¢0 ei(kr(y’)fwt) ~ @ei(kat)/ dy/eik(r(y’)fR) (56)
’ —b/2 r(y') L —b/2 ’

donde y, como antes, es la coordenada vertical del punto sobre la pantalla, 3/ (la variable sobre la que se
hace la integral) es la coordenada (vertical) del punto sobre el frente de onda al atravesar la rendija, (y')
es la distancia entre estos dos puntos (el de la pantalla y el del frente de onda al atravesar la rendija) y R
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3 ONDAS ARMONICAS, SENOS, COSENOS Y EXPONENCIALES.

es la distancia desde el centro de la rendija (y’ = 0) hasta el punto sobre la pantalla de coordenada vertical,

y. La rendija se extiende entre 3y’ = —b/2 e y' = b/2, por eso la integral se hace entre estos dos extremos.
Estamos también acd aplicando la aproximaciéon de Fraunhofer (vean que reemplazamos Té“,) por % y
asi pudimos sacar ese factor de la integral). En la aproximacién de Fraunhofer resulta r(y') — R = y'%.
Reemplazando esta igualdad en (56) llegamos a:
b/2 / ikYY ik kY
Wy, t) = @a(mz_wt)/ dylF5 = ¢0 i(kR—wt) € T ‘11/5/2 — @ei(m_wt)e Loc =
L b2 7° iky/L L iky/L
ikby _ikby .
_ bﬂei(mwt)e har _.e FaL 1 _ @ei(mwt) sm(ﬂ)’ (57)
L 2i kby/2L L Io4
con 3 = kby En este caso deducimos que:
biho » (sin(5))’
[y, OF = 7 I"—F%7 (58)

pr

lo que da lugar al patrén de difraccion.



