Fisica II (ByG) - Eficiencia de Maquinas Térmicas - por Alvaro Caso

Resumen. Es posible demostrar que si uno tiene N fuentes térmicas a disposicion y tiene que armarse
una maquina térmica que realice un trabajo W > 0, lo mejor que uno puede hacer es elegir las fuentes de
mayor y de menor temperaturas (descartando todas las demds) y realizar un ciclo reversible (que tiene
la eficiencia de un ciclo de Carnot). Es decir que cualquier méquina térmica, sin importar el nimero de
fuentes a las que se encuentre conectada, tiene su eficiencia acotada por la eficiencia de una médquina de
Carnot funcionando entre las temperaturas extremas. El teorema vale tanto para méaquinas reversibles
como irreversibles.

Como corolario del teorema se desprende que la eficiencia de cualquier maquina reversible que inter-
cambie calor con por lo menos 3 fuentes es estrictamente menor que la eficiencia de un ciclo de Carnot
funcionando entre las temperaturas extremas. Esto es lo que sucedia en el punto 3.b) del segundo parcial
y también en el ejercicio 22.b) de la guia 8.

Teorema. Sea M wuna mdquina térmica que realiza un trabajo W > 0 y se encuentra conectada a
N fuentes térmicas (N > 3) con temperaturas {Ty: 1 < k < N} tales que T, > T,y si k > m. Y sean
{Qr #0:1 <k < N} los respectivos calores que M intercambia con las N fuentes. Entonces la eficiencia
de la maquina M es estrictamente menor que la eficiencia de una mdquina de Carnot operando entre Ty

yTn.

Demostracion. Definimos los siguientes conjuntos de indices

I={l:Q >0}, (1)
J={k:Q <0}, (2)

donde I agrupa los indices de todas las fuentes de las que M absorbe calor y J agrupa los indices de
todas las fuentes a las que M entrega calor.

Sea entonces ¢ € I tal que ¢ > [ para todo [ € I, es decir que ¢ corresponde a la fuente més caliente
de la cual la M absorbe calor. Analogamente, sea j € J tal que j < k para todo k € J, es decir que j
corresponde a la fuente mas fria a la cual M entrega calor.

Definimos entonces los siguientes conjuntos de indices auxiliares

I={l#i:Q >0}=1I-{i} (3)
J={k#j:Qu<0}=J-{j}. (4)

Cabe destacar que cualquiera de estos dos nuevos conjuntos de indices podria ser vacio. Si, por ejemplo,
M absorbe calor de una tnica fuente, esa seria la fuente i-ésima y en consecuencia I serfa un conjunto
vacio. En el caso de que M entregue calor a una unica fuente, esa seria la fuente j-ésima y en consecuencia
J serfa un conjunto vacio. Lo que no puede suceder es que ambos conjuntos sean vacios, pues hay por lo
menos 3 fuentes, es decir que o absorbe calor de por lo menos 2 fuentes o entrega calor a por lo menos 2,
con lo cual al menos uno de los conjuntos tiene por lo menos un elemento.

Por el primer principio de la termodinamica,

N
WzZQzZZQz-FZQk. (5)
1=1

lel keJ

Separando el término j-ésimo obtenemos

W:ZQZ+Qj+ZQk7 (6)

lel keJ
y despejando Q;,
=W =Y Qi-> Q (7)
lel keJ

Por el teorema de Clausius sabemos que

N
z% 0
k=1



donde la igualdad vale sélo para maquinas reversibles.
Separando el término j-ésimo y multiplicando por T} obtenemos

Z@wﬁz*m (9)

lel keJ

donde, para una dada temperatura 7', se definié

- T
T=—. 10
- (10)

Reemplazando (7) en (9),

ZQ% v-Yo-Y o +Z—<o (11)

lel lel keJ keJ

y despejando W y separando el i-ésimo término,
WgQ,-(l—) ZQz(1—> ZQk(l—) (12)

Como se menciona en el enunciado del teorema T} > 1), si k > m porque M podria absorber calor
de una fuente en determinada etapa y entregar calor a esa misma fuente en otra etapa. En ese caso
Ty = Ty con Qr < 0y Qg1 > 0. Podria ser también que en varias etapas distintas se conecte a la
misma fuente entregando calor. En ese caso todos los calores entregados se combinan en un tnico Qg,
porque lo tinico que importa es distinguir entre calor entregado y calor absorbido y no el calor particular
de cada etapa. Por lo tanto, dentro de cada conjunto de indices, vale la desigualdad estricta (porque no
distinguimos por etapas sino por fuentes).

En este momento debemos considerar la posibilidad de que alguno de los conjuntos I o J sea vacio.
Si J es vacio, se desprende de (12) que

WgQi<1—%>+lz;Ql<1—%>. (13)

i l

Como T; < T; para todo | € f,

1 1 T T 1 1 1 1
Ti<Ti=-Ti>-T=——<-—-——=>—-"2c_-Fue —«c_ _=S1-—<l——. 14
L= = L7 LS 7 (14)
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En este paso es que se introduce la desigualdad estricta tanto para maquinas reversibles como irre-
versibles. W queda entonces

W < Q; <1_TZ>+ZQ1 <1—> (;Ql> <1—Z>. (15)

Considerando que la suma de todos los calores positivos es el calor total absorbido, es decir

Qabs = Z Qh (16)

lel
entonces (15) se puede escribir como
W< Q (1 - 1) (17)
abs ,1;2 .
La eficiencia de M es
- (18)
7 Qabs .



De (17) se desprende que
c1-t oL (19)
n 7 T
de donde se desprende que T; > T} porque el cociente entre W'y Qqss tiene que ser positivo porque ambas
cantidades son positivas.

Como T; < TN y T; > T1 entonces,

%
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Por lo tanto,
<1-h (21)
77 TN'

Es decir que, en este caso, la eficiencia de la maquina M es estrictamente menor que la eficiencia de
una maquina de Carnot operando entre las temperaturas 11 y Ty, que corresponden a la fuente mas fria
v la mas caliente respectivamente.

Ahora consideremos el caso en que I es vacio. En este caso se desprende de (12) que

WSQ1<1—> ZQk<1_> (22)

Como T}, > T} para todo k € J entonces

1 1 T} T} 1 1
T, >Tj= -Th<-Tj= 7> =—2>-JTo1 - 512 =0, 23
donde la tultima igualdad se desprende del hecho de que, por definicién, TZN’J =1.
Utilizando ademés que Qr = —|Qy| para todo k € J, entonces podemos escribir (22) como
1 1
WSQabs 1—= _Z|Qk| 1—=. (24)
& ked T

Todos los términos de la segunda sumatoria son positivos en virtud de (23) y, por lo tanto, la segunda
sumatoria es positiva. Entonces en este paso se introduce la desigualdad estricta tanto para méquinas
reversibles como irreversibles, resultando

W < Qubs <1—> Z|Qk| (1_T> < Qabs (1—;> (25)
L) i

De la férmula de la eficiencia (18), de (25) y de (20) se desprende que

1 T Ty
<l—-=—=1-=2<1-—= 26
n T i T (26)
Por lo tanto,
<1-h (27)
77 TN *

Es decir que, en este caso, la eficiencia de M es también estrictamente menor que la eficiencia de una
maquina de Carnot operando entre las temperaturas 171 y T, que corresponden a la fuente mas fria y la
mas caliente respectivamente.

Resta el caso en que tanto I como J sean no vacios. En ese caso basta notar que

ZQZ (1—) ZQZ <1—;) (28)

)

Z|Qk| (1- ) >0, (29)

keJ



y por lo tanto de (12) se desprende que

y en consecuencia,

Por lo tanto,

T; T

1 i i TN
Ty
<1-_=
n Tn

(32)

Entonces, para este dltimo caso, también la eficiencia de M es estrictamente menor que la eficiencia de
una maquina de Carnot operando entre las temperaturas 17 y T, que corresponden a la fuente mas fria
v la mas caliente respectivamente. Esto completa la demostracion.
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