Potencial electrostatico
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Integral de linea del campo

1l
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P,

* \Vimos antes el trabajo de la
fuerza electrostatica.

* Ahora nos interesa ver la integral

de camino de un campo E entre
dos puntos P,y P,.



Diferencia de potencial en carga puntual

* Supongamos que el campo viene
de una carga puntual q.

=/ q A
E) = ATrEy T2 ’

* Por el Camino A (camino radial
desder;ar,+unarcoar,)la
integral entre P, y P, da:
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Diferencia de potencial en carga puntual

* Supongamos que el campo viene
de una carga puntual q.

=/ q A
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* Por el Camino A (camino radial
desder;ar,+unarcoar,)la
integral entre P, y P, da:
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Diferencia de potencial en carga puntual

* Supongamos que el campo viene
de una carga puntual q.

=/ q A
E) = ATrEy T2 ’

* Por el Camino A (camino radial

desder;ar,+unarcoar,)la e
. . \
integral entre P, y P, da: Qe(\d\(’\)
el
ot ?
PZ - — - —
.fpl E.ds—fE.dS+%
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Diferencia de potencial en carga puntual

* Por el Camino A (camino radial
desder;ar,+unarcoar,)la

integral entre P, y P, dads =

dr 1 :
P2 N TZ 1 q
f E -ds = f 5 dr
P, r, AMEQT
Camino A
P2, 1 1
f E-ds = 1 — ]
p dteglry 15

Camino A



Diferencia de potencial en carga puntual

IR
* Al ser E radial, la integral por el
tramo verde del Camino B vale lo

mismo que la integral del camino

P, . g1 1
f E-ds = — ]
P, dteglry 15

Camino B
Tramo verde




Diferencia de potencial en carga puntual

IR
* Al ser E radial, la integral por el
tramo verde del Camino B vale lo

mismo que la integral del camino
A.

oo q 1 1
f E-ds = — ]
P, dteglry 15

Camino B
Tramo verde

* Mientras que el lazo blanco no
contribuye.



Diferencia de potencial en carga puntual

* Como el camino B no tiene nada especial, la integral no depende
del camino y para P, y P, fijos siempre vale:

E-ds = ——
P, dteglry 15

j”zq_> g 1 1

* La diferencia de potencial entre P, y P, se define como:

* En electrostatica no depende del camino
* Solo depende del punto inicial y el final



Funcion potencial para una carga puntual

* La diferencia de potencial entre dos puntos es para este caso:

b= F-di=p [ ]
—— o S= —_
21 P, 41e lrz 71

* Se puede definir una funcion potencial ¢ (7) si coloco un potencial de
referencia comun para todo el sistema. Podemos hacerlo en r; = oo
(muy lejos de la distribucion) con lo cual:

r

o) =— [ Fds =

- dteg T

Funcion potencial de una carga puntual con potencial cero en el infinito



Pregunta

* Se llama equipotencial al conjunto de puntos del espacio que tienen
el mismo valor de la funciéon potencial.

* iQué forma tiene una equipotencial para el caso que acabamos de
ver?



(a) A single positive charge

V=430V
V=45V
V=+70V



1 |
Ilu!fl}y[;);recti(m of I
steepest slope!

|

Gradiente del potencial

* Dada una funcion f(x,y, z) derivable, el

vector gradiente Vf nos da la direccién de
mayor crecimiento de la funcién f en el

punto (x,y, z).

e En cartesianas



Gradiente del potencial y campo eléctrico

* La variacion del potencial en un punto (x, y, z) viene dada por

d¢ 0¢ d¢
dp =—dx +—dy+—d
¥ dx x dy Y 0z z
* Por otro lado, sabemos que: .
dp = —E - ds

donde ES‘) es el diferenci_a! de camino
ds=dxXx+dyy+dzz

* Entonces esto implica que:

—

E=—V(p



Gradiente del potencial y campo eléctrico

» Por otro lado, siE = —V(p

* Entonces por el teorema del Gradiente tenemos que para cualquier

— —_—
camino C entre puntos P; and P, la integral de camino es siempre la
misma y depende de los valores de @ en los extremos:

P_Z) - — — —
L —E -ds = ¢(P,) — p(Py)
Py
C



Potencial de una distribucion de
carga



Diferencia de potencial para N cargas

* De manera analoga, para un sistema de N cargas q;...qy Y por el
principio de superposicion.

2 P
21 — —j E-ds=—
Plzj1 P, :
=—j E)l-%—f EZ ds —
Py Py
* Centrandonos en cada carga: N
1 : :
01 = s 2, iy ] N

=1




Funcion potencial para N cargas

* Si la distribucion es acotada en el espacio puedo poner como punto
de potencial cero el infinito y entonces

N
qi

4‘7TEO ¢ Ti
1=1

¢(ﬁJ"UrN)=:

13: distancia desde cada g; al

punto de evaluacion del
potencial




(b) An electric dipole (¢) Two equal positive charges

\ \ it |

— e
V==30V
V= -5V ¥=iQy Vv s::wov i
= = - = 4
V=-70V V=+T70V V=4%+30V V=4+50V

—=— Electric field lines  —— Cross sections of equipotential surfaces

V=4+70V



Potencial de una distribucion de carga

* Por estar el campo electrostatico y el potencial relacionados por un
gradiente, que es un operador lineal, el principio de superposicion
vale también para la funcion potencial siempre y cuando tengan el
mismo potencial de referencia.

* Si la distribucion de cargas es acotada en el espacio, es conveniente
poner el potencial de referencia muy lejos (r==<) y con valor cero.

* Eso hacemos cuando calculamos el potencial de una carga al traer
otra desde el infinito



Potencial de una distribucion de carga

V@ =22+ = y)?+(z — 2)? * La contribucion de un pedacito de carga

. py',z)dx"dy'dz" al potencial en x, y, z es:
dp(x,y,z) dq(x',y',z")
dg(x',y',z")
dp(x,y,2) = AR

(/7 4neo [ (x — x )2+ (y = )2+ (z — )2

v Ng‘l




Potencial de una distribucion de carga

V@ =22+ = y)?+(z — 2)? * La contribucion de un pedacito de carga

. py',z)dx"dy'dz" al potencial en x,y, z es:
dp(x,y,2) dq(x',y',z")
dg(x',y',z")
dp(x,y,2) = Y

t# Ameg \[(x — x)2+(y — ¥)2+(z — 2')?

v Ng‘l

* Integrando sobre todo el volumen de |la carga y
tomando el potencial cero en el infinito:

p(x',y',z"dx'dy'dz
dmeo ) \J(x — x)2+(y — y) 2+ (z — 2)?




Ejemplo: disco cargado uniformemente

* Distribucion acotada v
 Radioa
* Grosor despreciable

C
* 0 = constante (ﬁ)




Ejemplo: disco cargado uniformemente

e Distribucidn acotada v

* Radioa
* Grosor despreciable

C
* 0 = constante (ﬁ)

* Calculemos el potencial en el punto P,
sobre el eje de simetria y.

dqg = o dA
dA = 2ms ds
(dA area de un anillo de

radio s y ancho ds).




Ejemplo: disco cargado uniformemente

* La distancia del anillo al P; (0,y,0) es:
Vy? + 52
* Poniendo el cero de potencial en el
infinito

d(y) =

1 j dq
ATE) NECEY.




Ejemplo: disco cargado uniformemente

* La distancia del anillo al P; (0,y,0) es:
Vy? + 52

* Poniendo el cero de potencial en el
infinito

o) =

1 j dq
A1E Jy? + 52

B 1 @ g 21s ds

Ameg )y \[y7 + 52




Ejemplo: disco cargado uniformemente

* La integral queda

00) = 5 [VyF+ @~y

El problema es simétrico respectoay =0




Momentos de una distribucion
de carga



El potencial lejos de una distribucion

* Volvamos al caso de un disco uniformemente cargado. El potencial a
lo largo del eje de simetria daba:

p(y) =

2160 [Vy2+a? -yl

* Nos interesa saber a qué se parece el potencial a distancias grandes.
Para |y| >> a podemos aproximar por serie de Taylor el término:

VY2 +a? —y =y

=Yy

—




El potencial lejos de una distribucion

 Reemplazando la aproximacion, tenemos

a’e  q
(p(anao) ~ 480y 47(80))

¢ 7
De lejos solo se ve

una carga puntual

paray > a



Momentos de una distribucion de carga

* Un atomo o molecula consta de cargas en disposiciones
complejas en volumenes del orden de 10?4 cm.

e iQué aspectos de la estructura de la carga son los mas
importantes cuando vemos el potencial/campo a grandes
distancias de las distribuciones de carga?



Momentos de una distribucion de carga

* Supongamos una distribucion de cargas
A(x,y,z) P&y, z)adv acotada p (x',y',z") un punto A exterior a p.

R 1 fp(x’,y’,z’)dl/’
r b, y,2) = ATre, R

v ﬁ‘l

En negro, lo que no se integra
En rojo, lo que si se integra



Momentos de una distribucion de carga

* Supongamos una distribucion de cargas
A(x,y,z) P&y, z)adv acotada p (x',y',z") un punto A exterior a p.

R 1 jp(x’,y’,z')dl/’
P Pa(X,y,2) = dme, 5
0 Z" * Expresamos R en funcién de las distancias ry

r’ desde el origen del sistema de
coordenadas. Por el teorema del coseno

En negro, lo que no se integra ,e , y
En rojo, lo que si se integra R = [7'2 + r 2 — 21 cos 9] 1/2



Momentos de una distribucion de carga

* La idea es ver que pasa cuando r >>r’.
A(x,y,z) Pp',y',z")av’ Veamosun poco el factor 1/R:

R [ + 7% — 2r’ cos 6] 172 = = [1 + (ﬁ _ 27 os 9)]-*1/2

r 1‘2 r
[ >
r

7
v r

En negro, lo que no se integra
En rojo, lo que si se integra



Momentos de una distribucion de carga

* La idea es ver que pasa cuando r >>r’.
A(x,y,z) Py’ z)dv' Veamosunpoco el factor 1/R:

2 -1/2

R r re r
’ ~ * Podemos hacer el desarrollo en Taylor de 1/R
2 r' para r’/r << 1. Tomando el desarrollo
(I + 8 V2=1~-16+ {0° ..
para o K 1

En negro, lo que no se integra
En rojo, lo que si se integra



Momentos de una distribucion de carga

* Tomando esta expansion el factor 1/R queda:

!/ !/ !/ !/
A(x, y, Z) p(x ;y yZ ) dV I v 7 \2 ) , términos de
— [l + — COS 0 + (—) (3 cos? 6 — 1) + grado superior
r r r
R , L
2 mas grande >>>>>>>>>>> mas chico
— . Entonces, reemplazando en X,V,Z
9 ' 4
r
R 1
> oy dv’ 7
Qs = 47:80 fp + 47:80 ;> f cos 8 p dv’
KO K1
* Ennegro, lo que no se integra ] |
| 2 20 _ ’ )
e ﬁi" (3 cos? 6 l)pdv}+

e Enrojo, lo que si se integra
K>



Momentos de una distribucion de carga

* Entonces ¢4 (x,y, z) lejos de la distribucidon puede escribirse como una serie
de términos de importancia decreciente (fijarse el exponente de 1/r)

1
= dv’ r’
P4 = 47:30 fp v+ 47:30 2 f cos 0 p dv’
N »
KO K1
- 230520 Dodv' + -

4rne, 1'3

K2

* La clave es calcular los coeficientes K,, K, K,, etc. Cada término se denomina

momento.



Momentos de una distribucion de-¢

* Entonces ¢, (x,, z) lejos de la distribuei na serie




Momentos de una distribucion de carga

* ¢Hace falta calcular todos los K.?

* No! El comportamiento del potencial a grandes distancias de la fuente
estara determinado por el primer término no nulo de la serie:




Los coeficientes K, y K;

*Ko= [pdves
simplemente la carga total
de la distribucion (da cero
para moléculas y atomos
neutros)

* ¢Cuanto vale K, para en cada
una de estas distribuciones ?

FIGURE 10.4
Sorme charge dhatrbuth




Los coeficientes K, y K;
* Si K, = 0, calcularemos K; = [r'cos8 p dv'

* Para simplificar esta expresion consideremos el vector

p = jﬁp(x’,y’,z’)dv’ Momento dipolar

» Usando p, tenemos: #-B=7-[r p(x',y’, z)dv' =
[#- ro(x',y', zN)dv' = [r'cosOp(x',y',z)dv' =K,

* Por lo tanto: Ki=7-p



Los coeficientes K, y K;

* Resumiendo, para un punto A en direccién 7 y a una
distancia r de una distribucién acotada p(x’,y',z'), el
potencial viene dado por:

f-p K
TR i .

Pp =
r2 r3

<~ |

+DondeQ =Ko = [pdv v B=[rpl'y, z)dv



Ejemplo: Potencial lejano de un dipolo
* Dos cargas puntuales +qg enz = $izi

.K():O

>
9 * Veamos K. ParaNcargas puntuales
> T
P = z riqi
=

l

)



Ejemplo: Potencial lejano de un dipolo
A

Z

* Centro del SC equidistante de las
cargas:

, d A+( d)( V5 = qd 2
P—ZCIZ > q)Z = qa z

» * Porlo tanto

y Ki=7-p=qdcosb

* Y entonces, lejos del dipolo
1 K4 1 qdcos6

Ategr?  4mey 12

o) =




Ejemplo: Campo lejano de un dipolo
A

Z

 Calculemos eLcampg E
E=-Vop

* Tanto el potencial como el campo
son simétricos alrededor del eje Z.

>

Yy ¢ Podemos calcular el potencial en
cartesianas en algun plano que
contenga al eje z. Por ejemplo el
plano xz




Ejemplo: Campo lejano de un dipolo

* En el plano xz, tenemos
Z

Vx? + 72

cos @ =

r=+x2 + 22

~ * Entonces, en el plano xz el potencial
en cartesianas se escribe:

o =— P
YT i 2 )2




Ejemplo: Campo lejano de un dipolo
* Calculemos el campo en el plano xz
[ x+—z

X

* Sabiendo ademas que sin 6 = T

* En el plano xz, E;, = 0y entonces:

campo-en.el plano xz



Ejemplo: Campo lejano de un dipolo

E __ o9 _ 1 3pxz 1 3psenfcosé
c ox  4ne, (a2 + 22)%2  A4ge, r3

E —_29%9 __1 [ 3221 ]
° T 0z 4ne, P (x2 4 z2)5/2 (x2 + 22)3/2

1 p@Bcos?f —1)




Ejemplo: Campo lejano de un dipolo

* También podemos hacer el calculo del campo en
esféricas.

x(1, 0, 9)
’ * Esta vez la solucion vale para todo el espacio

* El gradiente en esféricas es:

[ “ 0Q A 1 1 acp
o V(p 7"-I_rsmé?aqbgb-l_r 69




Ejemplo: Campo lejano de un dipolo

* Usando
) = 1 K4 1 pcost
€ A= 4meg 12 4me, 12
x( 0, 9)
r * El campo en esféricas es:
6/

d , 2 pcosH 1 psin@ ,
1A y E = P 3 7+ P 3 6

S dmey T dmey T

e Poloidal, decae como r~3



