
Regímenes transitorios
•Circuito RL

•Circuito RC

•Circuito RLC



Circuito RLC en serie

• Supongamos el siguiente circuito con 
inductancia !, capacitor de capacidad " y 
resistencia #.
• Calculemos la diferencia de potencial $ en 

el capacitor.
• Supogamos que el capacitor tiene una carga 

+Q en la placa superior y se descarga

• Entonces Faraday en el sentido de % queda: 
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Circuito RLC en serie

• Poniendo todo en función de !
llegamos a la siguiente ecuación 
diferencial homogénea de segundo 
orden a coeficientes constantes: 

Circuito RLC en serie

• Entonces la solución general es 

• Donde -& ± () son las raíces del 
polinomio característico 
• * y + dependen de las condiciones 

iniciales. 
• De hecho, dependiendo de cuándo 

comenzamos a medir el tiempo es posible 
quedarse con sólo cos)/ o sin)/



Ecuación diferencial homogénea de segundo 
orden a coeficientes constantes (!, ", #)

© 2008, 2016   Zachary S Tseng    B-1 - 2 

Second Order Linear Homogeneous Differential Equations  
with Constant Coefficients 

 
 
For the most part, we will only learn how to solve second order linear 
equation with constant coefficients (that is, when p(t) and q(t) are constants).  
Since a homogeneous equation is easier to solve compares to its 
nonhomogeneous counterpart, we start with second order linear 
homogeneous equations that contain constant coefficients only: 
 

a y″ + b y′ + c y = 0. 
 
Where a, b, and c are constants, a ≠ 0. 
 
 
 
A very simple instance of such type of equations is  
 
    y″ − y = 0. 
 
 The equation’s solution is any function satisfying the equality   

y″ = y.  Obviously y1 = e t is a solution, and so is any constant multiple 
of it, C1 e t.  Not as obvious, but still easy to see, is that y2 = e −t is 
another solution (and so is any function of the form C2 e −t

 ).  
 
 It can be easily verified that any function of the form  
 
    y = C1 e t + C2 e −t    

 
will satisfy the equation.  In fact, this is the general solution of the 
above differential equation. 
 
 
 

Comment:  Unlike first order equations we have seen previously, the general 
solution of a second order equation has two arbitrary coefficients.   
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This polynomial, a r2 + b r + c, is called the characteristic polynomial of the 
differential equation (*).  The equation  
 

a r2 + b r + c = 0 

 
is called the characteristic equation of (*).  Each and every root, sometimes 
called a characteristic root, r, of the characteristic polynomial gives rise to a 
solution y = e rt of (*).   
 
 
We will take a more detailed look of the 3 possible cases of the solutions 
thusly found: 
 
 1.  (When b2 − 4 ac > 0)  There are two distinct real roots r1, r2. 
 2.  (When b2 − 4 ac < 0)  There are two complex conjugate roots 
      r = λ ± µi. 
 3.  (When b2 − 4 ac = 0)  There is one repeated real root r. 
 
 
 
 
Note:  There is no need to put the equation in its standard form when solving 
it using the characteristic equation method.  The roots of the characteristic 
equation remain the same regardless whether the leading coefficient is 1 or 
not. 
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However, this general solution is a complex-valued function (meaning that, 
given a real number t, the value of the function y(t) could be complex).  It 
represents the general form of all particular solutions with either real or 
complex number coefficients.  What we seek here, instead, is a real-valued 
expression that gives only the set of all particular solutions with real number 
coefficients only.  In other words, we would like to “filter out” all functions 
containing coefficients with an imaginary part, that satisfy the given 
differential equation, keeping only those whose coefficients are real numbers. 
 
 
Define  u(t) = e 

λ t cos µ t    
v(t) = e 

λ t sin µ t 
 
 
It is easy to verify that both u and v satisfy the differential equation (one way 
to see this is to observe that u can be obtain from the complex-valued 
general solution by setting C1 = C2 = 1/2; and v can be obtained similarly by 
setting C1 = 1/2i and C2 = −1/2i).  Their Wronskian is W(u, v) = µ e 

2λ t is 
never zero.  Therefore, the functions u and v are linearly independent 
solutions of the equation.  They form a pair of real-valued fundamental 
solutions and the linear combination is a desired real-valued general solution: 
 
 

y = C1 e 
λ t cos µ t + C2 e 

λ t sin µ t. 
   
When r = λ ± µi, µ > 0, are two complex roots of the characteristic 
polynomial. 
 
 
 

Polinomio característico

Donde " = $ ± &' con ' > 0 son las dos raices complejas del polinomio 
característico
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Circuito RLC en serie
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Circuito RLC en serie

• Sustituyendo en la ecuación diferencial 
y simplificando los *+!"# llegamos 

• Esto puede satisfacerse para todo , si 
los coeficientes que acompañan a 
sin0, 1 cos0, son ambos cero. 
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Circuito RLC en serie

• Esto quiere decir, por un lado que 
(sin0,)

• Lo cual quiere decir que

Circuito RLC en serie

• Entonces la solución general es 

• Donde -& ± () son las raíces del 
polinomio característico 
• * y + dependen de las condiciones 

iniciales. 
• De hecho, dependiendo de cuándo 

comenzamos a medir el tiempo es posible 
quedarse con sólo cos)/ o sin)/



Circuito RLC en serie

• Por otro lado se tiene (cos0,): 

• Lo cual implica que:
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Circuito RLC en serie

• Siendo 0 real, la ecuación anterior 
implica que

0$ =
1
67

−
9$

46$
≥ 0

• O lo que es lo mismo

1
67

≥
9$

46$
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Circuito RLC en serie – bajo amortiguamiento

• Tomemos el caso de mayor estricto
1
67

>
9$

46$

• En ese caso tenemos una cota para 9:

9 < 2
6
7

• Este es el caso de bajo amortiguamiento
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Circuito RLC en serie – bajo amortiguamiento

• Entonces

$ = *3!
"
#$% cos 1

!" −
##
4!# /

(solución cuando la amplitud de V es máxima 
en / = 0)
• Y la corriente nos queda

% = −" 8$8/ = *")3!&% sin)/ − &
) cos)/
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Circuito RLC en serie – bajo amortiguamiento

• Tanto ! como > oscilan y son 
amortiguados por un factor

!!
"
#$%

• La medida del amortiguamiento es el 
cociente

&
'
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Circuito RLC en serie sin amortiguamiento

• Si 
"
% es muy pequeño, muchas 

oscilaciones van a ocurrir antes que la 
amplitud decaiga considerablemente.

• El caso límite es cuando 
"
% = 0 no hay 

amortiguamiento (es como si 9 no 
existiera)

• En ese caso, la frecuencia es  
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Circuito RLC en serie

• Existe un desfasaje entre ! e >.

• En la medida en la que 
"
% sea muy 

pequeño,

> ≈ *70+!"# sin0,

• Y el desfasaje en ese caso es de un cuarto 
de ciclo ( ⁄& $).
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V

Caso sin amortiguamiento
(9 = 0)

Caso con amortiguamiento bajo (9 < 2
'
( )

1. Capacitor cargado, corriente cero

V

Caso sin amortiguamiento
(# = 0)

Caso con amortiguamiento bajo (# < 2 -
$ )

1. Capacitor cargado, corriente cero

!#
$
%&'"

" #

tiempo

tiempo

1
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Caso sin amortiguamiento
(9 = 0)
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1. Capacitor cargado, corriente cero
2. Corriente máxima, capacitor descargado, máximo campo magnético
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$
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Factor de calidad

• El amortiguamiento relativo en un circuito oscilador como este se 
expresa en una cantidad adimensional denominada factor de calidad 
y definida como: 

B = 0
CD+"EíG *HIGJ+DGKG

LM,+DJ&G I+K&G K&N&OGKG

• Por como está definido, un B alto indica poca pérdida óhmica, 
mientras que un B pequeño indica una prevalencia de la disipación.



Factor de calidad

• En una interpretación más práctica, B puede ser considerada como la 
cantidad de radianes 0, necesaria para que la energía en el oscilador 
decaiga un factor 

)
*.

• En este circuito, la energía almacenada puede ser 
)
$ 6>

$ o 
)
$7!

$

dependiendo dónde se acumula.



Factor de calidad

• De las soluciones, podemos ver que la energía almacenada es 
proporcional a +!$"#.

• Entonces, para que este factor sea
)
* hay que esperar un tiempo:

,* =
1
2P

• En ese tiempo, la cantidad de radianes

0,* =
0
2P

=
06
9



Circuito RLC en serie – sobreamortiguamiento

• Para cubrir todas las situaciones, veamos qué ocurre cuando 

9 > 2
6
7

• En ese caso, las raíces del polinomio característico son reales y por lo 
tanto, la solución para el voltaje es de la forma:

! = *+!+!# + R+!+"#

• Esto quiere decir que no hay oscilación sino una disminución 
exponencial.



Circuito RLC en serie: amortiguamiento crítico

• Es el caso especial donde:

9 = 2
6
7

• Las raíces son iguales S) = S$ = S y en Análisis Matemático vimos 
que las solución general es entonces

! = (* + R,)+!+#

• La disipación ocurre más rápido que en los casos anteriores



Voltaje en el capacitor para $ variables

Poco amortiguado

Amortiguado

Amortiguamiento
crítico

Sobreamortiguado



Circuitos de corriente alterna



Representaciones de números complejos

• Cartesianas
U = V + &1
V = 9+ U
1 = >I (U)

• Polares (Euler)
U = "+,-

donde " es el módulo y  
y W es el argumento o 
la fase

" = V$ + 1$

1 = " sinW
V = " cosW

W = tan!)
1
V

x



Operaciones simples en polares



Complejo conjugado ̅&
• Si U = V + &1 entonces ̅U = V − &1 = "+!,-

• Propiedades



Circuito RLC en serie

• Supongamos ahora un circuito RLC en 
serie de corriente alterna donde

! = !. cos0,
• Por ley de Faraday tenemos 

!. cos0, = >9 + 6
K>
K,
+
1
7
[ > K,

• Podemos resolver esta ecuación 
diferencial de manera diferente a 
como lo venimos haciendo?



Números complejos y circuitos AC

• En 1893 Charles Steinmetz, ingeniero 
alemán en GE (EEUU), presenta el 
trabajo ‘Complex Quantities and Their 
Use in Electrical Engineering’.

• En este trabajo muestra como 
ecuaciones como la anterior son en 
realidad un problema de álgebra simple 
de números complejos.

• En otras palabras

¡No hace falta integrar !



Voltaje complejo

• La FEM de la batería 

!. cos0,

• Puede ser vista como la parte real del número complejo

!.+,%# = !.(cos0, + & sin0,)

• En cuyo caso
!. cos0, = 9+(!.+,%#)



Corriente compleja

• Para la solución de nuestro problema podemos hacer lo mismo con >
>. cos(0, +W) = 9+(>.+,(%#0-))

donde W es la diferencia de fase con !
• Pero podemos reescribir esto como 

>. cos(0, +W) = 9+(>.+,-+,%#)
• Ahora definimos la amplitud compleja \] (independiente del tiempo)

>̂ = >.+,- = >.(cosW + & sin W)
• Podemos escribir 

>. cos(0, +W) = 9+(>̂ +,%#)



Corriente compleja: derivada e integral

• Veamos cómo dan las derivadas y las integrales de 9% 3'(%

• La derivada respecto a / queda:
8 9% 3'(%
8/ = 9% 83

'(%

8/ = ()9%3'(%
¡Derivar la corriente compleja equivale a multiplicarla por ()! 

• La integral queda

: 9% 3'(% 8/ = 9% :3'(% 8/ = 1
()

9% 3'(% = − (
)
9% 3'(%

¡Integrar la corriente compleja equivale a multiplicarla por )'(! 



Pregunta

• ¿Por cuánto hay que multiplicar >̂+,%# para obtener su derivada 
segunda respecto al tiempo? 


