Circuitos de corriente alterna



Representaciones de nimeros complejos

e Cartesianas * Polares (Euler)
z=x+1iy z =re'?
o Re(z) donde r es el médulo y
y =1m(z) y @ es el argumento o
la fase
r = \/xz + y?
y =rsing
X =71 COSQ
@ = tan~1 4

X

» Re




Operaciones simples en polares

La multiplicacién de nUmeros complejos es especialmente sencilla con la notacion polar:

2129 = rse V) o 2120 = rel? sel?

Division:
21 _ T ile-v)
29 S
Potenciacion:
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Complejo conjugado z

*Siz=x+iyentonces Z=x —iy =re ¥

* Propiedades

z+2z=2-Re(z)
z—2z=2i-Im(2)
ZW = ZW

Im
A .
Z=x+I
e
r/
@
0N x > Re
N\
—y ______ I_
Z=x—1y



Circuito RLC en serie

* Supongamos ahora un circuito RLC en
serie de corriente alterna donde
v, —~ R V =V, coswt

—( ~ ——— MW\ * Por ley de Faraday tenemos
dl 1
Vocosa)t:IR+L—+—j1dt

o1 o LA REd
1 I * Podemos resolver esta ecuacion
g diferencial de manera diferente a

como lo venimos haciendo?



NUmeros complejos y circuitos AC

* En 1893 Charles Steinmetz, ingeniero
aleman en GE (EEUU), presenta el
trabajo ‘Complex Quantities and Their
Use in Electrical Engineering’.

* En este trabajo muestra como

ecuaciones como la anterior son en

realidad un problema de algebra simple
de numeros complejos.

* En otras palabras
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Voltaje complejo

 La FEM de la bateria
Vo cos wt

* Puede ser vista como la parte real del numero complejo

Voe'®t = Vy(cos wt + i sin wt)

* En cuyo caso _
Vo cos wt = Re(Vye'®?)



Corriente compleja

* Para la solucion de nuestro problema podemos hacer lo mismo con /
I, cos(wt + @) = Re(I,e'(@t+®))

donde @ es la diferencia de fase con V

* Pero podemos reescribir esto como o
I, cos(wt + @) = Re(lye'?e'®?t)

* Ahora definimos la amplitud compleja I (independiente del tiempo)
I =1ye'? =I,(cos@ + isin@)
* Podemos escribir
I, cos(wt + @) = Re(I e'*?)



Corriente compleja: derivada e integral

* Veamos cdmo dan las derivadas y las integrales de [ e®?

 La derivada respecto a t queda:
di eia)t ~deio:)t _
=1 = iwle
dt dt
iDerivar la corriente compleja equivale a multiplicarla por iw!

lwt

* La integral queda

Jieiwtdt=ifeiwt dt=_i1~eiwt :—iieiwt
L )

, . . . . 1
iIntegrar la corriente compleja equivale a multiplicarla por Z!



Pregunta

e ¢Por cuanto hay que multiplicar Ie'®t para obtener su derivada

segunda respecto al tiempo?



Circuito RLC en serie

* Estas propiedades de los numeros complejos nos
permiten hallar la solucidn de la ecuacién diferencial
del circuito. Entonces

V™ R dl 1
r ‘:ﬁ Vocoswt = IR + L I + Ej I dt
| | Como la ecuacion es lineal, esto equivale a
C“ [ o
al elwt lfi ia)tdt
a Tc)ten

Re(Vye'®t) = Re(RI e'*t + L



Circuito RLC en serie

e Resolvamos entonces en complejos y luego tomemos
la parte real

. o di et 1 (. .
v~ R Voe'®t = Rl 't + L + Ef [ e'®tdt

 Reemplazamos la integral y la derivada

Voe'®t = Rl et + iwLl 't + — [ '@t
E lwC

* simplificamos et

. . 1 .
Vo =RI +iwll +—1
0 e tlwC



Circuito RLC en serie

* Y por ultimo despejamos I

|% —[R+ wL + ]I
R 0 l LlwC
vV
. V, V,
[ "R 17
C“ L + lw +W

donde Z es la impedancia resultante del circuito

l

1
/=R +iwL+—=R + 1wl ———
lwC l wC



Circuito RLC en serie

* Entonces, la corriente es
I(t) = Re(Ie!*!) = Re

0 i plwt
R +iwl ———

\" . R wC
* Llamemos 0 a la fase de |la impedancia
1 .
Z =R +i[wL—— = |Z|e'?
H v 0Ly,
L I(t) = Re [—0. ei“)t] = Re [—Oe‘(“)t‘e)]
C (£) |Z|et® 1Z]

I(t) =

cos(a)t —0)



Circuito RLC en serie

Impedancia Z en el plano complejo
* La impedancia tiene las propiedades:

1 . Im 4
Z =R +i[a)L——] = |Z|e“9
wC

1 2
Zl = |R? + [a)L ——]
\ wC

Re

I
a)L—L R =|Z|cos 6
wC

R

tan @ =



Circuito RLC en serie

Impedancia Z en el plano complejo

* Entonces la solucion final es Im

1

wlL ———

V, cos [a)t —tan” ! — wC

JRZ + [wL _ ﬁr

e——

I(t) =

Re

I
R =|Z|cos@



La impedancia

 Como vemos en este caso, la intensidad de la corriente depende de
w,C,LYyR.

 También de ellas depende su fase.

* Llamemos nuevamente [, a la amplitud real de I:

Vo

JRZ + [a)L _ ﬁr

10:




La impedancia

* En la figura vemos cémo varia I, en
funcion de w para:

V, =100V
C = 10" 8Farad,
L=10"%*H

R = 20,60,200 Q

* Vemos que:
lim Ij(w) =0y lim Ij(w) =0
w—0 w— 00




La impedancia

* [o(w) alcanza un maximo cuando

w=——=10%rad/s
Vit /
* Cuando esto ocurre se da una
resonancia y el efectode Ly
C parecen desaparecer (hasta la fase)

Vo cos —t

Lres(t) = R\/IT

* El maximo es mas intenso y mas fino
en la medida que R es mas pequeno




Preguntas

* Como vimos, encontramos una solucion de la ecuacion de segundo
orden

V t—IR+LdI+1det
0 COs wt = T

 Sin embargo, nuestra solucion no incluye dos constantes de
integracion a despejar con las condiciones iniciales

¢ Por qué?

¢Le falta algo a la solucion?



Solucion complementaria

e La solucion: 1

V, cos [a)t —tan~! b~ wC
0 R

\/RZ + [a)L —%]2

* Es una solucion particular de la ecuacion inhomogénea

V t—IR+LdI+1det
0 COs wt = T

I1(t) =




Solucion complementaria

* La solucion completa consiste en una solucion particular de la
ecuacion inhomogénea mas la general de la homogénea:

dl, 1
lipiqy = 1(t) + 1, donde IR + Ld—:+EfIh dt =0



Solucion complementaria

* La solucion completa consiste en una solucion particular de la
ecuacion inhomogénea mas la general de la homogénea:

dl, 1
lipiqy = 1(t) + 1, donde IR + Ld—:+EfIh dt =0




Solucion complementaria

* A la solucion para la homogénea ya la
habiamos obtenido

Iy = —C—
h dt

 Siendo V el voltaje en el capacitor (no
confundir con la FEM alterna)

V(t) = e (A cos wt + B sen wt)

* Donde Ay B son las constantes de
integracion.

| —

s




Pregunta

* iComo puedo evitar la solucion complementaria cuando mido una
corriente en un RLC de corriente alterna?

* Ayuda:




Otros circuitos en alterna



Otros circuitos en alterna

* Una red de corriente alterna es un
conjunto de resistencias,
capacitores e inductores en los
cuales circula corriente que oscila
estacionariamente a una
frecuencia w.

* La frecuencia es una constante en
todo el circuito.

* Para hallar la corriente en cada
rama hay que saber su amplitud y
su fase respecto a la fuente.




Otros circuitos en alterna

* Por conservacion de la carga, las
corrientes que pasan por cada
nodo deben dar suma nula

11+12:O

* En cada rama, el voltaje también
tendra su propia amplitud y fase.

/



Otros circuitos en alterna

 La fase de la tension y la corriente
en cada rama puede no ser la
misma.

I» = Iy2 cOS (wt + (pg)

Vo = Voz cos (wt + 62)




Impedancias y admitancias

e ¢COmo se relacionan la tension y la corriente complejas en cada rama k?
Ikela)t — Ykaelwt
Iy = Y Vi

donde I, y V), son las amplitudes complejas de la tension y la corriente en
cadaramak

i;{ — |I7{|ei(pk y ’V\’: = |V];|ei9k



Impedancias y admitancias

* La cantidad compleja Y, se denomina admitancia (unidad = %)
* La inversa compleja de la admitancia es la impedancia Z, (unidad = ()

— — 1 _
Vi = Zyly :Y_Ik

k
Simbolo Admitancia,Y Impedancia, Z = LY
R 1 R
MWW R
IJ 1 L
A0 WL i




Diferencias de fase entre V,, e i,:(f/'; = Zki,:) para
distintos tipos de impedancia

7 l

wC
\(') \(‘) \(')
*
L. 7 I [
Resistencia Inductancia Capacitancia
(en fase) Corriente atrasada una Corriente adelantada una

s . s .
fase S respecto a la tension fase > respecto a la tension



Impedancias en serie: Z = Z1 + Z,




Admitancias en paralelo: Y =Y; + Y,




Ejercicio: RLC paralelo

* Resolver para las
I3 corrientes:

LI, el

&y COS WI

 Estudiar la impedancia
equivalente en
resonancia: éAlcanza
un Maximo o un
minimo?




