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Fendmenos periodicos

e Corazon
* Respirar
* Hamaca Y3
e Bandera

* Movimiento de estrellas, planetas, lunas
* Nubes

* Sonido

* Luz




Una onda es una perturbacion espacio temporal de una cantidad fisica con
cierta periodicidad con la capacidad de transferir energia al propagarse.

* Ondas transversales: La perturbacion es perpendicular al
sentido de propagacion de la onda (onda en una cuerda, ondas
electromagnéticas, etc)

* Ondas longitudinales: La perturbacion se da en la misma
direccion que la propagacion de la onda (ondas sonoras)



Ondas mecanicas transversales: cuerda



Ondas en una cuerda

* Cuerda de densidad de masa u por
unidad de distancia.

e Sometida a una tension T

e T es tangente a la forma de la cuerda

* Forma de la cuerda en un instante dado
es y(x)

* Inextensible (el mdédulo de la tension T
es el mismo en toda la cuerda).

 Consideremos un tramo de la cuerda
entre los puntos Ay B (entre x y x +
Ax).

T sin(6 + AB)

T




T sin(6 + AB)

T

Ondas en una cuerda y

* Consideremos ahora movimiento en la
componente y.

F, = —Tsin@ + T sin(6 + A0)

* Sillamamos AL al largo del segmento,
por segunda ley de Newton tenemos:

02

,uAL—Z = —Tsinf + T sin(6 + AG)
ot X x + Ax



T sin(6 + AB)

T

Ondas en una cuerda y

* Para pequefos apartamientos (Ayy 6
pequeios)

AL = Ax
sinf =tanf = 6
* Entonces
0%y
'quﬁ = —-T60 + T(Q +A9) =TA8

* Hagamos ahora tender Ax — 0O

dy
tan§ = —
an ax



Ondas en una cuerda

 Derivando respecto a x tenemos

dtand 1 90 0%y
dx  (cosB)20x 0x?

Parad = 0, (cos8)? = 1

06 0%y
ox 0x2

T sin(6 + AB)

~3l




T sin(6 + AB)

T

Ondas en una cuerda y

* Entonces, retomando, tenemos
ax 2 _ 1
ST
* Divido por dx (que no nos vea unx
matematicx)
0%y il

- —T_
K9z = 7 ax

* v reemplazo 99,
y p ax'

ik ik
2y _ 0%



T sin(6 + AB)

T

Ondas en una cuerda y

* Tenemos la siguiente ecuacion:

ua‘y 9%y
T 0t2  0x2

. %tiene unidades de inversa de la

velocidad, entonces, tomando una
velocidad v tal que

v =

=131

N



T sin(6 + AB)

T

Ondas en una cuerda y

* Tenemos la ecuacion de onda
unidimensional

1 0%y 0%y
v2 0t?2  9x?

Ecuacion fundamental, presente en
muchas areas de la fisica

Mecanica de Fluidos

Electromagnetismo




Ecuacion de onda

e La ecuacion de onda
1 0%y 0%y
v2 9t?2  Jx?

* Tiene como solucion cualquier funciény = f(x, t) del tipo

y(x,t) = f(x,t) = f(x £ vt)

 Como es lineal, una combinacion lineal de soluciones también es una
solucion.



Velocidad de fase

En la ecuacion de onda, v es la velocidad a la que cambia el argumento de f (lo
gue estd entre paréntesis) es decir, la fase de la oscilacion.

Se denomina velocidad de fase.

Tanto +v como —v son validas en la ecuacidon de onda

En el caso de la cuerda, reemplazar f(x *+ vt) en la ecuacion de onda nos da:

T
v= |-
u



Signos de v en un pulso f (x £ vt)

\ t; Siv>0
-ana y = f(Y + \~-’f)
X V t, ' —
pulso
[\
T t — =—>  propagacion de izda a dcha
3

/\ 4+ <€—  propagacion de dcha a izda




Ejercicio

* Pensa y escribi una funcion solucion de la ecuacion de onda



Ondas viajeras sinusoidales

* Una de_ las soluciones de la ecuacion de onda es
la funcion:

f(x,t) = A cos(kx — wt)

* Moviendo el extremo de la cuerda de arriba haciz
abajo con una frecuencia angular w la puedo
generar (también le doy amplitud A)

* Viaja hacia la derecha con velocidad

<
I
=

A




Ondas viajeras sinusoidales

* Si sacamos una foto de la cuerda a un
instante dado ¢, laforma delaondaes: 4

f(x,ty) = A cos(kx — wty)

* Es facil ver que esta forma se repite cada
distancia A tal que
2T
A=
A Aseladenominalongitud de onday k
se denomina numero de onda




Ondas viajeras sinusoidales

* Si ahora nos paramos a una distancia x

f(xg,t) = A cos(kxy — wt)

* Vemos el punto d ela cuerda subir y bajar
con frecuencia w. La oscilacion se vuelve a
repetir al cabo de un periodo 7 tal que

A




Ondas viajeras sinusoidales

* Es facil ver reemplazando en la ecuacién o sacando factor comun k
que

<~\I>a

4= Ecuacion de dispersion
de la onda

a~|8

v =

=131

\

* En este caso, v no depende de w ni de k y estas se acomodan de
manera de siempre cumplir con la ec. de dispersion.

* En este caso la velocidad de fase es igual la velocidad con la que se
propaga la energia (cinética) a lo largo de la cuerda.



Reflexion, transmision e
impedancia



La velocidad de fase depende solo de |a
tension y de la densidad de masa



Cuerda inhomogénea: condicion de contorno

e Dos cuerdas de distinta densidad
de masa unidasenx =0

* De un lado y el otro
_ wL<x7t)a x <0
w(x’t)_{%(w,t), x>0

 Donde:

[ 52 0% | T
W_U%W Yr(z,t)=0, vi=,/—

[ 2 0% T
W—’U%w ¢R($,t) O, Vo = —2

Yr(x,t)

Region |

H1

I

Yr(x, t)

Region I

Uy T




Cuerda inhomogénea: condicion de contorno

* Necesitamos que haya
continuidad en x = 0, es decir
gue que para todo tiempo, la
solucion de la izquierda y la de
I;Ee(r)echa deben coincidir en u T w, T,

- |

Region | Region |l

¥r(0,t) = ¥r(0,1)




Cuerda inhomogénea: condicion de contorno

* Para la segunda condicion de
contorno pensemos en un pedacito

de cuerda alrededor de x = O: (0, 1)
Ax,t
* La fuerza desde la izquierda vale /\IIJ(‘ )
TAY oYz, t)
Ax ox l/)(—Ax, t)

* Mientras que por la derecha:

oY (z,t)
I e




Cuerda inhomogénea: condicion de contorno

* Entonces, si pensamos en un
pedacito de masa u Ax, la suma de

fuerzas a lo largo de la coordenada
vertical da: p(0, )

/‘\lp(ﬁx’ t)
g QU0.0) 1 001(0.0)  90r(0.)

oz U or o Y(—Ax,t)




Cuerda inhomogénea: condicion de contorno

* Tomando Ax — 0 nos queda

ox T Or

T awL(O, t) T 6¢R(O, t) Region | Region Il

Ty Uy T

|
* Esta es la segunda condicion de |
contorno para el problema N



Cuerda inhomogénea: solucion del problema

* En el lado izquierdo (L) supongamos
gue tenemos una perturbacion que
viene de la derecha (incidente) y la
perturbacion reflejada en la interfase

enx = 0. T,

Region | Region I

Hz T

H1
— T L)
wL(xat)_¢Z(t U1>+¢T<t+vl>

* En el lado derecho queda la onda x=0
transmitida
onte ) == ¢«
U2




Cuerda inhomogénea: solucion del problema

* En el lado izquierdo (L) supongamos
gue tenemos una perturbacion que "

viene de la derecha (incidente) y la — V)
perturbacién reflejada en la interfase /\ ‘
enx = 0. |
actual _/ x=0
¢ ( ) %(t _ U_l) T wr(t +— ) waves \ § it
* En el lado derecho queda la onda T ‘
transmitida i

Yr(z,t) =¢t(t—£)

(%)



Coeficientes de transmision y reflexion

* Por continuidad tenemos en x=0
Yi(t) + Pr(t) = u(2)

* La condicion de contorno de salto de la pendiente implica por un lado

awL(Ovt) __ 0 . &L € .
h =% _Tlglw(t ,Ul)—l_wr(t—'—vl)]x_o

* Esto equivale a escribir

E[_wz’(t) + w;(t)] como si la derivada fueraen t
U1



Coeficientes de transmision y reflexion

* Apliguemos el mismo razonamiento a la onda transmitida:

200 g (1= 2)] =By
* Entonces:
Dyl + v >]——f—j )



Coeficientes de transmision y reflexion

* Esto quiere decir que si la derivada es nula

L[api(t) + ()] = — 244y (8) + const
1 U2

* Esa constante debe ser cero si no un desplazamiento no nulo no tiene
mucho sentido

)+ (0] = = 2vlt)-

U2



Coeficientes de transmision y reflexion

* Entonces, reemplazando y; segun la ecuacién de continuidad

() (1)) = — 2[4 (0) + (1)

* Y reagrupando términos, tenemos:

(o
1 U2 U1 V9




Coeficientes de transmision y reflexion

e Ahora definamos las cantidades

Z1=£, Lig=—
U1 (9%

* Entonces, la relacion anterior implica que:
b= 22y,
(8 Zl —l— Z2 (]




Coeficientes de transmision y reflexion

e Por otro lado, como

S0 + 0] = = 2u(t)

* Tenemos




Coeficientes de transmision y reflexion

* En otras palabras, quedaron definidos los coeficientes de transmision
T y reflexion R tales que las ondas reflejada y transmitida quedan en
funcidn de la incidente:

Yr=Ri, =T,

* Ry T quedan definidas a partir de las impedancias Z, y Z5:

Z1— 2o
R—

AR
T 271

:Z1—|—Zz



Condiciones de contorno: extremo fijo

* Experimento: Fijamos un extremo de |la
cuerda de una pared (condicion de
extremo fijo).

* Esto quiere decir que en la pared, siempre:

* y = constante,
* En particulary =0

* Notamos que pulso se ‘refleja’ y vuelve
con la amplitud invertida.

* La pared genera un pulso igual pero
opuesto en amplitud y velocidad de modo
que y = 0 en la pared siempre.

A

y

VAN

Pared



Condiciones de contorno: extremo libre

. A
e Experimento: En un extremo ponemos un y
anillo angarzado a un alambre vertical sin
rozamiento (condicion de extremo libre).

* Esto quiere decir que en ese extremo:
dy _ 0
ox

* Notamos que pulso se ‘refleja’ y vuelve
con la amplitud sin invertir.

* El alambre genera un pulso igual pero
opuesto en velocidad de modo de que
9y
dx

= () en ese extremo.

alambre vertical



Ondas estacionarias



Ondas estacionarias

* \Vimos que la ecuacion de onda
admitia soluciones viajeras en
ambos sentidos de propagacion.

* Supongamos entonces dos ondas

fE(x,t) = Asin(kx + wt)

* La suma de ambas es también
una solucion




Ondas estacionarias

« Sumemos fT + f~

A(sin(kx + wt) + sin(kx — wt)) =
A(sin kx cos wt + cos kx sin wt
+ sin kx cos wt — cos kx sin wt) =

* El resultado da una onda estacionaria

ft+ f~ = 2Asinkx cos wt

Parte espacial Parte temporal

-

= -
yd - X \’
N\ 2N /
/ + "

f X
g >

X

fr+f1-



Ondas estacionarias

* Los nodos son los lugares donde |la onda
siempre es cero.

* Estos son los valores de x,, tales que:
sinkx, =0

 Esto equivale a que para un n natural o cero

* O bien

RN \\ ~
. B X AN
N N /
N _/ + N
nodo \ f X
g
X




Cuerda con condiciones de contorno

* \Vimos que la presencia de una condicion de contorno generaba
reflexion de ondas.

* Si tenemos una onda sinusoidal en una cuerda de largo L con
condiciones de contorno en los extremos seguramente tendremos
soluciones estacionarias.

* No nos vamos a preguntar como se genera la onda, simplemente de
gué modo va a oscilar con las condiciones de contorno establecidas.



Modos normales con 2 extremos fijos

A

* Veamos una cuerda de largo L con y
extremos fijos

* Las condiciones de contorno son:

Condicion 1: y(0,t) =0 0
Condicion 2: y(L,t) =0

* Estas condiciones van a hacer que
la solucion estacionaria tenga
nodos en lugares bien especificos.




Modos normales con 2 extremos fijos

A

* Tomemos una solucion de tipo y
estacionaria:

Yn(x,t) = Ay sink,x cos w,t

e La condicion 1 se satisface 0
automaticamente pues:

yn(0,t) = Ay, sink,,0cosw,t =0




Modos normales con 2 extremos fijos

* La condicién 2 pide que: t

y
sink,L =0
e Esto implica que, para n natural
k,L =nm 0
luego
K ="
"L
o)
2L
Ay =—



Primeros modos normales




1
Modo fundamental N = 1 / \' E/\l =L

o primer armoénico

segundo arménico 1 — 2 /_\_/' )\2 =L
3 &
tercer armdnico n=3 /\_/—\ 5/\3 =L
, 4
cuarto arménico N = 4 /—\/\/ A =L

Estos son los modos naturales de oscilacion de una cuerda de largo L A ==L

A1=TL
A, =31
A, =31
A, ==L
n=1223,...



Modos normales con 2 extremos fijos

* Todas son soluciones, por lo tanto la solucion definitiva es la suma de las
soluciones para cada valor de n:

y(x,t) = z yn(x,t) = z A, sin k,,x cos wyt
n=1 n=1

nm T nr
donde kn = Tywn = Ukn = ;—L



Instrumentos de cuerda

quitar string
fuoed at both ends

artinoce

John Williams, guitarrista

<o e — e —— wie
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<o l wie
- T |
= .
oo virstrg ot d o
tirock artinock tirock
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Lk e Mo
3 sce nocke 3
v v it
l S l A A
| S i - T -



Modos normales condicidn fijo/libre

A

* Veamos una cuerda de largo L con y
condicion fijo / libre

* Las condiciones de contorno son:

Condicién 1: y(0,t) = 0 0
o dy _
Condicion 2: — (L,t) =0




Modos normales condicidn fijo/libre

A

 Tomemos una nuevamente una y
solucion de tipo estacionaria:

Yn(x,t) = Ay sink,x cos w,t

e La condicion 1 se satisface 0
automaticamente pues:

yn(0,t) = A, sink,,0 cosw,t =0




Modos normales condicidn fijo/libre

* La condicién 2 pide que: ¢

y
dy
Ew (L,t) = kA, cosk,L cosw,t =0
* Esdecir
cosk,L =0
0
* Esto implica que, paran=20,1,2,3 ...
s n(Zn+1)
k,L = 2 +nm = >
luego
n(2n+ 1)




Modos normales condicidn fijo/libre

* La condicién 2 pide que: ¢

y
d
d_ic] (L, t) = k,A,, cosk,Lcosw,t =0
* Es decir
cosk,L =0
0
* Esto implica que, paran=20,1,2,3 ...
s n(Zn+1)
k,L = 2 +nm = >
luego
n(2n+ 1)




1/4 wave

7/4 waves

9/4 waves

/1_4L
1= 3
. 4L
27 5
. 4L
37 7

4L
/14_=_



Modos normales con condicidn fijo/libre

* Todas son soluciones, por lo tanto la solucion definitiva es la suma de las
soluciones para cada valor de n:

y(x,t) = z yn(x,t) = z A, sin k,,x cos wyt
n=0 n=0

T(2n+1) T (2n+1)

donde k,, = - ywn=vkn=\/;t ~




Ondas longitudinales



Ondas longitudinales: sonido

* Las ondas en el aire son como las en un solido.

* Las moléculas de aire son como pequenas masas y las fuerzas actuan
como pequenos resortes.

* Ya derivamos la ecuacion de onda

* En el caso de las ondas sonoras, la cantidad que oscila es el
desplazamiento de un pedacito de aire desde su posicion de

equilibrio é(x, t) £ )
X

— @

Equilibrio en x




Sound Pressure

«---Wavelength---—

NN

Max

atm

Min

isvr



Ondas longitudinales: sonido
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Movimiento de las moléculas ~ Propagacion del

moléculas de aire . _ . '
de aire asociado con el sonido SONido



Ondas sonoras: condicion cerrado/cerrado

* Tomamos un recipiente con aire y
cerrado en ambos extremos.

» Se generan ondas sonoras viajeras
a lo largo de x.

* El choque con las paredes va a
generar ondas en sentido contrario
generando ondas estacionarias.




Pregunta

e iComo se expresaran las
condiciones de contorno para
¢(x,t) en el caso cerrado cerrado?




