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Abstract
SISTEMAS DE COORDENADAS

N\
Cartesianas, esféricas y cilindricas. Formulas que contienen V. Integrales de interés. Operaciones
vectoriales simples. Expansiones elementales. El teorema de Green. El teorema de Stokes.

EXPRESIONES EXPLICITAS DE LOS OPERADORES

Expresién explicita de los operadores gradiente, divergencia, laplaciano y las direccionales.

LA FUNCION § DE DIRAC y © DE HEAVISIDE

Funciones ¢ de Dirac en una y tres dimensiones. La funcion © de heaviside. Propiedades.
Ecuaciones de Poisson y Green.

DESARROLLOS PARTICULARES.

— —
Para determinar el campo magnético B. Para determinar la intensidad magnética H. Para

é
demostrar la divergencia nula de A. Un truco bésico.

PACS numbers:



I. SISTEMAS DE COORDENADAS

Coordenadas cartesianas: {x,y, 2}, d7 = drdydz, v € {—00,0}, y € {~00,x}, z €
é
{—00, 00}. Los vectores se escriben como F' = Fye, + Fye, + F.e,, F,, ., con F,, .(z,y, 2),

y los versores satisfacen

ey X €y = €, ey X €, = €y, e, X €y =€y, (1)
Cr €y = €€, =6€,-6, =0, (2)

Coordenadas esféricas: {r,0,p}, d7 = r?sind drdfdp, r € {0,00}, 0 € {0,7}, ¢ €

{—=m,7}. La transformacién {r,0,p} «— {z,y, 2} es:

r= /2% +y?+ 22
0 = are cos\/ﬁ , (3)

— ]
p = arctan -

x =rsinfcosy

y=rsinfsiny . (4)
z =rcosf
. H ~ —~ ~
Los vectores se escriben como F = Fye, + Fpeg + Fye,, con Frg, = Fr9,(r,0,0) y los
versores satisfacen
€ X €g = €y, g X €, = Er, Cp X € =€ , (5)
er-eg = €p-€p==Ey e =0, (6)

)
e, = sin cos ge, + sin 0 sin e, + cos fe,

ep = cos 0 cos e, + cos O sin e, — sin fe, (7)
€, = — SN e, + cos pe,

\

)
e, = sinf cos e, + cos  cos pey — sin pe,,

e, = sin @ sin ge, + cos 0sin pey + cos ye,, (8)

e, = sinfe, —sinfe,

\



Coordendas cilindricas: {p, ¢, 2}, d7 = p dpdpdz, p € {0,00}, ¢ € {-m,7}, 2z €

{—00, 00}. La transformacion {p, ¢, 2z} «— {z,y, 2} es:

p = /22 + 1?2 y T = pCcose (©)

¢ = arctan £ Yy = psinp

H
y obviamente z = z. Los vectores se escriben como F' = F,e, + Fe, + F,e,, con F, . =

F

oD, 0, 2) y los versores satisfacen:

€)X €y = €y, Eu,XE,=¢€, €, XEe,=2~e, (10)
€, €p = Ep-€,=¢6,-€,=0 (11)
€, = COs Y€, + sin pe, €, = Ccos pe, — sin ey
N o R Y I R (12)
€, = — SIN e, + COos pey, ey, = Sln e, + Cos ey
y obviamente €, = ¢,.
A. Vectores
Recordar que
- = = =
A-B = A,B,+A,B,+A,B, =ABcosq, con a=AB (13)
€y €y €,
— = —_ = N N — —
AXB =|A, A, A,|=—-Bx A=ABsinae /el (A, B) (14)
B, B, A,

Formulas especificas de interés en el curso seran:
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B. Formulas que contienen V

Que contienen el gradiente,
que contienen la divergencia,
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que contienen el rotor,

y que contienen el Laplaciano,



V2 (uv) = uV3 +vV3u + OVu-Vu .

C. Integrales de interés

% ll><(?—71) —HX dll
1 ‘? - 71\3 C1 ‘? - 71‘7
dly (7 —7)
— — 3 :0’
el T — 7]

AP (T -TY = AT

d'f’l N = 3 =V x dTl_) —
Vi |7 = 7 Vi |7 =

D. Operaciones vectoriales simples

Que contienen el gradiente,

H
f—g ~ T
Vr=r=—,
r
—
—1~ —)—
V" = " 7 =2
~ —
=1 r r
V_:__QZ__S’
r r r
=1 r T
V—2:—2———24,
r r3 r
=1 r T
V—=-n—=-— , n>0
rn rl rnt2
= — _ —
V(AT)= A,
que contienen la divergencia,
o 7
V.— =0,
r
N
H
V.-7r =3,
N
- 7 (A7
— =\ T A _
AV)—==—-3 T,
r3 r3 r5

ot



que contienen el rotor,

Vx7T=0, (48)
y que contienen el laplaciano,
1
V2; = —476(7") Poisson . (49)
ot FT
(V2 + k‘Z)T = —476(7) funcién de Green . (50)
E. Expansiones elementales
— —
1 1 R-7 1 [3(R-7T)2 1
>>r
W
1 1 3R-7T 1
T R
—Tr (R>>7)

F. El teorema de Green

Si la superficie S es el borde del volumen V y ds = ds 7, con 7 normal a la superficie,

entonces vale (en lo que sigue [ Os €8 la integral sobre la superficie cerrada S)

/vdr <V A) = //Osdsn A, de la divergencia, (53)
s
d7 (? f) - / / ds f . del gradiente, (54)
% oS
/0[7> (? X Z) = // ds x A, del rotor, y (55)
% oS
2
/d? f* (?f) - /d? f (V2f)+/d7 )? f( . (56)
v % v

G. El teorema de Stokes

-
Si la curva c es el contorno de S y que d [ y n satisfacen la regla de la mano derecha,

entonces vale



II. EXPRESION EXPLICITA DE LOS OPERADORES

A. El gradiente

En Coordenadas cartesianas (z,y, 2),

— o o0 0 0 0 0
V= () 2wt )

en Coordenadas esféricas (r,0, ),

— o .. 10 . 1 0
Vf:§f€r+;%f€0+

rsin@%f e

y en Coordenadas cilindricas (p, ¢, 2),

_— o,.. 10 . 0 , .
Vf—a—pfep—l-;a—(pf@(p—i—%fez.

B. La divergencia

En Coordenadas cartesianas (z,v, z),

- erx +Fyey +erz ) con Fa:7y,z = Fx,y7z($ayaz) )

o 0 0
- (%7%7%) '(szFyan>7

= ﬁFz‘i_ng_'_ng;

<
ST

ox Jy 0z
en Coordenadas esféricas (r,0, ),
= = 10, 0 . 1 0
v Cr20r (T ) +7“sin980 (sin6 Fy) +’rsin98<pF¢

y en Coordenadas cilindricas (p, ¢, 2)

(60)

(61)



10 10 0

v ~agtet 5 (66)

C. El rotor

H ~ ~ ~
En coordenadas cartesianas: F' = F,e, + Fye, + F.e,, con F,,,=F,, .(v,y,2),

€r €y €,
- = —
VXF = % 8% % = B = (B,,By, B.) , (67)
F, F, F,
0 0 0 0 0 0
—(Zp-2F,-Lr+ 2R, 28 -2F,) 68
(8y 52 v op e ety dy ) (68)
en Coordenadas esféricas: F — F.e, + Fyep + Fue,, con Fog, = F.9,(r.0,0),
e, reg rsinfe,
. 1 —
_ 9 8 9 _
VxF=£—+|2 5 2 |-F, (69)

F. rFy rsin0F,

y en Coordenadas cilindricas: F= Fye,+ Foe,+ F.e,, con F,,.=F,,.(p,¢,2),

e pey, €,

o o |_T7
—%&—B. (70)

F, pF, F.

1)
Il

V x

=
o))
S

D. El Laplaciano
En Coordenadas cartesianas (z,v, z),

02 02 02

2 = —_——— —_— —_—
en coordenadas esféricas (r,0, y),
19,,0 1 02 1 9? cotf 0
2,_ + 0,20 10 o
Vi = 7’28T(T 8Tf>+7’2892f+r2sin98<p2f+ r? aef’ (72)

y en Coordenadas cilindricas (p, ¢, 2),



2 10 (0N 108, &

—
Ocacionalmente opera sobre vectores. Por ejemplo F' = (F,, F),, F},)

V2F = (V2F,,V*F, V’F,) = B

El operador ? direccional

Pueden operar sobre escalares o vectores. En cartesianas es muy simple y valen

— = o 0 0

8 9 (9
- (Ax— A +Az—) /
—
A
- —
(A~V

III. LA FUNCION ¢ DE DIRAC Y © DE HEAVISIDE

A. En una dimensién

Se define la funcion 0 de Dirac de infinitas maneras; la mas ristica es:

d(z) = Lim d.(x) = Lim

e—0 e—0

{ 1/e, para |z|<e/2

0, para |z|>e/2

Otras definiciones de interés son

5.(z) = 1 e _2 &
T(2+a?) w2 (24a2)?]
_ lsin(z/e) Esin2(:c/5)
T T a2
b ele L e

e/m 2e ’

y muchisimas mas. La J esta normalizada



“+o00 +oo
/ iz 5(z) = / do 5z — 29) = 1. (82)
La propiedad mas importante es que
+oo
[ dese =) f@) = fa) 6 (53)
b izg € [a,b
/ gz §(x — o) f(z) = | T@) st sl (84)
a 0 si zp ¢ [a, b]
Otras propiedades de interés son
6(z — o) f(z) = [f(zo) , (85)
zd(x) = 0, (86)
o(x) = o(=x), (87)
+oo
O(x1 —x9) = dr 6(x — x1)d(x — x2) (88)
d(cx) = ’—i|5(:c), si ¢ = cte; (89)
1
Sgx) = Ziay 0@ @i tal que g'(ai) = 0. (90)
r i
También hay una definicién muy usada en el contexto de la transformada de Fourier,
. oo dk +ikx—e|z| oo dk +ikx
(o) = Lig oufo) = [ Gretel = [ SR (o1)
d [t>dk _, too dk o,
/ —_ s _ v tikr N Y ik
d(x) = 6 (x) o /_Oo 5 ¢ /_OO (:I:z)k:2ﬂe : (92)
+o00
(000 = [ i@ ) (93)

La funcion escalon (step function) 6 © de Heaviside en su forma mas

0, para r < —g/2 0,
Or) = Lig®.() = Lim { %5 parafo| <22 =4 L
1, para x > £/2 1,

10

rustica se define asf

para z < 0
para v =0 (94)

para x > 0



Las propiedades mas importantes son

dilx@(:c) = J(x) (95)
O(r — ) = /_x dz §(z) (96)

B. En 3 dimensiones

Las extensiones son obvias. En coordenadas cartesianas,

en esféricas

o(T = T) = mfxr —10)0(0 — 60)0(¢ — ¢p) , (98)
y en cilindricas
1
0(7 =) = ;5(7“ — P0)0(® — ¢0)d(z — 20) , (99)
En todos los casos, satisfacen
/d? S(r =Ty =1. (100)
C. Ecuacién de Poisson
El resultado mas importante es
51 — . .
V= = —476(7")  ecuacién de Poisson (101)

r

y la generalizada que se utilza en la determinacién de la funcién de Green en teorfa electro-

magnética (no lo veremos)

= —476(7) (102)

11



IV. DESARROLLOS PARTICULARES

—
Para determinar el campo magnéticos B

L= — — — — — — = .
Si Fi=A1xB, Fy=Aysx B y A;- Ay =0 (son perpendiculares) entonces vale

— — — —
?1le Ay (F2><A2)'A1]

B = 103
- a7 A3 (103)
Para determinar la intensidad magnética H
— - = - — — - == = = —
VXMxG)=-VM-G)+2(G:-V)M—-G(V - -M)
+M(V-G)+ G x (Vx M)+ Mx(VxG) (104)

. T Py — . . . = =
Si M = M(2") no depende de las varilables de derivacién de V = V& :

!

Vox(MxG)=-V=(M-G)+M(V=-G)+Mx(V=xG)  (105)
.
G =

. , - — . . . .,
Si ademads G (7") y tiene la siguiente expresién
1 1
G =Ve—o—— = Vo (106)
|77 — |77 — 2|

entonces 6? x G =0,y 6? G = ~Vi1/|7 — 7| = +478(7 — 7), con lo que queda

1 1
Vo x <1\7(?) X €?|_> — ) V- (]\7(?) 6?‘_> *|) F4nd(T — TI)M(T)
r—=r X —r
(107)
Para demostrar la divergencia nula de A
—
J (@ 1
SASEAC) RN (- AN (108)
|7 — | |77 — |
— 7 ?) — — 1 — — 1
Ve=m=; = Vz- J<?> —>—— J<?) Ves——= (109)
|77 — 2| \—.(_/|r—x| |77 — 2|
- —
Si V- J =0 (caso estacionario), y sabiendo que
— 1 T -7 1
V?’ﬁ == =. _V?ﬁ, entonces (110)
|77 — 2| |77 — 2|3 |77 — 2|

12



—
V7>|

=, — = —
JE) g &) (111)
T — | |7 — 7|

El truco béasico

En varias situaciones vamos a estar interesado en calcular

f(7) = / a7 A(T)- (aﬁ) , (112

o0

donde el co indica que tenemos que integrar en todo el espacio. Usando (24)

+

Vo (Z(?)W—l?o _A@). (??W ! ?|> 1 (V= 2@) . ()

F(7) = / d7V > <Z(?)ﬁ) - / d7 ﬁ; Z(;)) , (114)

y usando Gauss

A |-V A@)
//OSoo |7 ?\] +£dx[ 7 — 2| } : (115)

Y aqui simpre tenemos dos caminos.
—
. . . _ . .
Primer camino: si A (Z") es no nulo dentro de un cierto volumen V cuya superficie es S

entonces

7A@ -V A@)]
oS | T T ‘ T T |
asi la cantidad [n A (?)} se asociard a una distribucién superficial de cargas eléctricas o
de polos magnéticos, y [ . Z(?)} se interpretard como una distribuciéon volumétrica
de cargas o polos.
El segundo camino consiste en mantener la integral hasta el infinito con lo que alli:
X(?) = 0 y por lo tanto la primera integral del RHS se anula. Sobrevive la segunda. En

ese caso Z(?) tendrd un rango limitado por la © de Heaviside y el ?y (derivada) generara

13



(de acuerdo a (95)) una funcién 6 de Dirac en la superficie, que reproducird el término

H
[ﬁ - A (?)} superficial anteriormente mencionado. Ambas estrategias son equivalentes.

14



