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Abstract
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EL POTENCIAL VECTOR A
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I. LEY DE BIOT Y SAVART (1820)

Repasemos la ley de Coulomb:

2 2 2 da(T - T)
F=qF, con dFE =k———=—= . (1)
|77 — 3

%
(recordemos que la fuerza gravitatoria tiene igual estructura F', = m ¢’). En magnetismo
es diferente (Gilbert) . La fuerza que sufre una particula (con carga ¢ y velocidad ¥') en

—
presencia de un campo magnético (o mejor, induccién magnética) B esta dado por:
— —
F=qvxB. (2)

—
El campo B es ocasionado por corrientes eléctricas. Se encuentra experimentalmente que
%
un diferencial de circuito dl; situado en la posicién 77y por el que circula una corriente i;

%
genera un diferencial de campo magnético d B dado por

dl R o —
a8 =k, ML =T )
|77 =3
kp = Z—O =107 ( exacto!) constante magnética, (4)
T
Tesl
o = 410 T2 X permitividad magnética del vacio , (5)
Ampere
N X seg Kg Weber 4
[B]:Teslazcxmzcxm: - = 10" Gauss , (6)
= unidad de campo magnético . (7)

El campo magnético terreste es del orden de 0.5 Gauss. El maximo campo magnético (a la

fecha) encontrado en la naturaleza es de un pulsar: 10! Tesla. Se verd posteriormente que

c= — 3 x 10~ = velocidad de la luz . (8)
Eolto seg
Si el circuito es cerrado (como debe ser) entonces el campo total generado por la espira es
E_ %’ilﬁl X (?—?1) (9)
B AT AT
C1

Notese que para determinar el campo eléctrico es necesario una sola medicién de la fuerza

— — — — . .
sobre una carga ¢: E = F /q, ya que F |] E, pero en magnetismo se necesitan dos



. . “ ., =4 , —
mediciones: una medicién F'; de una particula de carga ¢ que se mueve con v’; y otra
=1 — . — —
medicién F'y sobre ¢ que se mueve con v'p tal que (por ejemplo) v’ - '3 = 0, entonces

resulta que (ver Apéndice):

H
1 F — . —
2?1X71+( 2XU2)2U17
(qu1) q(v1v2)

. . . —_— — —
El diferencial de trabajo es: dW = F -dl = F - vdt = 0, ya que de acuerdo a la ley de

ﬁ
B = 1 (]‘O)

%
Biot y Savart ¥ L @'. Por lo tanto la fuerza magnética no hace trabajo. Si ademas del
ﬁ
campo magnético hay un campo eléctrico £ entonces la fuerza que recibe la particula sera

simplemente la suma (ppio de superposicion):

— - = — ..
F=qvxB+qFE, relacién o fuerza de Lorentz . (11)

Tenemos que reconocer 3 tipos de densidad de corriente; lineal (tal como en (9)), superficial

o volumetricas como veremos a continuacion.

A. Fuerza magnética sobre una corriente

Ya que una corriente es un conjunto de cargas en movimiento, debido a la relacién de
Lorentz es natural pensar que el campo magnético B ejerza una fuerza lateral sobre un
hilo conductor por el que circula una corriente 7. Supongamos un segmento de conductor de
longitud di y area S— 0 (alambre) por el que circulan electrones (de carga opuesta ) en el

sentido de la corriente convencional. La carga dq encerrada en dicho volumen dV = S dl, es

dqg = eN,=endV =enS dl, donde e = carga del electrén, y (12)
N, Ne .
= Sd- densidad de electrones . (13)

Esos electrones, como vimos, se desplazan con la velocidad de desplazamiento @4, por lo
— — —
que la ley de Biot y Savart nos dice que en presencia de B sufre un dF =dq U4 x B, y

reemplazando dq nos queda

— N — N — —_ =

dF =endV, vygx B=dVenvyx B=dV J x B , (14)
d
a 7



y 7 es la densidad de corriente. Para el conductor lineal podemos hacer
— — i
% Ud:Sdl 'Ud:SUddl s (15)

— —
ya que vy 11 d [, hicimos dl ¥’y = dl vy, entonces

dF = enSvy dl x B =idl x ﬁ, con (16)
i = //7~ﬁds:envd5. (17)
S

Hay una tercera posibilidad, y es que la corriente se desplace en una superficie, entonces

—

dF =ds ¢ x B | (18)

donde g = g (s) es la densidad de corriente superficial tal que, la corriente resulta

z‘:/dTL?:/dlﬁ-?, (19)

y [, es la longitud transversal del segmento en cuestion y 7 su perpendicular. Entonces

tenemos las 3 alternativas: corrientes volumetricas, superficiales o lineales, vale entonces

— = — - = -, =
dF =idl x B <dVJ xB&ds g xB. (20)

. — . —
Como siempre se denota dV = d7". Recordemos que [i] =Ampere, [¢] =Ampere/m,
%
y [J] =Ampere/m?. Usaremos la versién mas conveniente en cada caso y luego invo-
caremos esta equivalencia para generalizarlas. Estructuramenete podemos pasar de uno a

otro invocando

i%d? //dsjz///dv7(z/d?l7). (21)

Resumiendo

(22)

)
I
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H
También el campo magnético B puede se generado por una corriente lineal (como vimos en

Eq.(9)) o por ¢ o 7, obteniendosé

g G (? — ?1)
B p—
Kin / / G (7)) (X T

B. Principio de accién y reaccion

(23)

En electrostética resulto inmediato probar que la ley de Coulomb satisfacia la tercera ley

— —
de Newton (F'15 = — F'91). En magnetismo no es evidente, hay que trabajarlo. Considere-

mos la interaccién de 2 espiras C; y Cs por las cuales circulan corrientes i; e iy; de acuerdo

a Biot y Savart la fuerza que ejerce sobre el circuito 1 le ejerce el 2 es

d
?12 = Zl%dTl X §1(71) == ilde1></€mZ'2 % R

C1
(1”1>< dl2><7”12) — — —
= ki1l 3 , con Tio=(11—"T39).
12

C1 Ca

Por otro lado (1+2)

dl X ( dl X
Fgl—km’llw%% 2 ! 7‘21)’ con ?21:(72—?1):—?12.

7”21
Cy Co

— —
Y no es inmediato ver que F'15 = — F ;. Recurriendo al Apéndice tenemos que

dTl X (dTQ X ?12) = dTQ(dTl . 712) — (dTQ . dTl)?

(24)

(25)

(26)

(27)

El primer término del RHS (right hand side) se anula bajo la integracién de dTl en el

circuito cerrado Cy, ya que (ver Apéndice)



(@11 T )
ﬁ .
k%hh%ﬁl%% LI W) (28)
12
e GO )
0
Queda solo el segundo término
Fpy = —%mﬂlefjf szQ-czll>-;3—, cambiando (1< 2) (29)
o~ 12
. - - 7>21 =
:+k‘m2211]{7{(dll'dlz)T:—F% (30)
Ta1
Ci Co

con lo se satisface el principio de accién y reaccion. Notese la analogia de (29) con la interac-
cién Coulombiana entre dos distribuciones de carga. La generalizacién a otras distribuciones

de corrientes (volumétrica o superficiales) son inmediatas.

C. Movimento de una particula en un campo magnetico

Sea una particula de masa m, carga ¢ y velocidad ¥ = ¥'(tf) en un campo magnetico

—_—

B(7), sufre una fueza de Lorentz y su movimiento lo describe la ley de Newton
dv

m—.
dt

Generalmente, la forma de calcular el movimiento, es reducirlo a un sistema de 6 ecuaciones

—

F=qvxB(7T)= (31)

diferenciales de primer orden acopladas. En coordenadas cartesianas resulta

dvy 1
G = = Fp (v, vy, 02, 1Y, 2, 1)
dvy 1
L= Fy(ve,vy,0,, 2,9, 2, 1)
dv, _ 1
ﬁ - EFZ(UZC7,Uy?,UZ? T,y z, t) (32)
de _ ’
at = Uz
dy _
at — Yy
dz _

\ dt Uz

que se resuelve con un metodo numerico (RK4, por ejemplo) con 6 condiciones iniciales

T(t=to) = (20, Y0, 20) y V(t =ty) = (V205 Vyo, V20)-



. . . —_ ~ .
Veamos el caso mas sencillo: una particula cargada ¢ con velocidad v" = ve, que ingresa
. . H AN 7’
a un campo magnetico constante perpendicular B = Be,.Esta particula sufre una fuerza

central

F=—q0 x B =—quBr, (33)

produciendo un movimiento circular uniforme con aceleracién central a. con un radio de giro

r y una velocidad angular w = v/r = 27 /7 = 270 f

2

— ~ 2 v
F = quBr = ma, = mw*r = mwv = m—, (34)
7
de lo que resulta
q
— ] 35
w = —B, (35)
1
f = —2, frecuencia de ciclotrén, (36)
2mm
r = %%, radio de giro, (37)

Se desprende que

e Particulas répidas (v grande) describen circunferencias con radios grandes.

e Particulas lentas (v pequenas) describen circunferencias con radios chicos.

e Todas tienen la misma frecuencia (f independiente de la velocidad).

e La relacién ¢/m se llama rigidez magnética (igual a la eléctrica). No se puede separar
Hj de He™, por ejemplo.

e (argas con diferentes signos circulan en sentido contrario.

e La Eq.(37) se puede utilizar para separar isétopos, a mayor masa mayor radio de giro.
Por ejemplo se puede separar el 4C del 2C' y asf se datan muestras.

e Flectrones (¢ = —e) del orden de 10 eV (L,) en el campo magnetico terrestre (0.5
Gauss) tienen radios del orden de 0.2 metros y emiten con una frecuencia del orden de

1051 /seg, o sea 1 MegaHertz.



D. Efecto Hall.

E. Aplicaciones elementales de la ley de Biot-Savart

Hay cuatro casos en que esta ley involucra integrales muy sencillas y sus resultados serdn
muy ttiles. Todos tienen simetria cilindricas {e,, e,, €. }.
—
1) Sea un conductor rectilineo infinito por el que circula una corriente 7 (id I = idze.),
%
el campo B a una distancia p del conductor resulta ser
= Mol

B = . 38
27'('[)680 ( )

[Esta ecuacién es una simple aplicacién de la ley de Ampere].
%
2) El campo B en el eje de una espira de radio p; por el que circula una corriente
%
i (id 1 =iridyey)
= _ Mol i ~

B = .
2 (Z+

A grandes distancias (z > p;). [serd el campo en el eje de un dipolo]

(39)

3) El campo § en el eje de un cilindro conductor infinito de radio p,, por el que circula
una corriente por unidad de longitud di/dz constante, resulta ser (regla de la mano derecha)

— di .

B(z) = uy—-e, . 40
() = po g (10)
Si el cilindro esta formado por un arrollamiento de un conductor por el que circula iy y tiene
una densidad de espiras n (n = N/l= numero vueltas por undidad de longitud), entonces

di .
i =mnz i == d—z =n i — ?(2) = ligNigEy. (41)
2

[Que resultard ser el campo magnético en el eje de un solenoide (o toroide)].

4) La fuerza que sobre un diferencial dTl de un conductor rectilineo infinito por el que
circula una corriente i; (ildTl), le ejerce otro conductor rectilineo infinito paralelo a una
distancia p por el que circula una corriente s (i2d72> es

%

= -

d = —(d Ty d 1) 2 (42)
1

— —
La fuerza es atractiva si: dlo-d [ 1 =1 ( igual sentido de las corrientes,= ), y repulsiva

2mp

. % ﬁ .
sitdly-dlq,=—1 (sentidos opuestos, =).

8



F. Sobre la definicion de y y la definicién del Coulomb
De la Eq.(42) resulta que la fuerza magnética que recibe un circuito debido a otro es

Frn o< poiaie (43)

y hemos definido p, = 471077 en MKSC. De la ley de Coulomb sabemos que la fuerza

eléctrica sobre una carga que interactia con otra es

q192
o ’

F, (44)

go resulto ser 8.85 10° en MKSC que definia la unidad de carga: el Coulomb. Veremos mas

adelante que €¢ y p, estan relacionados a la velocidad de la luz ¢ segiin

1
c= . (45)
v Eolg
En términos de la unidad Coulomb [C], las ecuaciones (43) y (44)
Nu's pC?,y (46)
1
Nw o —C2. (47)

€0
Este es el procedimiento seguido en el MKSC.
Si hubiesemos elegido otro valor de p, llamemoslo p, = kp, esto implicard definir otra
unidad de carga; llamemosla C’. Como la fuerza esta expresada en en una magnitud mecédnia

Nw (Newtons), resulta entonces de (46)

Nw x poC?=puhC'? -C=VkC .,y (48)
1 ’ 1 / €o
c = =¢ =——— —¢,=—, reempl. en (46 49
2
Nw o< iC’ SR iC2, (50)
£p eo \Vk €0

Entonces el camino real es contrario al que presentamos: primero se define p, y luego la
unidad Coulomb. Hay otra forma que es el sistema gaussiano. Parte de la ley de Coulomb

de modo tal que 47ej; = 1 y determina en consecuencia ji,. Entonces el valor de k,, cambia



:ui] :ui] 66 1! ]‘
k/ = — = = - . 51
™ Ar o dwe Hofo = 3 (51)

Otras variables mecédnicas como la potencia Watts=Votsx Amperes tambien es independiente

de la unidad de carga.

II. EL POTENCIAL VECTOR A

—
Vimos que el campo eléctrico E se puede expresar en términos del potencial escalar V (7)

—

— ! =
FE = —V? (ke/d?, %) = —V?V(?) 5 (52)

r —r

— —
El potencial de B no es un escalar, sino un vector A tal que

B=Vx4 ,  con, (53)

'%id?(r') \
— / 1

//ds q(r) R (54)

/ A7 T (')

La demostracién es inmediata. Usando la identidad (ver Apéndice)

A7) =

e
3

— 7“/) 1 — = = — 1
V?XH —— = — HV?XJ(T)—J(’/‘)XV?ﬁ, (55)
T 7 - e 77
0.
1
§:€XA:—km/dH/7(T/)X€?m, (56)
—_——

(57)
— —
La eleccién de A segun (54-7?) fue arbitraria. Por ejemplo, si hubiesemos elegido A’ =

- = = 7 2 S — - — — . .
A+7r",entonces B'= VxA'=VxA+Vx71T =VxA+0 = B.Una propiedad particular

de A definida en (54-77), es que V.4 =0 Se prueba con la siguientes identidades.

10



— — — — . .
Compactemos V = V& y V' = V=, (en el Apéndice se demuestra la ecuacién (60), acé

repetimos el cdculo)

— 7(7/) = —= . _, -, = 1
0
Por otro lado,
— 7(7’) =, = 1 -, = 1
V’-ﬁ:V'-J(T’)ﬁ+J(r’)-V’ﬁ, (59)
|77 =7 e———| T = T |77 =7

0, cte. estac

e N
donde hemos usado el hecho que tenemos un estado estacionario (V' - J (7") = 0, estamos

en magnetostética). Usando la propiedad: v 7 -7 = — v |7 — 7’|, tenemos la
identidad del Apendice
— —
=  J(7 =, J(7
V- W = —V/ : ﬁ’ luego, (60)
g — —_— —
?-Z:km/d?”??-M:—km/d_”V“_{(7;) , (61)
-7 T
-,
?-Z:—km//da%-ﬁzo, (62)

donde hemos usado el hecho de que 7(7/ ) en el infinito es nulo. Volveremos mas adelante

cuando discutamos el gauge de Coulomb.

A. Ley de Gauss y Ampere

Nos preguntamos ahora las propiedades del campo magnético como campo vectorial:

pasaremos a calcular la divergencia y el rotor.
. . H H . . . H H

La divergencia es nula: V - B = 0. Su demostracién es inmediata, ya que: V - B =
- = —
V- (V x A) = 0 tal como lo vimos en el Apéndice. Esto implica que no hay fuentes ni

— —

sumideros que generen B. Las lineas de B son cerradas. Como veremos formalmente mas

adelante, no existen monopolos magnéticos. Una forma alternativa de la ley de Gauss es

usar el teorema del gradiente,

11



— —_— — e d .
/d r V-B= //ds B-n=0 ley de gauss del magnetismo . (63)
v oS

Si, en analogia con la electricidad, llamamos
dog = B - fids = diferencial de flujo magnético, (64)

resulta que la integral sobre una superficie cerrada ¢z (FEc.(63)) es nula. Recordemos que

en el caso eléctrico nos daba la carga neta encerrada. Calculemos ahora el rotor

— — — - = — —
VxB=Vx(VxA)=V(V.A)-V?4 , (65)

1
VxB = VA= —k:m/d7’7(7’)v2 = = 47k J(7T), (66)
- = —
VX B = pyJ (1) ley de Ampere . (67)

Sin embargo la forma mas 1til de la ley de ampere es la expresion integral,

//d?-(?xfﬁ):uo//d?-j)(?), (68)

S S

— =
7{ dl B = [igiene , (69)
C

donde C es la frontera de S, e i.,. es la corriente eléctrica que circula a travez de C. Esta
formula serd tan util como la de Gauss para la electricidad. [En realidad Gauss en electrici-
dad es mas versatil, ya que puede aplicarse a problemas con simetrias planas, cilindricas y

esféricas, mientras que Ampere solo funciona bien para simetrias cilindricas|. Resumimos

- — -
V-B =0, 6 //ds B -n=0, ley de gauss del magnetismo,(70)
oS
- = — — = )
VXB =pu,J(r) 6 j[d [ - B = liyiene, ley de Ampere. (71)
c

12



B. Aplicaciones elementales de la ley de Ampere

Hay casos en que esta ley involucra integrales muy sencillas y sus resultados son muy
utiles. Todos tienen simetria cilindricas {€,,e,,e.} y ya fueron calculados formalmente a
partir de la ley de Biot-Savart.

1) Haciendo una circulaci’on alrededor de un conductor rectilineo infinito por el que
circula una corriente (sz = idze,), se encuentra que el valo de B a una distancia p del
conductor resulta ser (ver (31))

B _ Holis

B = .
2mp ©

2) Haciendo una circulacion alrededor de un solenoide o toroide se encuentra que el valo

de B en su eje resulta ser (ver (41))

- N di N . .
B(z) = pynige,, con n = AT densidad de espiras
Usaremos mucho esta formula. Es el equivalente magnetico al campo electrico dentro de
un capacitor de placas paralelas. El capacitor es a la electricidad como el solenoide lo es
al magnetismo; son elementos que producen campos electricos y magneticos (constantes)

dentro de cubos y cilindros, respectivamente.

C. Propiedades del potencial vector A

De (66) y (62) tenemos las dos propiedades pricipales de A.

VA = —,u07(7), y V.-A=0 (gauge de Coulomb) . (72)
El campo eléctrico tiene una libertad (obvia) y es que si tomamos V' = V + cte, entonces
— — — — — — . .
E'=-VV'= —VV —Vecte = —VV = E. Lo cual ratifica el hecho que lo importante es
la diferencia de potencial. El campo magnético tiene una libertad de gauge. Supongamos

- —
que partamos de nuestro gauge de Coulomb tal que V - A = 0, podemos construir cualquier

—
otro potencial vector A, tal que:

Ay=A+Va, (73)



— —
donde A es una funcién arbitraria. Este potencial A ), produce el mismo valor de B, ya que

— - — - = = = —
B)\:VXA)\IVXA—FVXV)\:B. (74)
0

Esta propiedad puede usarse para beneficio del cdlculo. Hay expresiones de A tal que pro-
ducen una expresién de A » mas conveniente. [a veces es conveniente trabajar en el gauge
de posicién o aceleracion. El resultado final debe ser el mismol].

Aun asi, el gauge de Coulomb NO es unico. Hay infinidades de expresiones tal que

— — — =
sumadas a A mantienen la condicién del gauge de Coulomb. Llamando A, = A + V¢

- — - = = - — 9 9
0=V A=V - (A4+V)=V - A+VA=V%(=0, (75)
0

con lo cual tengo una libertad de elegir ¢ tales que V¢ = 0. Por ejemplo, también traba-
jarfamos en el gauge de Coulomb si elejimos € = 22 — 2, ya que V¢ = 2 — 2 = 0. En este

curso solo trabajaremos en el gauge de Coulomb mas simple.

D. Potencial magnético escalar

La relacion entre el campo magnético B y la fuente J esta dado por V x B = p,J . Si
%
estamos interesados en espacios distantes de las fuentes, J (7°) = 0, la ecuacién se reduce a
— — — —
V x B = 0. Al igual que el campo eléctrico (V x E = 0), podemos pensar que existe un

potencial escalar magnético V,, tal que

— —
B=-VV,. (76)
- —
Si ademas aplicamos la ley de Gauss, V - B = 0, resulta que V,, satisface la ecuacién de
Laplace
V2V, =0. (77)

Por lo tanto, lejos de las fuentes los campos eléctricos y magnéticos son sfmiles matematicos
Pueden usarse los mismos codigos numericos (jhay que tener cuidado con las condiciones de

contorno!)

14



III. EXPANSION MULTIPOLAR

El objetivo es determinar la expresién del campo magnético a grandes distancias en
relacion a las dimensiones de las fuentes. Seguiremos el mismo camino que en la expan-
sién multipolar eléctrica. Usando las expansiones del Apéndice para grandes distancias se

muestra que la expresioén del potencial vector a gran distancia (r — o0) es

lim A(7) = limk ]f‘jdlﬁ‘ (78)
. / 1 T 1 —  —=N\2 2.2 1
= k’m%Zdl |:;+ 7’3 +ﬁ{3(’f‘ - T ) —T T}—I—O(ﬁ)} s (79)
— k EdeHLk L daT 7Ty ro(2 (80)
- mT mT3 T3 )

donde r es mucho mayor que las dimensiones del cuerpo en cuestion. Usando las ecuaciones

del Apéndice tenemos

% Al = 0, no hay monopolo magnético , (81)
fC) f(?’
%d?’(?-?”)://dsnxv //dsnxr, (82)

Cl
donde C’ es la frontera de S’ siendo n’ el versor perpendlcular definido segun la regla de la

mano derecha. Reemplazando

A7) //dsn xr—kmi’r, (83)

r—00

m = i//ds’ n=1iSn dipolo magnético . (84)

St
La ecuacién (81) prueba que no hay monopolo magnético. Un resultado previsible ya que
? . § = 0. La contribucién mas importante a grandes distancias es entonces el dipolo
magnético que resulta ser simplemente la corriente i por el area de la espira S en la direccion
del versor perpendicular n. Hay también otra expresion equivalente que se relaciona con la

de las orbitas de Kepler (que se usé para demostrar la velocidad aerolar constante)

™= % % T xd 1" (85)

15



A. Dipolo magnético

—> —
Una vez determinado el potencial vector A, del dipolo es inmediato obtener B a traves

de la definicién

- o o T N T (= T
B=VxA=Vx(hnmm) =kn|-(#-V)5+m (V). (0
r r r
Usando el Apéndice
<m~V)ﬁ:F—3TT, y V~§:O, resulta , (87)
= kn N\~
B:F[S(n_{-r)r—m]. (88)

Esta expresion es igual a la del dipolo eléctrico haciendo B — E , m — p y obviamente

k., — k.. Esta analogia matemadtica nos permite inferir su potencial magnético escalar es

— —
, vy B=-=-VV,. (89)

1. Atomos Hidrogenoides

Como una aplicacién, calculemos el dipolo magnético de un dtomo hidrogenide mod-
elizado como un movimiento circular uniforme de un electrén de carga e y masa m,. que se
mueve en una orbita circular atraida por la carga central Ze. Si w = 27 f es la velocidad
angular, y f la frecuencia, entonces podemos interpretar la corriente eléctrica convencional
como

w e v

t=ef =me—=——, 90
/ 2 2mr (90)
donde v es la velocidad tangencial y r el radio de rotacién. La velocidad v puede obtenerse
con la ley de Newton sabiendo que la fuerza central esta determinada por la ley de Coulomb
1 Ze? v? Ze?

F — _ = eQp = e— — = —_— . 9]-
dmey 72 Mettr = e ! dmegmer (91)

Reemplazando (91) en (90) podemos calcular el dipolo magnético
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2
.. el Ze? 9 ~ € Ir
m=15n=——|——ar* n=— n
2rr 47?50mer\§" 2\ dmegme

-~
7

En MKSC, Z = 1 (hidrogeno), ¢ = 1.6 x 107, m, = 9.1 x 1073, r = 5.1 x 1071,

(92)

g0 = 8.9 x 10712, resulta que my = 9.1 x 1072* amperexm?. El valor experimental es el

magnetén de Bohr y resulta ser 9.27400915 x 10~24,

B. Relacién entre el dipolo magnético y el momento angular

Sigamos con el dipolo magnético encontrado anteriormente. Este dipolo es creado por el
movimiento orbital del electrén girando alrededor del niicleo. En nuestro modelo, el giro

%
del electréon tiene un cierto momento angular [ orbital, dado por

— R Ze2 . 2m
Loy = T X P =Tmeon = rms n= ‘m; o (93)
4regmer e
— e -
Mory = l orb - (94)
2m,

Esta relacién es mas general; tambien se verifica para el caso de rigidos cargados rotando.
En este caso el movimiento es de spin (rotacién sobre su mismo eje). A los efectos practicos
consideremos una esfera hueca (modelo cldsico muy primitivo para el electrén ). Supongamos
una esfera hueca de radio R, carga e y que rota a una velocidad angular W = 27 f@. La
densidad de carga serd o = dq/ds = e/(47R?). Una faja (una espira) ubicada en un éngulo
polar entre 6 y 6+ df, tiene una longitud [ = 27r = 27 Rsin 6, y un ancho de arco da = Rdf

por lo la carga en dicha espira (o faja) sera:

[

A ds
dqg = ods = p R2 2 Rsin 6 Rd9 y la corriente es (95)
da
i(0) = (CZ] dqf = 27rR sin «9Rd(€ % = % sin 6d6 . (96)
dq 7

Esa espira tiene un (diferencial) de dipolo magnético de spin dado por
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— _./\_ew. . 2/\_6R2.3 —_
dm gpin, = 15060 = . sin 0df m(Rsin0)“0 = - sin 0 df « . (97)
s N ——
i) 5(0)

Sumando todas las posible espiras (integrando € entre 0 y 7), resulta:

[ eR?4 eR?
0

Sabiendo que el momento de inercia de la esfera hueca usada es I = (2/3)m.R?, y que el
H
momento angular de un rigido es L = I, entonces:
e —

Mhapin = — L . 99
mp 2me ( )

Y nuevamente tenemos la misma relacién en este caso para una rotacién de la rotacién de
la esferd hueca sobre su eje: spin. [Notemos que si consideramos el radio clasico del electrén
que llamamos radio de Thompson R = 2.81 x 107!% m, el ecuador del rigido tendria que
ir a velocidades mas répidas que de la luz (critica de Lorentz)]. Estas relaciones seran muy

importante en mecénica cudntica en relacion al efecto Zeeman.

C. Dipolo magnético en un campo magnético

ﬁ
Comenzemos viendo que efecto tiene un campo magnético constante B sobre un dipolo.
m. En electricidad trabajamos mas artesanalmente para entender la fisica. Para variar, aqui

seremos mas expeditivos y recuriremos a las matemaéticas. La fuerza total sera

— — — — — —
F:j{dF:]{idle :z'(j{dl)xB:O, (100)
§:cte

0
tal como en el caso eléctrico. De cualquier manera sufre un torque, ya que el dipolo debe

tratarse como un rigido,
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?:i//d?xﬁzmxﬁ, (103)

exactamente similar al caso eléctrico.
Sigue la energia potencial U de un dipolo en un campo magnético constante. Se demuestra

exactamente igual al caso eléctrico,

0 0 0
= / dU = / 7.d0 = / (m x §>) d0 =-m-B energia potencial . (104)
0 0 0

Por ultimo tenemos que determinar la fuerza que sufre un dipolo en un campo magnético

%
variable B(7’) externo. De vuelta, el dlgebra es totalmente equivalente al caso eléctrico

—>__—> :—>_>.—> _ _>.—>—> —>‘—>_> — — —> —

F =-VU=V(m-B)=(m-V)B+(B-V)m + (V>0<B) x(vj?@ms)
0

— - =\= ) o) )

F = <m.v) B = (mx%+mya—y+mz$) (B,,B,, B.) , (106)

<l
[

en total analogia con la electricidad. Hemos considerado en (105) que V xB = Lo
invocando que no hay corrientes; lejos de la fuente de B.

Si pensamos que el campo magnético externo § es generado por un bobinado de espiras
al que le podemos asignar un dipolo total primario ]\_4> = ¥,;m, . al actuar sobre i, lo atraera

o repelerd exactamente igual a los casos eléctricos vistos.

D. Campo magnetico terrestre

IV. LEY DE FARADAY(1831)

Sea una espira (circuito) C el limite (contorno) de una superficie abierta S y n su versor

normal a la superficie. En ausencia de cualquier campo ni bateria intercaladas en el circuito,
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resulta obvio que la corriente que circula por la espira es nula. Si a esa espira la atraviesa

H
ahora un campo magnetico B podemos decir que se produce un flujo magnético ¢, dado

¢B://§-ﬁds. (107)
S

La ley de faraday dice que el cambio temporal del flujo magnético produce una fuerza

por

electromotriz (fem) en el circuito, matematicamente

_ 99
ot

Y es un hecho experimental (una ley) que se suma a las dos anteriores: la ley de Coulomb

£ = (108)

y la de Biot y Savart. Es la primera vez que hablamos del tiempo en el contexto de esta
materia. No se puede demostrar de ab initio a pesar que en muchos casos se ratifica a partir
de la ley de la conservacién de la energia. El signo menos nos indica que la fem se opone a
la variacion de flujo y este efecto se conoce como la ley de Lenz. Fisicamente una variaciéon
temporal del flujo se genera un campo eléctrico E cuya integral curvilinea cerrada nos da

la fem (como vimos en electricidad)

g:%ﬁdT. (109)

c
Esta fem genera una corriente electrica tal como una bateria pero no esta localizada siné

que estd desparramada a lo largo del circuito. Reemplazando (109) en (107) resulta

g = %E} dl = _9%p = —2//5 -nds , usando Stokes, (110)
ot ot

/ ?xﬁ-ﬁds://—%ﬁ-ﬁds. (111)

Como en ppio vale para todo circuito podemos generalizarla, con la siguiente relacion

— — 0 —
FE=——R". 112
V X T (112)

- — —

Esta ecuacién generaliza V x E =0 vélida para los casos estacionarios donde 0 B /0t = 0.
— —

Este campo electrico no tiene origen en una diferencia de potencial tal que £ = —VV,

siné en 82/&. Veamos, de (110)
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- = 0 e N
£ = ]{ E-dl :——//VXA~nds, usando Stokes, (113)
ot \T/
c B
c c
Si ademas tuviésemos baterias, entonces

F--v-23% 115

S o (115)

Detalles del cédlculo. Dada una espira cerrada C,

e Se define dT y 1 segun la regla de la mano derecha.

e Se calcula el flujo ¢z segin la ecuacién (107).

e Si hay N espiras entonces se consideran todas las superficies (si son iguales entonces
¢p — Nopg).

e La fem ¢ se cédlcula segin (108).

e Sice > 0, el sentido de circulacion es paralelo a dT, 0sea: £ =% dT.

— — —

e Sic <0, el sentido de circulacion es antiparalelo a d | , 0osea: ¢ = d [ .

Tres casos son siempre presentados. Se hace variar el flujo ¢ segun varie B, S, 6 B-S ,
a saber:

1) La corriente inducida en un espira por un iman que se acerca o se aleja, creando un
B(t), resulta un acople entre el encendido de un primario y la induccién en un circuito
secundario.

2) La corriente eléctrica inducida en una espira que se mueve en un semiespacio magne-
tizado de modo tal que produce Area(t) (aqui es interesante verificar la conservacién de la
energia).

3) Generador de tensién variable (alternador). Una espira que se mueve mecanicamente

en un campo magnético tal que B - S = cos(wt).
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V. INDUCCION ELECTROMAGNETICA

A. Autoinductancia

Sea un circuito C; por el que circula una corriente 7 (), segin la ley de Biot-Savart genera

ﬁ
un campo magnetico B (t)

T - =
ﬁ:kmu]{dlli“; ) (116)

y produce un flujo

gbz//?-ﬁds V. (117)

La ley de faraday nos indica que tambien aparece una fem e cuando hay una variacion del
flujo propio ¢ ya sea por una variacion del la corriente i1 () o por una variacién de la forma
de la espira C;(t). A este fendmeno se lo llama autoinduccién. Suponiendo un circuito rigido

y que ¢ s6lo depende temporalmente de i;, tenemos

d¢ ~ d¢ di  di

__ e 11
dt di dt dt’ (118)
donde hemos definido la autoinductancia L tal que
L= o autoinductancia . (119)
)
La unidad es el Henry
Web Volt
1] = eber Vo xsegxseg:Henry. (120)

~ Ampere Coulomb

El Henry, tanto como el Fadario, es una magnitud muy grandes para los elementos nor-
malmente usados (el mili o mircoHenry son mas difundidos). Para nuestro caso siempre
podemos escribir

¢=Li, (121)

en analogfa con V' = Ri.
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1. El Solenoide

Veamos un Solenoide formado por N espiras arrolladas sobre un cilindro de area A y
longitud [ por el que circula una corriente (). Approximando a un cilindro infinito podemos
calcular el campo magnetico en el eje y resulta ser, B = pyni , donde n es la densidad de

espiras por unidad de longitud n = N/I. El flujo es

¢ = //§ nds 2 NBS = NpugniS = nl pugniS = puyn®Sli , entonces,  (122)

b

=== on?Sl  (medio x geometria). (123)

B. Inductancia mutua.

Consideremos dos circuitos proximos C; y Ca por el que circulan orrientes i1(t) e i2(?)

las fem inducidas son entonces

€ = —— ] = 1>2a (124)

donde ¢, y ¢, son los flujos encerrados por los ircuitos C; y Cs respectivamente. Si los
ﬁ
circuitos estan proximos el campo B; generado por i;(t) alcanza la superficie Cs y por lo

tanto suma al flujo generado por i1(t) , y viceversa. Podemos escribir

P1 = P11+ D1, y Py = Po1 + Pag (125)

donde ¢, es flujo total sobre el circuito "17, ¢, es el flujo parcial que ocaciona i;(t) en C;
ﬁ
y ¢ es el flujo que ocacionado por By ocacionado por is(t) en C;. Y en forma similar se

lee ¢,. Podemos escribir entonces

do, d dpy  doyy
o dt Ot on) = T g (126)
= ——— — ———=L1;— — Lis— 12
diy dt — di2 dat  tar TPdt (127)
déb.
L = % : coeficiente de induccién mutua. (128)
tj

Podemos escribir entonces

23



€1 Lyy Lo d [ u
= X 7 . (129)
€2 Loy Lo (&
Su generalizaciéon a muchas espiras es obvia. En forma matricial, podemos escribir z =

L x (d/dt) i

1. La formula de Neuman

Vamos a probar que L;; = Lj;. Consideremos el caso anterior de 2 bobinas interactuando

a traves del flujo. Partiendo de las definiciones

d d d12>< (?1—?2) ~
Ly = d_i2¢12 = dzg//B2 nds = —// mzzj[ EAA -nds ,  (130)

C1

usando la indentidad del Apéndice

— —
dl Ti—=7 dl
% Qi('f’l_) ;2):‘_7>1X%%, (131)
|7’1—T2| ‘7‘1—7’2‘
C2 C2
reemplazando
d dl di
L12:—,’i2]€m// ?1)(%% ﬁdS:km//$1X %% 'ﬁdS,
dig |71 — T |77 = Ty
C1 Ca C1 C2
(132)

y usando el teorema de Stokes llegamos a

dl dl
Lm_k.%% 1o (133)
|7“1—7”2|
C1 Ca

Esta es la ecuacién de Neuman para calcular la inductancia mitua. Como esta expresion es
la misma ante la inversién 1<2 entonces podemos deducir que Lo = Lo;. Esta expresion

tambien puede usarse para calcular la autoinducci’on, o sea

—

/
Lu_k.%%dl dli. (134)
1

C1 C
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Hay que tener cuidado de dar ciertos anchos a los conductores para remover la singularidad

en el denominador y luego tender el ancho a cero.

C. Ensamble de bobinas

La inductancia es el tercer elemento circuital que vemos (los anteriores fueron el capacitor
(C) vy la resistencia (R)). Como siempre podemos conectarlas en serie o en paralelo.
Consideremos por ahora que estan muy lejos una de otra de modo tal que

no haya induccién mutua. Si conectamos 2 resistencias L; y Lo en paralelo, los extremos

estardn al potencial y por ambas inductancias pasan diy/dt y dis/dt tal que sii =iy + is,

entonces

dn _ _ e
d‘?t I sumando, (135)
i
diy ~diy d . 11 1 di
B e =+ — ) = —= =—. 136
a T ot ) 8(Ll * L2> T (136)

O sea se comporta como una sola inductancia de valor L = L Ly /(L1 + Ls). Si las conectamos
en serie por las inductancias pasaran las misma variacién de corriente di/dt y en cada una

de ellas habra una caida de tensién €; y eo,

g1 =—-L4%
! 1dfj , sumando, (137)
E9 _LQ%
di di
e1tes=—(Li+ L) = —L% =&, (138)

dt dt
produciendo una suma directa L = Ly + Lo. La generalizacién a varias inductancias es

inmediata

L=>.L, enserie (139)

1 _ 1 '
T=2.,17  enparalelo

Ahora consideremos que esten lo suficientemente cercas de modo que haya induccién
mutua. Comenzemos poniendolas en paralelo. Las variaciones de corrientes diy /dt y diy/dt

se acoplan segin las ecuaciones
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di di
M. di [di

donde, por conveniencia hemos llamado Ly = Ly;, Ly = Logs vy M = L5 = Loy. Llamando

i =11 + i3, La solucién de (140) es ¢ = —L di/dt con

L1L2 — M2 L1L2
= —
L1+L2—2M M—0 Ll—I—LQ

o sea, en el limite recobramos la expresién anterior. Si la colocamos en serie, entonces

L

(141)

di di
o= = Mo (142)
g =—Ly% — M%
Con lo que produce € = —L di/dt con
L:L1+L2+2M MHO L1—|—L2, (143)
Hay 3 casos de interés. Cualitativamente podemos poner
M=Lyp=29 B, 5, =85 B3 144
_12_dz’2N 2" 01 = D201 b2 o1, (144)

O sea se puede usar utilizar M como un sintonizador, variando (por ejemplo mediante
una perilla) del valor de EQ . §1, de modo tal que L varie entre Ly + Ly — 2|M| < L <
Li+ Lo +2|M| .

VI. ENERGIA MAGNETOSTATICA

Para construir una configuracién de cargas eléctricas se requiere energia (realizar trabajo).
Dividimos el desarrollo en dos niveles: cargas puntuales y distribucién continua. En el primer

caso encontramos que

U_lz lfv _lo 3 (145)
- 2j:1 QJ 2 p 1] _2q 9
i#]
1 k. 1 =
— , —¢i=-gx Px7q, 146
2j;qg|?i_?j‘q 1% Px7g (146)
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y para distribuciones continuas encontramos tres expersiones

1, ke
U= 2/d7’ p(r //d'r’ p(r ‘?_7/‘d7’ p(T") (147)

2
o[ g H) , (148)

E

[e.o]

Y recordemos que teniamos problemas con la autoenergfa de cada particula aislada: esto es

la energia que requerfa construir "eléctricamente" una particula.

A. Energia acumulada por un circuito

Para comenzar, determinaremos la energia que requiere hacer circular una corriente
1 por un circuito de autoinductancia L. Para variar, lo determinaremos de una manera
primitiva para visualizarlo mejor. Conectemos el circuito (espira) a una bateria con fem e.
En forma cuasiestacionaria comenzemos a circular corriente hasta llegar a la corriente 7, que
nos interesa, con la ayuda de una resistencia R. Apliquemos la ley de Kirchoff a la tnica

malla que tenemos:

d
iR =¢— d_(f , multiplicando por i = i(t) , (149)
d d [ i
z&?—zRJrzdt ZR+dt(L2) : (150)
Weem = Wr+ Wy, (151)

y ¢ es el (auto) flujo magnético. La lectura de esta identidad es simplemente la conservacién
de la energfa tiempo a tiempo: ic es la potencia entregada por la bateria (Wyen), °R
es la potencia disipada por la resistencia(Wx) por lo que W, = id¢/dt es la potencia
almacenada por la la espira con ¢ = ¢(t), el flujo magnético . Como W, = dU/dt,

entonces: dU = Wydt, e integrando

U= /OdtWL() /0dtz()#:/Oldti’(t)L#:gfozdt$:%Li2, (152)

donde i = i'(t = o0) y L = i¢. Si reemplazamos esta relacién en (152) encontramos la

siguientes relaciones
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U= %Lﬂ = —¢z 1 e (153)

2L
en total analogia con la energia de un capacitor (U = %q2 /C = %Vq = %C’V2). Vale la

equivalenciai=¢q, o =Vy L=1/C.

B. Energia acumulada por un ensamble de circuitos

Ahora pasemos a construir un sistema de circuitos acoplados. Aplicando el principio de

superposicién tenemos

1 1 1 1
j=1 J=1 i=1 J=1 i=1

ji=1
b;

donde hemos considerado el acoplamiento ¢;, esto es el flujo que sobre el circuito j le hace

iz

el 7. En forma vectomatricial resulta mas compacto

lo— 1. = .
U= 5i-¢ =5ixLxi (155)

\)

En analogia con el caso eléctrico (U = %6 V = %6 P x q). Notese que aqui, a difiencia de
electricidad, i = j es posible (autoinduccion).
Antes de continuar, sera 1til encontrar otra formula para el flujo magnético. A partir de

la definicién

]

¢

(156)

//dsﬁ-ﬁszdsﬁ- ?x?f:%d?-
S C

Ahora podemos usar (156) para re-escribir (154) y generalizarla segun (21)

U:%Zw{d i A= Z//dsjnj A== /d?J-A. (157)

=1

%)

k.

Partiendo de la identidad (ver Appendice)

- - — - = =5 = = = 1 y >
V- (AxB)=B-VxA—-A-NXB =u,|—B"—A-J ),
- T o
B o J
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y reemplazando en la RHS de (157) resulta

1 2 1
U:—/d?’?‘-—/d??-(?fxﬁ), (158)
21 Joo 2419
//ds ﬁ(XXE))—i)
oS

- =
donde hemos supuesto que en el infinito el término (A x B) tiende a cero mas rédpidamente

que la superficie. Y asi llegamos al equivalente magnético de (148)

1

2
U=— [ d7 §‘ (159)
2“0 [ee]
Resumiendo
1 1 2
U:—/d?T-Z:—/d?/ﬁj, (160)
2 2:“0 [es]
1 — = 7= Frm, =y
= 5 dr dr J(’f’ )mej('f’), (161)

La analogfa con la electricidad es total.

VII. MATERIALES MAGNETICOS

Estrictamente, en magnetismo no hay un simil a conductores ideales, simplemente porque
no hay monopolos magnéticos que puedan comportarse como un gas de electrones libres de
modo tal que hagan B = 0 dentro de un determinado cuerpo. Sin embargo hay equivalentes
a los dieléctricos, que son los materiales magnéticos. La fisica es escencialmente la misma:
ante un campo magnético local los dipolos magnéticos se alinean y el medio se magnetiza.

L . -
Por campo magnético local nos referimos al campo externo (B() mas los campos creados
—

por los dipolos vecinos (B ;,q). En electricidad construimos un vector de desplazamieno
=¢ =4 =4 . . , . .
D =g <E > + P y lo relacionamos a las cargas libres 6 externas p,. Aqui seguiremos un

. . . . 4 - - —
camino analogo: construiremos un vector llamado intensidad magnética H = <B> [po—M
y lo relacionaremos con las corrientes libres o externas J(. El magnetismo es mas rico. En

muchisimos casos los materiales eléctricos pueden ser considerados LIH. En magnetismo no
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tantos. Hay fisicas muy particulares tales como el ferromagnetismo que son mas comunes y

variadas que los electretes.

A. Modelo simple

Supongamos dos bobinas cilindricas ideales (o toroides de Rowland) e idénticas geometri-
camente (caracterizados por n = N/I, S y ), una en el vacio y la otra con un cierto material
magnético dentro. Pensemos en forma practica.

Primera experiencia: Si a la bobina en el vacio, se la somete a un cierto potencial V() de

modo que circule una corriente dig(t)/dt y que entre sus extremos, entonces calculamos la

inductancia como:

Vo(t)
Lio(t)

En la bobina con el material magnético bajo estudio, se encuentra que si circula la misma

Lo=—

= pon?Sl . (162)

variaciéon de corriente dig(t)/dt entre sus extremos se mide una caida de tensién V(t) =

K, Vo(t), entonces

V(@) o KaW(t)
Lig(t) . Lig(t)

Hay que tener cuidado ya que esta experiencia se hace a la misma magnitud dig(t)/dt. (bien

= K, Lo . (163)

podria ser que K,,, = K,,(ig) ) por lo que, para estar seguro, necesitamos otra experiencia.

Segunda experiencia: Si a ambas bobinas se les regula la misma caida de tensién Vy(¢)

entonces encontramos que por la bobina que contiene el material magnerico circula di(t)/dt

= (1/K,,) dig(t)/dt, entonces se obtiene:

_ W@ KaW()
Cowi gl

o sea la misma relaciéon. De esta manera K, obtiene el certificado de una constante.

= KLy | (164)

El modelo mas simple es pensar que hay una cierta corriente inducida 7g;,4 en la superficie
del material en contacto con cada espira de igual (!) signo que la externa, tal que la corriente

total sea la suma, o sea:

7 = ’io + iOind = Kmlo — iOind = ’lo(Km — 1) . (165)
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En el caso de la bobina en el vacio podemos usar la ley de Ampere sin inconvenientes

— - . .
%d [ - Bo=puy(Nip) = pglo, tal que: Iy = Nij . (166)
c
En el caso de la bobina con el medio magnético tenemos un problema, ya que la corriente

total encerrada por C es Nig + Niging = lo + Ling, Iina = Niging, entonces la ley de ampere

resulta

— =
dl - B = ,uo(]o + ]md) . (167)
c
En principio, tenemos un problema ya que no conocemos ;4. Pero podemos evitarla usando

(165) Iing = Niging = Io(K,, — 1), entonces

— =
c

Comparando (168) con (166) resulta que B = Kmﬁo. Podemos considerar que tenemos dos
campos magnéticos: §0 (externo generado por Iy) y otro ﬁmd (generado por I;,,4), tal que

— — — .
B = By + B En términos de K, resulta

— — — — — —

De (168), y llamando

= K, permitividad magnética del medio, (170)

T =

)] /i intensidad magnética. (171)
Podemos escribir la ley de Ampere en su forma mas util
- =
f dl -H =1Iy= Niyg ley de Ampere para medios magnéticos. (172)

c
Y asi evitamos trabajar con las corrientes inducidas.

Veamos dos ejemplos.
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Como primer ejemplo, consideremos un cable recto infinito por el que circula una corriente

7o en un medio caracterizado con p. Haciendo una circulaciéon en la ley de Ampere para
medios magnéticos a una diatancia r, nos da:
dl -H=1i =— H=—= = B=pu—, (173)
c
que es lo mismo que en el vacio con p en lugar de .

Como segundo ejemplo consideremos una bobina (solenoide o toroide) compuesta por N

espiras por el que circula una corriente ig. La ley de Ampere para medios magnéticos nos

dice que
Ni B
%d?-ﬁ:mo:[o — H:%:nigz— = B = uni. (174)
: M
El valor de L es entonces
¢ B
L = 5= 2883 2 TmioNs 175
- 7:0 B aZ // 87/0 - aZO (,U/nZO) ) ( )
= un*Sl = K, ,LLOTLQSZ = K, Lo, (176)

que confirma las experiencias de partida.

B. Magnetostatica macroscopica

Pasemos a una descripciéon macroscopica en términos de valores medios. Consideremos

—> o e, —> . PR —

un elemento de volumen d 77’ centrado en la posicién 77;. Un solo dipolo magnético ni;
. Y., —s . — . ., —

ubicado en la posicién 77, genera un potencial vector A; en la posicién 7°, que esta dado

por (83)

m]‘ X (?—7])

Ai(r) = ki (177)

77,

Sumemos ahora todos los dipolos ubicados en el elemento de volumen
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Definiendo:

H
MM
]\7[(7’) = Z(:;?/] = Magnetizacion, 6 (179)

= densidad de dipolos magnéticos por unidad de Volumen, (180)

y haciendo ), Zj(r) =d <Z(T)> resulta:

dr’ (181)

d<Z(r)> = b

(Z) = km/d?’]\_j(7%x (7?_7/) | (182)

H
Para chequear que esta bien, consideremos un solo dipolo en el origen M (7"') = md(7"),

entonces recobramos la ecuacién (83). La ecuacién (182) se puede reescribir

<Z(’I“)> = k‘m/d?lﬁ(?,) X €I|_>—1_>/|

ﬁ
Recurriendo al truco de cambiar la posicién de V

=7 X M7, (183)

N\ [V/XM(T/)} M?/)
_ / —>/ /
(Z) = k:m/Vdr = k:m/Vdr Vixmlon L (18)
//ds’ﬁx_r{(?;)
oS
[?f x M(?')} [M(?/) x ﬁ]
T T
oS
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Y, a igual que en electricidad, aqui tenemos dos caminos.

Primer camino. Si integramos SOLO en el volumen V, o sea donde M (7") # 0, y la

segunda integral sobre la superficie que lo encierra (denotado con ()S), entonces podemos
ﬁ
interpretar que <A (7“)> es ocasionado por dos densidades de corrientes, en el volumen y en

la superficie

3 T i0a(T) Jina(7)
<A(r)> - m/d?’_i"—ﬁ +km/ ds' Lind T ) (186)
v o= I
os
— N — —
Jina(7") = V' x M(7"), densidad de corriente inducida volumeétrica, (187)
7md(7/ ) = M7 ) x n, densidad de corriente inducida superficial

J ina Produce la corriente inducida 7g;,4, introducida en la seccién anterior (modelo simple)

que se formaba en la superficie del material en contacto con cada espira. Como en el
—
2. . . . . . . —_
caso eléctrico, tambien aparece una corriente inducida volumetrica J ;,q(7"). Ya que las

corrientes inducidas no introducen corrientes netas, se verifica que

OZ/d Jznd //dsjznda (188)
v

- / a7’ [?7” s« M(7T") / / ds n] : (189)
v

//ds ' xM (7

dsr

que se satisface, ya que es el teorema del rotor de Green (ver Apéndice).

Segundo camino. Si integramos en TODO el espacio (aqui denotado con foo), hasta el

infinito, allf M (7"") = 0, por lo que la integral sobre la superficie cerrada en el infinito es

nula. Entonces solo sobrevive el primer término de la RHS de (186)

—>, —
(A(n) = km/ d?/—de(;)l .y (190)
Tima(T) = V x M(7 (191)

La condicién de corriente neta nula se reduce aqui a:
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/ A7 T ma(T') =0 . (192)
Volviendo a la ecuacién del rotor del campo magnético (67) y considerando que hay aparte

— —
J ina generado por los dipolos magnéticos, hay corrientes externas real J ( libre (free) o

real (true) 6 externa) tenemos:

— — — — — — -  —
Vv x <B> = 1t T torat = fig (J0+ de> . (J0+ v x M> . (193)
— 1 /— — —
V X (— <B> — M) = Jo, llamando, (194)
Ho
1 /= — — . . .
— <B > — M = H = intensidad magnética , (195)
Ho - = —
VxH=Jg, (196)
— — — — — — —
Notemos que ahora V- H =V - <<B> /1o — M) = —V - M. Resumiendo
- — - — — =y
V.-H=-V-M, v B>:O,
VxH=7,, V><<B>—,uO<JO+de>
Las versiones integrales resultan ser, usando Stokes y Gauss
]f dl - B = pg(Io+ Ina) (198)
c
— =
% dl -H = Iy, ley de Amperes para medios magnéticos (199)
c
/ / ds <§> n =0, ley de Gauss del magnetismo (200)
oS
//ds 07 = —/d?' v M(T) (201)
Os Y

C. Medios lineales isotropos y homogeneos (LIH)

— —
La expresion del vector intensidad magnética H depende de la magnetisacion M segiin
la ecuacién (195). Lo mas general es que la polarizacion sea expresada en términos de una

H
expansion en serie de potencias de H,
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M=MT) =My+x, x H+ Hx%,x H+O(H? . (202)

Si M o # 0 significa que el material tiene una polarizacién magnética permanente, aun en
ausencia de H. Este material es un imén: en particular los ferromagnéticos. Si M 0=0y
el segundo término es suficiente para describir la polarizacion, entonces M= X1 X H y el
término se llama lineal. Si ademas es isétropo entonces ; = x(7°) Si ademas el material
es homogeneo (y lo denotaremos con LIH) entonces x(7) = x,, = susceptibilidad

magnética. Por conveniencia escribimos x,, = (i — 1)/t v entonces:

M = Xmﬁ = (n ; ’uO)ﬁ , entonces , (203)
0

1 1

A= (B) - (B)~(L£1)7. (204)
Ho Ho Ho
1

H=— <§> . (205)
o o

— 1 /—

H = ;<B> , (206)

— —

que es la expresién encontrada en el modelo sencillo. Vimos que <B> es un valor medio, M
ﬁ

tambien es un valor medio (densidad de dipolos magnéticos), por lo que H tambien debe

entenderse como un valor medio valido a escala macroscopica.

D. Polos Norte y Sur

Dado <Z(7)> NOS preguntamos como es <§(7)> —V x _A>(7)

1
En el Apéndice se muestra que
1 1
V x [J\_j(?ﬂ') X ?/m} = -V l]\‘i(?') : ?/m YA M (T (T — 7
(208)
reemplazando,

36



1
(B(7)) = v/ A7 M(7) - ’|? = s

/ A7 4n M (7)) §(7 — 77(209)
= 1oV Via(T) + 1M (T) (210)

donde hemos llamado

1 = 1
Vi (7 (D — 211
W) =3 [ )V = (211)
Reordenando (210) podemos escribir

— —\ 1 — —

H:<B>——M:—VVH. (212)
Ho
— —

Con lo cual encontramos una total analogia con el campo eléctrico, (£ = —V V). Para

ﬁ
ver cual es el equivalente de las "cargas" de H, hagamos el truco de siempre, cambiemos la
) )

.« ., =
posicién de V

= = 1 =, M(7) VM7
M7 Vs =V "Ft - ——— (213)
|77 — 7| |7 — 77| |77 — |
con lo que
— - —
1 M(T’ 1 v’ M7
V(7)) = - / g M) L / g Y M) (214)
47 |7 =7 4rm |77 — 7|
/dsﬁ(_” n
]
os
1 o (7’ L[, pa(7T)
= — [ [|ds=———=-+— [d7T' 2L dond 21
47?// S|?—7’|+47T/ TF - onde  (215)
oS v
— IO ~ . . s
ou(7)=M(7)-n, densidad superficial de polos magnéticos, (216)
o (7)) = -V-M (7"), densidad volumetrica de polos magnéticos.

Recordemos que el potencial de polarizaciéon para el caso eléctrico era:

g —>
(V(r) = ke / / ds%Jrke /V d?/% . donde (217)
Os
op(7) = P(7) -7
- = S (218)
pp(T) =~V - B(7)



. f — — —
con lo cual encontramos tambien una analogla entre pp(7) v py(7), v op(7) con
— . - - . . Ll . * 2 /. .
ou(7"). Podemos decir que P y M, son similes matemédticos. La polarizacién eléctrica
induce cargas y el campo magnético induce corrientes. En magnetismo los efectos se inter-

pretan como cargas magnéticas o polos. Para el caso de M = cte por ejemplo, resulta que

—
—\ o~ .
cuando M (7") - 1 sobrevive o), y llamamos

M-7>0 , polo norte ,
. (219)
M-n<0, polosur.
Como siempre, podria integrar en todo el espacio hasta el infinito, por lo cual la integral de
H
superficie alli se me anula, y p,, tiene la informacién superficial con el salto brusco de M.

Y asi lo veremos en la proxima seccion.

E. Efecto de bordes: el iman

— —
Vamos a calcular como son los campos B y H de una barra imantada con M = cte.
Consideremos una barra cilindrida de radio p, y largo 2Z; imantada en la direccién z. La

magnetizacion esta dada por

—

M = M(p, z) = M6, = MO (p, — p)O(| Zo| — | Z])C. (220)

H
Localizacion de los polos. Las fuentes de H estan generadas por el gradiente, o sea

?-ﬁ:pM: —?-]\_/[), que en este caso es
py = =V M=-=V-MO(py — p)O(|Z| - |Z])e. , (221)
0
= 7 MoO(po — p) 502 = 12]) (222)
0
= —Mo®(py — )5, 10(Z — (=2)) = 6(Z — 2)] , (223)
= —MoO(py — p)6(Zo — (=Z)) + MoO(py — p)6(Z0 — Z) , (224)

que son dos discos ubicados en Z 4 Z; de radio p, que son las o,;; o sea

My©(py — p)6(Zy — Z) = polo norte

(225)
~MoO(py — p)0(Zy — (=Z)) = polo sur
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H
Las lineas de H se comportan igual a un campo eléctrico: salen la lineas del polo norte
(cargas positivas) y entran en el sur (cargas negativas).
—
Localizacion de las corrientes inducidas. Las fuentes de B estan determinadas por

— — — — —
V X <B>: Jina =V X M que en este caso es

€, pPey, €

— = — 1 , ,
Tua=VxM=_1| 2 & 2| (226)

0 0 M,

~ 0
= —e,MoO(|Z| — |Z|)a—p@(po —p); (227)
~ —

= MoO(|Zo| — |Z])0(po — p)e = Jiind ; (228)

que es la densidad de corriente superficiales que dan lugar a las corrientes inducidas descrip-
tas en el modelo sencillo. De vuelta, las corrientes superficiales son los efectos de los bordes
(la derivada de © es la ).

Algo importante: las lineas de B (que resulta de 7md segun la ley de Biot y Savart)
son cerradas. Mientras que las lines de H salendel polo norte y entran en el sur, tambien

. L= = { — — I —
dentro del material. Alli B y H tienen sentidos opuestos ya que H = <B> [ — M.

F. Energia en presencia de materiales magnéticos

Para una distribucion en el vacio teniamos

1 — —
U= §/d?/ Jo(’f’/) . Ao(?/) y (229)
ﬁ . . . ﬁ
donde A es el potencial vector en el vacio ocacionado por las corrientes externas .J g.
— —
Cuando tenemos materiales magnéticos debemos construir J, en presencia de <A> oca-

cionado tambien por los dipolos magnéticos. Entonces

1 — —
U= §/d?' 0" <A> . sabiendo que (230)
?-<<7f>><ﬁ):ﬁ-Vx<X>—<Z>-V;gﬁ, (231)

(B)
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U:%/d*ﬂ B——/ E< >>< ) (232)

con lo que llegamos a

1
U:§/d?’ﬁ~§ (233)
Recordemos que en el caso eléctrico llegamos a un resultado equivalente: U = % i d7' D-E.

Un ejemplo
Veamos el caso de un solenoide ideal (n,S y ) con un determinado material magnético

LIH

1 1 1
U = —/d?/ﬁ~§ “H-B Sl==HuHSl (234)
2 2 2~
B
= —,uH2Sl (mo) Sl = ( Konpio)(nig)*S1 = K, Uy (235)
1 1 1
U= Kn §,u0n25l i = §KmL0iO = §Lz'g (236)

Donde hemos usado Lo = pyn?Sl y L = K, Lo.

G. Condiciones de contorno entre dos medios magneticos

— — ~ .
Sean dos medios magnéticos: un medio interno ”1” con B,y H; normal 7, y un medio
— —
72”7 con By y Hs. Sihacemos un blister en la superficie y aplicamos el teorema de Gauss,

resulta

//ﬁ-d?:o #(E’l—ﬁz)-ﬁzo. (237)
oS

Si hacemos una circulacién en un plano cuyo versor perpendicular sea n, y el versor en el

plano de la circulacién sea 1, (tal que 1, X1y, = 11, N, y 1, tangentes a la superficie), entonces

]f H-dl = igene = / To- A dly (238)
c
donde ?0 es la corriente libre superficial. Luego definiendo Tb = [y
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H, (—l_b)) +Hy 1y = To - Taly (239)
(Ho=Hi) W = o, (240)
que es equivalente a escribir
n % (ﬁQ — ﬁl) =g, (241)
Resumiendo
— —
By~ T)-i=0
— —
Hy,— H 7
( > go (242)

Y asi se determina la componente perpendicular de la inducciéon magnética y la paralela de

la intensidad magnética. En el caso de tener ¢ = 0, resulta

BM_ = BQJ_ Yy HQH = H1|| (243)

Con lo cual se termina de definir la ley de Snell.
En magnetismo no existe el equivalente a conductores ideales , pero si consideramos

medios LIH, entonces podemos B; 2 = ,U/LQHLQ y

Hy, = %Hu y Hy = Hy (244)
2

H
Sipy/py — 0, Hyy /Hy, — 0y el sistema luce como un conductor eléctrico. Las lineas de H
salen casi perpendiculares hacia el medio 2, tal como el campo eléctrico de los conductores

eléctricos (pumetal).
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