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Tres esferas conductoras Ay, Ay y As, concéntricas, de radios aq, as y as (a1 < ag < az) estan
conectadas, respectivamente, a tres baterias Vi, V4 v V3. Ay es maciza, y Ay y Az son huecas (de
espesor despreciable respecto de su radio, pero no nulo).

Datos: a1 = a, ay = 2a, a3 = 3a, Vi =V, Vo = V3 = 2V,. Suponer ademas que el potencial se
mide de modo que en el infinito es nulo.

(a) ;Cudl es la carga de cada una de las esferas? Detallar cémo se distribuye espacialmente.

Antes de comenzar con el ejercicio hacemos un dibujo para identificar correctamente cada
una de las variables involucradas.

En el dibujo podemos ver que este sistema
permite separar el espacio en 4 regiones.

r<a
(i) a<r<2a
(i) 2a<r<3a

(iii) 7> 3a

doénde, para definir cada una de las regiones
usamos los datos del problema a; = a, ay =
2a, a3 = 3a % y hay que recordar que si
bien el espesor de las esferas huecas es muy
pequeno (tanto que no se puede apreciar en
un dibujo a esta escala), no es nulo!.

¢;Por qué no rotulamos la regién r < a? ; Cuanto
vale el potencial eléctrico en el interior de la esfera
maciza A7

Nuestro primer objetivo es encontrar la carga de cada una de las esferas. Como son esferas
conductoras, sabemos que toda la carga se distribuird en sus superficies y como ademas son
concéntricas, la carga se distribuird uniformemente!.

El camino que tomaremos sera el de calcular el potencial en todo el espacio para luego
encontrar el valor de las cargas aplicando la ley de Gauss.

Empezamos entonces buscando el potencial eléctrico en todo el espacio. Podemos ver en el
dibujo que en el interior de todas las regiones que hemos definido la densidad de carga es
nula y por lo tanto el potencial satisface, en cada regién, la ecuacién de Laplace

V20(r) = 0.

Hemos visto en otros ejercicios (y pueden repetirlo en este si quieren) que las transformacio-
nes que resultan de simetria para distribuciones de carga ¢ uniformes en superficies esféricas
implican que el potencial producido por ellas dependa tinicamente de la coordenada radial.

Con esta informacion, la ecuacion para el potencial resulta, en cada regién

LAl ser concéntricas el sistema completo tiene simetria esférica y resulta imposible distinguir un punto de coordena-
das (7,00, o) de otro (r, 01, ¢1)que difiera en una rotacién. Entonces, esperamos distribuciones de carga que respeten
esta simetria.
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1 d e
prpm (r géa(r)) =0 a =1, ii, iil

O,(r)=— + B, o =1, ii, iii
Las 6 constantes A, y B, las vamos a encontrar imponiendo condiciones de contorno.
(I)Z(T’:a):% @,,(r:2a):2Vg q),u(T:?)a):2‘/0

(I)”Z<7’ — OO) =0 (IIl—

®i(r = 2a) =2V ii(r =3a) =2V dicado en los datos)

resolviendo las ecuaciones para todas las regiones hallamos la expresién para el potencial
eléctrico en todo el espacio

(V) r<a

(—2%+3)V0 a<r<a
®(r) = : (1)

2V 20 <r<3a

L 62V r>3a
y derivando esta expresién encontramos el campo eléctrico
(0 r<a
—2&4Vor  a<r<22a
T

E(r) = —Vd(r) = < (2)
0 20<r<3a

[ 6:5V7 r>3a

Conociendo el campo eléctrico, podemos ahora usar la ley de Gauss para hallar la carga
en cada superficie. Antes de analizar cada superficie cargada en particular, veamos que
podemos decir en general, que valga para todas.

Tomando superficies de Gauss esféricas de radio 7y fijo y aplicando la ley a nuestro campo
eléctrico, que es un campo E(r) = E(r)r en direccién radial y con dependencia exclusiva-
mente en la coordenada r, la ley de Gauss nos dice

Qenc

74 E(rs)dS —

S €0
2w s

/ dgp/ dOr2E(ry) = (ene
0 0 €0

4regra B(1o) = Qenc (3)
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Entonces, tomando una superficie de
Gauus cuyo radio satisface a < ry < 2a
estaremos encerrando tnicamente la es-
fera maciza y, por la ecuacién (3) tene-
mos que la carga encerrada, que estara
distribuida sobre la superficie de A; es

Qa, = 4meg 7’3 <—2%VO> = —8mega Vj
To

Tomando una segunda superficie de
Gauss de radio fijo 7y entre 2a y 3 a en-
contramos que la carga encerrada por
esta segunda superficie ubicada entre
las esferas A, y A3 debe ser nula. Esto
no nos dice que la carga inducida en
la esfera A, sea nula, sino toda la carga
contenida por esta superficie.

(4m&n)Bae

La carga contenida por tal superficie esférica es la carga total de la esfera A; sumada a la
carga total de la esfera A de manera que

QA1 +QA2 — 0 = QA2 = 877'50(1,%

Observacion: ;jPor qué la carga de la esfera A, la pinté distribuida sobre la cara
interna y no sobre la externa o sobre ambas?
Un dato que no debemos olvidar es que el espesor de las esferas huecas, aunque despreciable

frente a su radio, no es nulo.
Aumentando la escala del dibujo podemos pensar

en qué pasa si tomamos una superficie de Gauss cu-
yo radio rg esté contenido en el interior del despre-
ciable espesor de la esfera A,. Como es una esfera
conductora, el campo sobre la superficie de Gauss

J es nulo, de forma que para una superficie con este
radio (pueden pensarlo como un ry = a + €, con
e < 1) tenemos que Q4, + Q%Y = 0. En consecuen-
cia la carga distribuida en la superficie interior de
As es 8mega V. Suponiendo que hay una carga en
la superficie exterior de As, la cuenta que hicimos
méas arriba tomando 2a < rg < 3 a podemos repe-
tirla descomponiendo Q4, = Q1! 4+ Q5

QA1+Q%+Q?4$;: —8rega Vo +8mega Vo + Q% = 0= Q% =0

Un razonamiento analogo puede usarse para ver que la carga distribuida en la cara interior
de la esfera Az es también nula. Para encontrar la carga distribuida sobre la cara exterior
de Az, tomamos una ultima superficie de Gauss de radio ry > 3 a, que encerrara todas las
esferas conductoras. La ecuacién (3) para esta superficie nos dice

a
dmegry 65Vo = Qay + Quy + Qay = Qg = 24meoaly
0
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(b) Suponer ahora que todas las esferas se desconectan de las baterfas y, a continuacién, la

esfera A, se conecta a tierra. Calcular las cargas (detallar su distribucién) y potenciales de
cada esfera.

En esta nueva configuraciéon tenemos:

La esfera maciza A; de carga to-
tal Q4, = —8mepa V) distribuida
uniformemente sobre su unica su-
perficie

Una esfera hueca A, de espesor
(umes) 6o despreciable frente a su radio co-
nectada a tierra (es decir, V5 = 0)

Una esfera hueca A3 de carga to-
tal Qa, = 24megaly que pue-
de redistribuirse entre sus dos su-
perficies, pero siempre de manera
uniforme en cada una de ellas.

Una gran parte de lo que hicimos para el item (a) puede repetirse. En todas las regiones que
definimos para resolver (a) se sigue satisfaciendo para esta nueva configuracién,la ecuacién
de Laplace, y su solucién en cada region es otra vez

Aa
(I)a(’f’) = T+Ba

La diferencia en el sistema, se traduce matematicamente a que ahora tendremos condiciones
de contorno sobre el potencial

Q,(r=2a)=0 Q;i(r=2a)=0 D,i(r — 00) =0 O;i(r =3a) = Dy(r =3a)

mezcladas con condiciones de contorno sobre el campo, que obtenemos mediante la ley de
Gauss y las cargas conocidas QQ4, = —8megalVy y Qa, = 24meoaly

dmeg A; = Qa, dmeg Ay = Qa, + Qa, dmeg Ajii = Qa, + Qa, + Qa,

Con esta informacién se encuentra que

( -V, r<a

O(r) = 9 : (4)

Vo r>3a

mientras que la carga inducida sobre la esfera A, serd QQ4, = —8mepaly. Recordando que
dentro del espesor de cada esfera hueca se debe anular el campo nos queda
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16TT€c0-Vo

([N

8TT& o Vo

(c) Partiendo de la situacién planteada en el inciso anterior, se separa ahora de la configuracién
al conductor As. {Qué sucede en este caso con las cargas de las esferas A; y Ay7. Justificar.
La carga de la esfera A; no puede modificarse puesto que es un conductor aislado. Tampoco
puede modificarse su distribucién mientras se mantenga la simetria esférica, dado que esta
esfera s6lo posee una superficie sobre la cual se pueden distribuir cargas. Entonces, como
también pasé cuando cambiamos la configuracién de (a) por la configuraciéon de (b), al
retirar la esfera As la carga sobre A; continuaria siendo la misma y estando uniformemente
distribuida sobre su superficie.

La carga de la esfera Ay deberd sin embargo modificarse. Que la esfera hueca exterior (al
retirar A, Ay se volvi la esfera exterior) esté conectada a tierra y el potencial se anule
en el infinito implican que el potencial sea idénticamente nulo en la regién r > 2a, y en
consecuencia también el campo.

Entonces, considerando una superficie esférica de radio R > 2r y aplicando el teorema de
Gauss, encontramos que Qa, = —Q 4,



