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Una resistencia R, un condensador C' y una inductancia L estan conectados en serie

(a) Calcular la impedancia compleja de la combinacién y su valor en resonancia (esto es, cuando
la reactancia X se anula
Empecemos con el diagrama del circuito que es el RLC estandar, como el que vimos en
clase.
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En el formalismo complejo son tres impedancias en serie Zg, Z¢ 'y Z1, por lo que la impedan-
cia equivalente del circuito va a ser la suma de las tres. Recordemos como es la impedancia
en el formalismo complejo para R, C'y L:

1
C — ZC —_ T =
wC
R— Zp=R (1)
L — Z; =wlL
Entonces la impedancia equivalente del sistema es
Zw=2 =2+ Zco+Z, = R+i(wl 1) R+iL(2 )=R+iX (2
e = = = VAR _—— = — W — — = 1
¢ R ¢ L wC w LC

Lo reescribimos asi para que quede mas claro cudl es el valor de frecuencia para la cual la
reactancia (X) se anula, que es w = VLC - Si se acuerdan, cuando mirdbamos el transitorio
del RLC, la frecuencia natural del sistema (sin amortiguamiento) era wy = VLC - por lo que
tiene sentido que sea la de resonancia también. Seguro ya lo vieron en la tedrica pero ahora
en los préximos incisos vamos a ver por qué que la reactancia se anule implica resonancia.
(b) Construir el diagrama vectorial. Empleandolo, hallar el valor de la impedancia para X = R
y para la resonancia. Notar que existen dos valores de frecuencia para los cuales se tiene X
= R.
Construimos el diagrama vectorial del circuito. Vamos a graficar la caida de tensién (su
modulo y fase) en el plano 2D, ya que como estamos en el formalismo complejo La caida de
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tension va a tener parte real e imaginaria. El diagrama lo vamos a construir relativo a la
fase de la corriente. Fijense que no la calculamos explicitamente en ningin momento, pero
esto no va importar, solo nos concentramos en como cambia la fase de la caida de tension
en cada componente relativa a la de la corriente.

W
- Z

eq
Entonces los voltajes en los tres componentes quedan:

I(t) et = [ye've™!. (3)

Vr(t) = RI(t) = RIe™" — en fase con la corriente

Vi(t) = iwLI(t) = wLe™?Ie™! — 90° mayor respecto a I (4)
; —im/2 )
Vol(t) = —%[(t) = ew—clem — 90° menor respecto a I.

Sabemos que el voltaje de la fuente V tiene que ser la suma de los tres voltajes porque es
un circuito ideal, entonces en el diagrama vectorial vamos a poder graficar a V sumando los
tres vectores. E voltaje en este grafico no esta todo en el eje real, como si estaba en el que
construimos en clase. Esto es porque ahora estamos tomando como referencia a I, entonces
la “fase cero” ya no es el voltaje de la fuente si no la corriente.
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Figura 2

Ahora queremos calcular la impedancia (no la impedancia compleja, si no el médulo de esta).
El vector del voltaje total es V. =Vo + Vi + Vg vy su médulo es V = \/VI% + (Ve — V)3,
donde distingo los vectores de sus médulos usando negrita para los primeros e itdlica para
los segundos. El calculo es solo usar pitdgoras aprovechando que son vectores o paralelos
o perpendiculares. Un cateto es el médulo de Vo — Vp y el otro es V. Parece algo muy
particular de este circuito pero es general a cualquier malla con todas las impedancias que
haya. Ahora, como todos los voltajes son proporcionales a I podemos reescribir el modulo
como

1
V_\/V§+(VC—VL)2_\/R2+(E—wL)2l_\/R2+XQI (5)
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Entonces nos queda que el médulo V' es proporcional al médulo de I. Ese niimero que queda
multiplicando a la corriente es la impedancia (no compleja) que es también el médulo de
Zeq que calculamos en el inciso anterior.

Si X =0, vVR?+ X2 = R. En cambio si X = R, VR? + R?2 = v/2R. En el préximo inciso
vamos a ver que la condicion X = R tiene que ver con el ancho de banda del circuito.

(c) Trazar la curva de resonancia y hallar el ancho de banda (wy — wy)

Para encontrar la curva de resonancia, calculemos la intensidad de la corriente .

1= 4
\/RQ-I—(i —wlL)? ©)
2
1] = 2 L2V2 12

El ancho de banda se define como ws — w; donde w; 2 son los valores de la potencia RMS
del circuito se reducen a la mitad. Como en la resistencia la potencia es R | I |?, podemos
directamente calcular dénde el mdédulo al cuadrado de la corriente se reduce a la mitad
respecto a su valor en resonancia.
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Figura 3

Entonces encontremos wj 2
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|17 (wo) = i
V2 L? 1 V2
17 n2) = 55 o2 T 1) T o
L? 2 L 2
W) = (7)
(w3 — wd) Ew = w —ﬂ—i— ﬁ%—wz
S T YA Y A
2 R R ? 2
(Wo—w1)—fwl=>w1 ﬁ—l- m—l—wo

Para hacer la cuenta tengan cuidado cuando toman raiz a ambos lados porque w; < wy < ws.
Con los resultados de arriba tenemos que el ancho de banda es wy — w; = %.
(d) Repetir los incisos anteriores suponiendo que ahora los componentes se conectan en paralelo.

Bien, primero diagramamos el circuito.

Figura 4

Las impedancias de cada elemento son las mismas que antes, pero ahora como estan en
paralelo, ya no se suman si no que la inversa de la impedancia equivalente es la suma de las
inversas.

11 1 1 1 1
b= 4iWC - — 8
Zo " Zn 7o Tz T RTWCO- D) (8)

Escrito en terminos de las admitancias es méas comodo y las cuentas son mas faciles, pero
el inciso a) pedia calcular la impedancia equivalente, no la admitancia.

; 1 B + — i(wC — w+:)
L +iwC—L) S+ (wC— L) o)
R—ifC(w? — L)
Zeq - R2C2/, 2 1 \2
1+ w? ((,U - E)

La reactancia X = Im[Z,,] se anula para frecuencias tales que w? = 1/LC = wy, igual que
para el circuito en serie. El valor de Z,, si X = 0, o en resonancia, es

Zeg(wo) = R, (10)
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también igual que en el anterior.

Ahora, el diagrama vectorial ahora en lugar de hacerlo con los voltajes vamos a hacerlo con
las corrientes en cada elemento. ;Por qué? Porque ahora ya no podemos usar la condicion
de malla tinica que hacia que valga que la suma de los voltajes es igual al de la fuente.
Pero si vale que la corriente que pasa por la fuente (llamémosla I) es igual a la suma de
las corrientes en cada componente. Para convencerse de esto pueden plantear los dos nodos
con corrientes accesorias y ver que efectivamente vale.

¢ l[c ¢ f lIR
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Figura 5

Ademas la caida de tensién en cada uno de los componentes es la misma (porque estan en
paralelo), entonces ahora nuestro diagrama lo vamos a construir tomando como referencia

la fase de V.
Ig(t) = E\/ei“’t — en fase con la fuente
Io(t) = iwCVe™ — 90° mayor respecto a V (11)
In(t) = ;zVei“t — 90° menor respecto a V
w

Con esto en mente construimos el diagrama vectorial del circuito.
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Figura 6
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Y para encontrar la impedancia (no compleja, si no su médulo) hacemos lo mismo que para
el en serie.

I=1z+1c+1;

1 1
— _ - 2
I=V 7 + (wL wC)

Entonces el médulo de la corriente I nos queda proporcional al médulo del voltaje V. Ese
numero es la inversa de la impedancia (no compleja). Entonces

1
\/é—l—(ﬁ—wC)Q

1Z |- (13)

Ahora no es tan facil escribirlo en términos de la reactancia, porque los vectores son inver-
samente proporcionales a impedancia compleja. Pero podemos recordar de més arriba que
X = 0 implicaba (ﬁ —w(C) = 0. Por lo que entonces tenemos que en ese caso la impedancia
es | Z |= R. El otro caso es un poco mas complicado, pero podriamos despejarlo haciendo
la cuenta de X = R usando el resultado de la Ec. (9) y reemplazando en lo que encontramos

arriba.

Por tltimo la campana de resonancia. Pensemos que mediriamos si pusieramos una resisten-
cia en serie con la fuente de voltaje, lo suficientemente chica como para que su efecto en la
impedancia total sea despreciable. Ahi la caida de tensién seria proporcional a I, la corriente
que pasa por la fuente por lo que podemos pensar en una medida que potencia RMS que
sea la disipada por esa resistencia. La idea de esto es poder comparar los resultados que
calculemos con los del circuito en serie.

Entonces, tenemos que

1 1
J = — 2 14
V7 + (o —wO)R (14
por lo que el moédulo al cuadrado es
1 1 1 C 1 1 C
2 — V2(— 4 (— _ 2y 2t Y b ey 2 Y 2y (1
VA + (o —wOP) = VA + o —w?)P) = VA + C(wo —wC)) (15)

El grafico es algo asi, cerca de frecuencia natural del circuito. Podemos ver que es practi-
camente el opuesto del RLC en serie, la corriente que pasa por la fuente decrece a medida
que nos acercamos a la frecuencia natural.
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Figura 7: Caption

Para calcular el ancho de banda, en lugar de la corriente I podemos comparar Iz con I.
Volvemos a la expresion compleja un rato para ahcer las cuentas.

v

I = =V =1Z
ZLeq I
V
IR: Z_R :V:[ZquR
- R2
In  Zeg 1R—iECW?— ) (16)

I Zrp R14+E&(w2- Ly

In  Z, 1-ifW-4
Y si ahora calculamos el médulo al cuadrado de Ir/I tenemos que
(In > Ze 14+ EE(w? —w)?
2 - 2
TP 2 14 28 (02— wf)?] (17)
[ Ir * _ 1

TP 14+ EE(w? —wp)?

Que se parece mucho mas a lo que vimos antes con el circuito en serie. Para encontrar el
ancho de banda pedimos que | I |? sea la mitad que | I |* (como hicimos para el circuito
en serie). Entonces eso implica que

272
1+R§ (W? —wi)? =2
“ (18)
(w? — wd)? — W_z —0
o7 R2C?
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que es casi la misma cuenta que antes, solo que ahora en lugar de % tenemos RC. wy y wy
quedan

1 1 5
w1 =—om + 1\ gy + WE

2RC 4R2C?

L, L
Wy — W
27 9RC 4R2C2 "0

1

RC"

Un comentario: cuando resolvemos ejercicios donde todas (o algunas) de los componentes
estdn en paralelo, a veces es mas comodo trabajar con la admitancia. El ejercicio habla
todo el tiempo de impedancias pero podriamos haberlo resuelto usando Y; = Z~ 1 Asi como
Z =R+1X,Y =G+ 1B, con G la conductancia y B la susceptancia. Podemos relacionar
R, X, G y B de la siguiente forma.

y el ancho de banda para el RLC en paralelo es wy — w1 =

B R
_R2+X2
B —-X
R+ XY

(20)

donde R es la parte real de la impedancia, no necesariamente la resistencia del circuito.

Entonces todo el inciso d) podriamos también haberlo hecho en términos de las admitancias,
que es mas comodo porque en paralelo se suman.

Cualquier cosa que no se entienda o no quede claro, pregunten!



