
Circuito RLC en serie

• Recordemos la solución general para el 
voltaje en el capacitor

• Donde -𝛼 ± 𝑖𝜔 son las raíces del 
polinomio característico 
• 𝐴 y 𝐵	dependen de las condiciones 

iniciales. 
• Dependiendo de cuándo comenzamos 

a medir el tiempo, es posible quedarse 
con sólo cos𝜔𝑡	 o sin𝜔𝑡
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Circuito RLC en serie

• Sustituyendo en la ecuación diferencial 
y simplificando los 𝐴𝑒!"# llegamos 

• Esto puede satisfacerse para todo 𝑡 si 
los coeficientes que acompañan a 
sin𝜔𝑡 	𝑦	 cos𝜔𝑡 son ambos cero. 
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Circuito RLC en serie

• Esto quiere decir, por un lado que 
(sin𝜔𝑡)

• Lo cual quiere decir que
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Circuito RLC en serie

• Por otro lado se tiene (cos𝜔𝑡): 

• Lo cual implica que:
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Circuito RLC en serie

• Siendo 𝜔 real, la ecuación anterior 
implica que

1
𝐿𝐶

≥
𝑅$

4𝐿$
• Si tomamos el caso tal que usamos el > 

tenemos el caso de bajo 
amortiguamiento: 

𝑅 < 2
𝐿
𝐶
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Circuito RLC en serie

• Entonces

𝑉 = 𝐴𝑒!
"
#$% cos

1
𝐿𝐶

−
𝑅#

4𝐿#
𝑡

(solución cuando la amplitud de V es máxima 
en 𝑡 = 0)
• Y la corriente nos queda

𝐼 = −𝐶
𝑑𝑉
𝑑𝑡

= 𝐴𝐶𝜔𝑒!&% sin𝜔𝑡 −
𝛼
𝜔
cos𝜔𝑡
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Circuito RLC en serie

• Tanto 𝑉 como 𝐼 oscilan y son 
amortiguados por un factor

𝑒!
"
#$%

• La medida del amortiguamiento es el 
cociente

&
'
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Circuito RLC en serie

• Si "% es muy pequeño, muchas oscilaciones 
van a ocurrir antes que la amplitud decaiga 
considerablemente.

• El caso límite es cuando "% = 0 no hay 
amortiguamiento (es como si 𝑅 no 
existiera)
• En ese caso, la frecuencia es  
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Circuito RLC en serie

• Existe un desfasaje entre 𝑉	e 𝐼.

• En la medida en la que "%	sea muy 
pequeño,

 𝐼 ≈ 𝐴𝐶𝜔𝑒!"# sin𝜔𝑡

• Y el desfasaje en ese caso es de un cuarto 
de ciclo ( ⁄& $).
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V

Caso sin amortiguamiento
 (𝑅 = 0)

Caso con amortiguamiento bajo (𝑅 < 2 '
( )

1. Capacitor cargado, corriente cero
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( )

1. Capacitor cargado, corriente cero
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V

Caso sin amortiguamiento
 (𝑅 = 0)

Caso con amortiguamiento bajo (𝑅 < 2 '
( )

1. Capacitor cargado, corriente cero
2. Corriente máxima, capacitor descargado, máximo campo magnético
3. Capacitor cargado en sentido opuesto a 1, corriente cero
4. Corriente máxima en sentido opuesto a 2, máximo campo magnético en sentido opuesto a 2, capacitor descargado.

V

Caso sin amortiguamiento
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Caso con amortiguamiento bajo (# < 2 -
$ )

1. Capacitor cargado, corriente cero
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Circuitos de corriente alterna



Representaciones de números complejos

• Cartesianas
𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦
𝑥 = 𝑅𝑒 𝑧
𝑦 = 𝐼𝑚	(𝑧)

• Polares (Euler)
𝑧 = 𝑟𝑒)*

donde 𝑟 es el módulo y  
y 𝜑 es el argumento o 
la fase

𝑟 = 𝑥$ + 𝑦$
𝑦 = 𝑟 sin𝜑
𝑥 = 𝑟	cos𝜑
𝜑 = tan!+

𝑦
𝑥

x



Operaciones simples en polares



Complejo conjugado ̅𝑧

• Si 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 entonces ̅𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦 = 𝑟𝑒!)*

• Propiedades



Circuito RLC en serie

• Supongamos ahora un circuito RLC en 
serie de corriente alterna donde

𝑉 = 𝑉, cos𝜔𝑡
• Por ley de Faraday tenemos 

𝑉, cos𝜔𝑡 = 𝐼𝑅 + 𝐿
𝑑𝐼
𝑑𝑡 +

1
𝐶L𝐼	𝑑𝑡

• Podemos resolver esta ecuación 
diferencial de manera diferente a 
como lo venimos haciendo?



Números complejos y circuitos AC

• En 1893 Charles Steinmetz, ingeniero 
alemán en GE (EEUU), presenta el 
trabajo ‘Complex Quantities and Their 
Use in Electrical Engineering’.
• En este trabajo muestra como 

ecuaciones como la anterior son en 
realidad un problema de álgebra simple 
de números complejos.
• En otras palabras

¡No hace falta integrar !



Voltaje complejo

• La FEM de la batería 
𝑉, cos𝜔𝑡 

• Puede ser vista como la parte real del número complejo
 

𝑉,𝑒)%# = 𝑉,(cos𝜔𝑡 + 𝑖	sin𝜔𝑡)

• En cuyo caso
𝑉, cos𝜔𝑡 = 𝑅𝑒(𝑉,𝑒)%#)



Corriente compleja

• Para la solución de nuestro problema podemos hacer lo mismo con 𝐼
𝐼, cos(𝜔𝑡 +𝜑) = 𝑅𝑒(𝐼,𝑒)(%#.*))

donde 𝜑 es la diferencia de fase con 𝑉
• Pero podemos reescribir esto como 

𝐼, cos(𝜔𝑡 +𝜑) = 𝑅𝑒(𝐼,𝑒)*𝑒)%#)
• Ahora definimos la amplitud compleja M𝑰 (independiente del tiempo)

O𝐼 = 𝐼,𝑒)* = 𝐼,(cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑)
• Podemos escribir 

𝐼, cos(𝜔𝑡 +𝜑) = 𝑅𝑒(O𝐼 𝑒)%#)



Corriente compleja: derivada e integral

• Veamos cómo dan las derivadas y las integrales de 6𝐼 𝑒'(%

• La derivada respecto a 𝑡 queda:
𝑑 6𝐼 𝑒'(%

𝑑𝑡 = 6𝐼
𝑑𝑒'(%

𝑑𝑡 = 𝑖𝜔 6𝐼𝑒'(%

¡Derivar la corriente compleja equivale a multiplicarla por 𝑖𝜔! 

• La integral queda

8 6𝐼 𝑒'(% 𝑑𝑡 = 6𝐼 8 𝑒'(%	𝑑𝑡 =
1
𝑖𝜔

6𝐼 𝑒'(% = −
𝑖
𝜔
6𝐼 𝑒'(%

¡Integrar la corriente compleja equivale a multiplicarla por )
'(

! 



Pregunta

• ¿Por cuánto hay que multiplicar O𝐼𝑒)%# para obtener su derivada 
segunda respecto al tiempo? 



Circuito RLC en serie

• Estas propiedades de los números complejos nos 
permiten hallar la solución de la ecuación diferencial 
del circuito. Entonces 

𝑉, cos𝜔𝑡 = 𝐼𝑅 + 𝐿
𝑑𝐼
𝑑𝑡
+
1
𝐶
L𝐼	𝑑𝑡

Como la ecuación es lineal, esto equivale a

𝑅𝑒(𝑉,𝑒)%#) = 𝑅𝑒(𝑅 O𝐼 𝑒)%# + 𝐿
𝑑 O𝐼 𝑒)%#

𝑑𝑡 +
1
𝐶L

O𝐼 𝑒)%#𝑑𝑡)



Circuito RLC en serie

• Resolvamos entonces en complejos y luego tomemos 
la parte real

𝑉,𝑒)%# = 𝑅O𝐼 𝑒)%# + 𝐿
𝑑 O𝐼 𝑒)%#

𝑑𝑡
+
1
𝐶
L O𝐼 𝑒)%#𝑑𝑡

• Reemplazamos la integral y la derivada

𝑉,𝑒)%# = 𝑅O𝐼 𝑒)%# + 𝑖𝜔𝐿O𝐼 𝑒)%# +
1
𝑖𝜔𝐶

O𝐼 𝑒)%#

• simplificamos 𝑒)%#

𝑉, = 𝑅O𝐼 + 𝑖𝜔𝐿O𝐼 +
1
𝑖𝜔𝐶

O𝐼



Circuito RLC en serie

• Y por último despejamos O𝐼 
𝑉, = 𝑅 + 𝑖𝜔𝐿 +

1
𝑖𝜔𝐶

O𝐼

O𝐼 =
𝑉,

𝑅 + 𝑖𝜔𝐿 + 1
𝑖𝜔𝐶

=
𝑉,
𝑍

donde 𝑍 es la impedancia resultante del circuito 

𝑍 = 𝑅 + 𝑖𝜔𝐿 +
1
𝑖𝜔𝐶

= 𝑅 + 𝑖𝜔𝐿 −
𝑖
𝜔𝐶



Circuito RLC en serie

• Entonces, la corriente es 

𝐼 𝑡 = 𝑅𝑒(O𝐼𝑒)%#) = 𝑅𝑒
𝑉,

𝑅 + 𝑖𝜔𝐿 − 𝑖
𝜔𝐶

𝑒)%#

• Llamemos 𝜃 a la fase de la impedancia

𝑍 = 𝑅 + 𝑖 𝜔𝐿 −
1
𝜔𝐶

= 𝑍 𝑒)0

𝐼 𝑡 = 𝑅𝑒
𝑉,
𝑍 𝑒)0

𝑒)%# = 𝑅𝑒
𝑉,
𝑍
𝑒)(%#!0)

𝐼 𝑡 =
𝑉,
𝑍 cos(𝜔𝑡 − 𝜃)



Circuito RLC en serie

• La impedancia tiene las propiedades:

𝑍 = 𝑅 + 𝑖 𝜔𝐿 −
1
𝜔𝐶

= 𝑍 𝑒)0

𝑍 = 𝑅$ + 𝜔𝐿 −
1
𝜔𝐶

$

tan 𝜃 =
𝜔𝐿 − 1

𝜔𝐶
𝑅

𝜃

𝑍

𝑅𝑒

𝐼𝑚

𝜔𝐿 −
1
𝜔𝐶

=
𝑍 sin 𝜃

𝑅 = 𝑍 cos 𝜃

Impedancia 𝑍 en el plano complejo



Circuito RLC en serie

• Entonces la solución final es 

𝐼 𝑡 =
𝑉, 	cos 𝜔𝑡 − tan!+

𝜔𝐿 − 1
𝜔𝐶

𝑅

𝑅$ + 𝜔𝐿 − 1
𝜔𝐶

$

𝜃

𝑍

𝑅𝑒

𝐼𝑚

𝜔𝐿 −
1
𝜔𝐶

=
𝑍 sin 𝜃

𝑅 = 𝑍 cos 𝜃

Impedancia 𝑍 en el plano complejo



La impedancia

• Como vemos en este caso, la intensidad de la corriente depende de 
𝜔, 𝐶, 𝐿 y 𝑅 .
• También de ellas depende su fase.
• Llamemos nuevamente 𝐼, a la amplitud real de 𝐼:

𝐼, =
𝑉,

𝑅$ + 𝜔𝐿 − 1
𝜔𝐶

$



La impedancia

• En la figura vemos cómo varía 𝐼, en 
función de 𝜔 para:

𝑉, = 100	𝑉
𝐶 = 10!1𝐹𝑎𝑟𝑎𝑑,
𝐿 = 10!2𝐻

𝑅 = 20, 60, 200	Ω

• Vemos que:
lim
%→,

𝐼, 𝜔 = 0 y lim
%→4

𝐼, 𝜔 = 0

La impedancia

• En la figura vemos cómo varía (! en 
función de & para:

!! = 100 !
. = 10*-BCDC,,
+ = 10*.E

) = 20, 60, 200 Ω

• Vemos que:
lim#→! (! & = 0 y lim#→0 (! & = 0

(! &



La impedancia

• 𝐼,(𝜔) alcanza un máximo cuando 

𝜔 =
1
𝐿𝐶

= 102𝑟𝑎𝑑/𝑠

• Cuando esto ocurre se da una 
resonancia y el efecto de 𝐿 y 
𝐶	parecen desaparecer (hasta la fase)

𝐼567(𝑡) =
𝑉,	cos

1
𝐿𝐶

t

𝑅
• El máximo es más intenso y más fino 

en la medida que 𝑅 es más pequeño

La impedancia

• En la figura vemos cómo varía (! en 
función de & para:

!! = 100 !
. = 10*-BCDC,,
+ = 10*.E

) = 20, 60, 200 Ω

• Vemos que:
lim#→! (! & = 0 y lim#→0 (! & = 0

(! &


