CLASE 16: MOMENTO DIPOLAR MAGNETICO
Y MEDIOS MATERIALES MAGNETICOS
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ESQUEMA DE LA CLASE DE HOY

@ Momento dipolar magnético
o Medios Materiales magnéticos

» Medios Lineales: Cable coaxil
» Magnetizacién permanente
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MOMENTO DIPOLAR MAGNETICO

MOMENTO DIPOLAR MAGNETICO
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MOMENTO DIPOLAR MAGNETICO I

dipole charges
polarized disc capacitor

5

Dipolos eléctricos (Wikipedia)
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Dipolos magnéticos (Wikipedia)
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MOMENTO DIPOLAR MAGNETICO II

Similar al caso electrostatico, en magnetostdtica se puede hacer una expan-
sion multipolar en el potencial vector A donde B =V x A. Esta expansion
no posee término monopolar y es un poco mas complicada ya que A es un
vector y no un escalar como el potencial eléctrico V.

El primer término en la expasion es el dipolar

- MofﬁXF

A~ e 1
4 [P M
donde ni es el dipolo magnético
I
m:2/r’><ld€’ (2)
En general se puede escribir como
m=1Af (3)
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MOMENTO DIPOLAR MAGNETICO IIT

El campo A de un dipolo ideal situado en rgy se puede escribir

Ho m X (F— 1) ()

A
div = 20 |F—r|3

y a partir de la relacién B = V x A se obtiene el campo magnético de un
dipolo ideal situado en rp:

4 7=l |F—ro|3

Si el dipolo estd situado en el origen iy = 0, entonces

Biun(7) = 525 (307 )7 — 1) ©)
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PROBLEMA 6: MOMENTO MAGNETICO I

Calculemos el momento magnético de una espira tanto circular como cua-
drada.

1 (- .
n71:2/r’><ld€’ (7)

En el caso de la espira circular de radio a r=af y di = (ado) gZA) donde
estamos usando coordenadas cilindricas {r, ¢, z}

1 27 " 1
o = 2/0 (af) x (ladp ¢) = 5/277322 =Ina’2=1Ac2 (8)

iComo aparece esta expresién en el campo de la espira circular? Es la
espira circular un dipolo magnético puro?
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PROBLEMA 6: MOMENTO MAGNETICO II

Recordando la expresidon para B en el eje z de la espira para distancias
grandes (z > a) hallada en la Clase 14

tolAo 3a°

eje z 2mz3

B(z)

Si reemplazamos la expresién del momento dipolar hallado mig =/ AgZ en
B obtenemos que

= fomo 3a°
B ~ 1—-—— 1
(2) ez  2mz3 < 2 22) (10)
Pero la expresién del campo magnético de un dipolo ideal es
— 1 A .
Buin(F) = 42— (3( - 7)¢ - ) (1)
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PROBLEMA 6: MOMENTO MAGNETICO III

Si consideramos el campo de un dipolo

—

Bun(7) = 2L (3(s - #)7 — ) (12)

47 13

~>

para el caso m = m2Z sobre el eje z (donde 7 coincide con 2), la expresidn
anterior se reduce a )
0 A
0 Ly
eje z 47 z

édip(z)

(13)

coincidiendo con el primer término relevante de la expansién para z grande
de la espira es

 Homo

B ~
(Z) eje z 21 z3

(14)
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PROBLEMA 6: MOMENTO MAGNETICO IV

z 4

(a) Field of a "pure" dipole (b) Field of a "physical” dipole

(Griffiths)

Al haber términos subdominantes en la expansién para z “grande”, vemos
que una espira circular no representa un dipolo ideal.
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PROBLEMA 6: MOMENTO MAGNETICO V

Ahora veamos el caso de la espira cuadrada

1 /- .
,mzzfﬂxwy (15)

En el caso de la espira cuadrada hay que dividir la
integral en cuatro partes

4 és i l/rxmw
youY

/—4/ (~2.y/,0) x Idy'y
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PROBLEMA 6: MOMENTO MAGNETICO VI

Comparando los campos de las espiras circular y
cuadrada para distancias grandes

oMo 3a°
) eje z 2mz3 (1 B 222) (16)

Homg 1D?
<1 - 222) (17)

eje z 2mz3

B(z

12

1

B(z)

Finalmente, recordemos la expresién de la fuerza que ejerce un campo
magnético externo B sobre un dipolo ni:

ﬁ:(fﬁﬁ)é (18)

y la expresidn para el torque sobre un dipolo ideal en un campo magnético
uniforme:

=
- —
T=mxB (19)
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MATERIALES MAGNETICOS

MEDIOS MATERIALES MAGNETICOS
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MATERIALES MAGNETICOS I

Asi cédmo hicimos en el caso de medios materiales en la parte de electrostati-

ca, vamos a definir un nuevo campo H para materiales magnéticos.
La definiciéon de H es

H

1 -
—B-M 20
Ho ( )

donde M es el campo de magnetizacién.

Las ecuaciones que cumple H son

ﬁxl-_l‘:,uofé & V-H

Il
|
<
1
—~~
)
[t
N—r
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MATERIALES MAGNETICOS II

Fuentes de B y H

VoI Sup
V x B ./tot —JK +./m . gtot = gﬁ +gm
dondejm—Vx/\/l donde g, = M x i
vV H Ji 8
V-H -V-M M- h

recordemos que V - B = 0 siempre
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MATERIALES MAGNETICOS III

Asi como existen materiales dieléctricos lineales, también existen materiales
magnéticos lineales. Dichos materiales satisfacen la siguiente relacién

— —

M = xmH (22)

y definiendo la permeabilidad ;» como

= pro(1+ Xm) (23)
podemos obtener
Noten que si el material magnético es lineal y se cumple que ﬁ,u =0
entonces
V-H=(1/u)V-B=0 (25)

Lo cual nos permite usar un andlogo a la ley de Ampére para el campo H

Fisica 3 (Practicas) Clase 16 6 de noviembre de 2020 16 /38



PrROBLEMA 12 1

Se tienen dos cilindros conductores: uno de radio a por el que circula co-
rriente /, y otro hueco de radio interno by radio externo ¢ por el que circula
una corriente |/ pero en sentido opuesto. Entre medio de los dos cilindros
conductores hay un material de permeabilidad magnética p. Suponiengo que
las corrientes son uniformes se pide hallar B en todo el espacio.

C
b
5 y
\S o) 24
r “malla”
“vivo”
Clase 16
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PrROBLEMA 12 11

Lo primero que debemos analizar es cudles son las fuentes de B y H:

o Fuentes de B: Corrientes libres y de magnetizacién en volumen y
superficie. En a < r < b hay medio lineal, con lo cual habrd
magnetizacidn, pero como no conocemos M, no podemos calcular las
corrientes de magnetizacién antes de calcular B y H.

o Fuentes de H:
» Fuentes del V x H: Corrientes libres en los cilindros conductores
» Fuentesde V- H = —V - M. Como en a < r < b material el lineal,
sabemos que B = ul—7 y por lo tanto V-H= %6 .B=0.

Entonces, podemos usar la ley de Ampere para calcular H.
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ProBLEMA 12 III

A continuacién utilizaremos la simetria de la configuracién para deducir la
direccién del campo H y su dependencia.

El sistema tiene simetria de rotacién a lo largo del
eje de simetria que llamaremos z y también simetria
de traslacién a lo largo del mismo. Esto nos permite
inferir que B = §(r)

i Qué hay de la direccién de B? Utilizando la regla de la
mano derecha, con el pulgar apuntando en la direccién

Figura tomada de de la corriente, vemos que H(r) = H(r)o ,
Griffiths
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PrROBLEMA 12 IV

A continuacién vamos a usar la ley de Ampere para
calcular H.

Las corrientes que circulan por el cable coaxil son: j; = //(7a?)2 en el
cilindro interior y jo = —1/(m(c? — b?))2 en el cilindro exterior (asumimos
que las corrientes son uniformes)
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PROBLEMA 12 V

Aplicando la ley de Ampere para calcular
H:

j[ﬁ-cf/ = /{)%H(r)qg-rdgb(fﬁ
= 2mwrH(r)

Esta ecuacién para todo r.
Ahora veamos la parte izquierda de la ley
de Ampere (leonc)

.o Ir?
r<a = leone = ATr* = —
a
a<r<b = loe=hma*=1
L2 2 2 r’— b
b<r<C = ICOI’IC:J].Tra +J27T(r _b):l(l—m)
r>c = leone = 0
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ProBLEMA 12 VI

En resumen, obtenemos:

Fisica 3 (Practicas)

/
27 a? r=a
/
T a<r S b
™r
(26)
/ r? — b?
onr (1 Taop) Peree
0 c<r
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ProBLEMA 12 VII

Para obtener B utilizamos la relacidon

—

\

B = pio(H — M) =" pfi (27)
ol
27ra2r r<a
/
2’“— a<r<b
mr
(28)
ol r? — b?
27rr(1_c2—172 berse
0 c<r

donde asumimos que la magnetizacién del material conductor es despreciable
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ProBLEMA 12 VIII

También podemos obtener la magnetizacién, sabiendo que para un material

lineal se cumple que
- 1/ u -
M = ——1|B (29)
B\ Ho

entonces

0 r<a
/
M = Ho_1) < 30
5(r) (£-1)5 a<r<b (30)
0 b<r

Ahora vamos a hallar las corrientes y “cargas” de magnetizacién:
Recordemos que

-

=V xM g}z/\ﬁxA

<

51

-M om=M-i
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PrROBLEMA 12 IX

dM _ 1d(rM)

Jm =V x M= dz rdr 2T dr
. p [ - . 10 I,
r=a = (MO ) 27ra¢ X (—F) <M0 > 532
ﬂ Iz [~ 2 I
g - (MO ) 27rb¢ (7) <M0 ) 21b”
e 1d(rM,)  1dMg) dM;)\
pm=—V M= rodr r do * dz )
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PROBLEMA 12 X
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PROBLEMA 16: SUGERENCIA

En el Problema 16 les dicen que tienen un toroide con magnetizacién per-
manente. Les sugiero que piensen en uno con seccién cuadrada en lugar de
seccidn circular, de este modo les va a resultar mas facil escribir las normales.
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PROBLEMA 54-16: COMENTARIO

En los casos en que no hay fuentes de rotor de H pero si hay fuentes de
divergencia como

—

pm=—-V-M Om =AM

se puede pensar como un problema electrostatico andlogo. Esto les puede
servir para intuir las lineas de campo en el problema 15 y en el problema 16
cuando se corta un entrehierro (se elimina una seccién del toroide).
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MAGNETIZACION PERMANENTE (EJERCICIO 1)

%

X

OF

Se tiene un plano infinito por el cual circula una densidad de corriente
g = goy. A continuacién del plano se halla una ldmina de caras paralelas
infinita de espesor d y magnetizacién permanente M = Mpx. Hallar los
campos H y B en todo el espacio.
Fuentes de H:
o Fuentes del V x H: Corrientes libres en volumen y superficie
=  g=80y
e V-H=—V-M en volumen y M - i donde £ en superficie es la
normal a la superficie con magnetizacion
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OF
1

- dMm dMm am dM
A Mag) = X y z _ X _
V- (MoX) dx + dy + dz dx 0

Veamos las fuentes de V - H en superficie:
enz=20
Mok -(—=2) =0
enz=d
Mok-2=0

Por lo tanto la unica fuente de H es g = gyy
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Veamos ahora las fuentes de B:
o Fuentes del V x B: Corrientes libres y de magnetizacién en volumen y
superficie
» Corrientes libres =  £=280Y
» Corrientes de magnetizacion : V x M en volumen y M x f donde A en
superficie es la normal a la superficie con magnetizacién

o 1) 205 Mo g
enz=20
gm = Mok x (—=2) = Moy
enz=d

Gn = Mo& x 2 = —MoJ

Por lo tanto las fuentes de B son g¢ = gyy y las corrientes de magne-
tizacion en superficie en z =0 y z = d. Por lo tanto, es conveniente
resolver este problema calculando primero H usando la ley de Ampere

y luego E§:,u0 (I-7+I\7I).
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PARENTESIS (LEY DE AMPERE PARA B)

Hacemos un paréntesis y calculamos el campo B de un plano infinito cargado

con corriente superficial g = goy.
Esta configuracién de co-

4 F rrientes tiene simetria de

’2)_‘,) traslacién en x e y. Por lo

X ey 3 tanto B(F) = B(z). A su

T t vez usando la regla de la

mano derecha se puede ver

L que:

= [B(z)% z>0
| -B(2)% z<0

Ahora aplicamos la ley de Ampere usando la curva que se muestra en azul
en la figura. Es importante remarcar que la orientacién de la curva tiene
que se consistente con la orientacién de la corriente siguiendo la regla de la
mano derecha (ver video de esta clase).
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S

Recordemos la ley de Ampere: § B - dl = poleonc

fed = el ke

s —d/2
= / B(z)X - dzz + / —B(z)% - dxx
172 d/2

—1/2 d/2
—i—/ B(z)X - dzz + / B(z)% - dxx
—1/2 —d/2

d/2
= 2/ B(z)% - dx& = 2dB(z) = jogod
—d/2
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Por lo tanto, el campo magnético B de una plano infinito por el cual circula
corriente superficial g = goy:
o 8o

B = ﬁo

Usando el resultado anterior y recordando que V x H = jj, podemos escribir
el campo H de una plano infinito por el cual circula corriente superficial

libre & = goy

z>0

o><>

z<0

e 2>0
H—
—%A z<0
Finalmente calculamos B = 140 <I—7—|— AZ)
7ﬂo2g0 X z>d
B = uo<g+Mo> 0<z<d
_Ho&o ¢

<0

> z
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MAGNETIZACION PERMANENTE (EJERCICIO 2)

# o
d Mo Y
X
- e
Se tiene un plano infinito por el cual circula una densidad de corriente
g = goy. A continuacién del plano se halla una ldmina de caras paralelas
infinita de espesor d y magnetizacién permanente M = Myz. Hallar los
campos H y B en todo el espacio.
Fuentes de H:
o Fuentes del V x H: Corrientes libres en volumen y superficie
=  g=80y
e V-H=—V-M en volumen y M - i donde £ en superficie es la
normal a la superficie con magnetizacion
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d : L,
S —

- dM,  dM dM,  dMy
v dx + dy * dz dz 0

Veamos las fuentes de V - H en superficie:
enz=20

Moz - (—=2) = —My
enz=d

Moz -2 = My

N>

Por lo tanto las fuentes de H son g = goy Yy las cargas de magnetizacion
enz=0yz=d.
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Veamos ahora las fuentes de B:
o Fuentes del V x B: Corrientes libres y de magnetizacién en volumen y
superficie
» Corrientes libres = g =goy
» Corrientes de magnetizacion : V x M en volumen y M x A donde A en
superficie es la normal a la superficie con magnetizacién

- R dMy . dMy .
M = —X - —V =
V x (My2) dyX v
enz=0
8m =Mz x(-2)=0
enz=d

Gn =Mz x 2=—0

Por lo tanto la tnica fuente de B es g = gyy Por lo tanto, es conve-
niente resolver este problema calculando primero B usando la ley de

Ampere y luego H= l% — M.
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Usando la ley de Ampere en el Ejercicio 8 de la guia 4 obtuvimos el campo
magnético B de una plano infinito por el cual circula corriente superficial
g = goy:

B MOgO)A( 7>0
B =
_Ho#o ¢ z<0
2
Finalmente calculamos H = ME - M
:;’2 z>d
H = ?0“—/\/102 0O<z<d
—%2 z<0
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