CLASE 3: POTENCIAL ELECTRICO Y PRINCIPIO DE

SUPERPOSICION
[ ]
d F

11 de septiembre de 2020
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CLASE 3

e Cilculo del Potencial eléctrico

> A partir del campo eléctrico
» Por integracién directa

o Calculo del campo eléctrico usando el principio de superposicién
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POTENCIAL ELECTRICO

En la clase tedrica vieron que en electrostatica:
VxE=0 (1)

Y a partir de esta propiedad se puede definir el potencial eléctrico V/(r) de
la siguiente manera:

wa——/fa 2)

donde rp es un punto arbitrario.
e Dados V' y V/, tal que ambos cumplen que -V V = E(r), entonces
V =V’ +cte
e El potencial no tiene sentido fisico, mientras que AV = V/(a) — V(b)
con ay b dos puntos cualquiera si lo tiene.
Por lo tanto, también se puede definir el potencial:

wa:_/5a+ae (3)
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POTENCIAL ELECTRICO

El potencial eléctrico para una distribucién de cargas en volumen se puede
expresar:

1 /C(;;) !
V(r) = ~—dV' + cte 4

Si tenemos una distribucién de cargas en superficie:

V(7) = 47360 / (") 45" + ce (5)

|r=r'|

mientras que si tenemos una distribucién lineal de cargas:

V(F) = — )\(ﬁ)/|dl’+ cte (6)

4meo J |F—r
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POTENCIAL DE UN HILO INFINITO CON DENSIDAD DE
CARGA LINEAL UNIFORME A\

Recordemos que:

- dv ., 1dV. dV,
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POTENCIAL DE UN HILO INFINITO CON DENSIDAD DE

CARGA LINEAL UNIFORME A\

Recordemos que:

B dV. 1dV. dV.

En este caso:

= A dv
E(r) = P=——F
2meqr dr
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POTENCIAL DE UN HILO INFINITO CON DENSIDAD DE
CARGA LINEAL UNIFORME A\

Por lo tanto:

V(R = —/ E.d?z—/(EX,Ey,Ez).(dx,dy,dz)

ro ro
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POTENCIAL DE UN HILO INFINITO CON DENSIDAD DE
CARGA LINEAL UNIFORME A\

Por lo tanto:

V(R = —/ E.d?z—/(EX,Ey,Ez).(dx,dy,dz)

ro ro

= —/ E.d?:—/ (E,7 + Egf + E,2) . (drf + d6f + dz2)

ro ro
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POTENCIAL DE UN HILO INFINITO CON DENSIDAD DE
CARGA LINEAL UNIFORME A\

Por lo tanto:

V(R = —/ E.d?z—/(EX,Ey,Ez).(dx,dy,dz)

ro ro

r= —/ (E,7 + Egf + E,2) . (drf + d6f + dz2)

ro
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POTENCIAL DE UN HILO INFINITO CON DENSIDAD DE
CARGA LINEAL UNIFORME A\

Por lo tanto:
V(R = —/ E.d?:—/ (Ex, Ey, E,) . (dx, dy, dz)
ro ro

r= —/ (E,7 + Egf + E,2) . (drf + d6f + dz2)

ro
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POTENCIAL DE UN HILO INFINITO CON DENSIDAD DE
CARGA LINEAL UNIFORME A\

Por lo tanto:
V(R = —/ E.d?:—/ (Ex, Ey, E,) . (dx, dy, dz)
ro ro

r= —/ (E,7 + Egf + E,2) . (drf + d6f + dz2)

ro

— — 2 (Inr—1
7T60(nr nro)

donde puede elegir arbirtrariamente ro.
LAS SUPERFICIES EQUIPOTENCIALES SON CILINDROS DE
RADIO r
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R

Recordemos la expresidn del campo eléctrico que hallamos en el ejercicio
8:

pro.

— <R

26(),47 r=
ER) =

R2

PR s r>R.

260r
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R

Recordemos la expresidn del campo eléctrico que hallamos en el ejercicio

8: or
7 <R
2es r, r<R,
E() =
2
—pR r, r>R
260r
Comencemos por el caso r < R:
V(R = / E.dF= / (E, 7 + Egd + E,2) . (dr? + d0d + dz2)
ro ro
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R

Recordemos la expresidn del campo eléctrico que hallamos en el ejercicio

8: or
7 <R
2es r, r<R,
E() =
2
—pR r, r>R
260r
Comencemos por el caso r < R:
V(R = / E.dF= / (E, 7 + Egd + E,2) . (dr? + d0d + dz2)
ro ro

]
— —/ Pr ¢ pdr
ro 260
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R

Recordemos la expresion del campo eléctrico que hallamos en el ejercicio
8:

pro.
Rt <R
2¢q r=
E() =
2
—pR r, r>R
260r
Comencemos por el caso r < R:
r r
V(R = / E.dF= / (E, 7 + Egd + E,2) . (dr? + d0d + dz2)
ro ro
r
= —/ PL ¢ pdr
ro 260
_ e rro
4deg 4eg

donde rp es un punto arbitrario.
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R

Veamos ahora el caso r > R:
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R

Veamos ahora el caso r > R:
V(F) = —/ E.dF
ro

R r 2
ro . R
= —/ P F.hdr — PR F.Fdr
ro 2€0 R 2€or
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD

DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R

Veamos ahora el caso r > R:
V(F) = —/ E.dF
ro

R r 2
r R
= —/ pr F.rdr — AN F.rdr
ro

€0 R 2€or
2 2 2 2
pR= prog  pR PR
—_— = - —InR
4eg + deg 2¢€0 nr+ 2¢€0 A

donde rp es un punto arbitrario.
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD

DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R

Veamos ahora el caso r > R:

R r 2
r R
= —/ pr F.rdr — AN F.rdr
ro

€0 R 2€or
2 2 2 2
pR®  prg  pR PR
= ——+— -7 —InR
4eg + deg 2¢€0 nr+ 2¢€0 A

donde rp es un punto arbitrario. De esta manera obtenemos:

2
r r2
_P s 7 r<R,
4eg 4co
V() =
2 2 2 2
_pRT L Pro_ pRY oR”
460—1—460 e Inr+260 nR, r>R.
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R (OTRA MANERA)

Comencemos por el caso r < R:

V() = —/E.d?+cte
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R (OTRA MANERA)

Comencemos por el caso r < R:

V() = —/E.d?+cte

Pl rdr+ ¢
€0
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD

DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R (OTRA MANERA)

Comencemos por el caso r < R:
V() = —/E.d?+cte

= — [P rary g
€0

donde (i es una constante.
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R (OTRA MANERA)

Veamos ahora el caso r > R:

V(A = —/E.d?+cte
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R (OTRA MANERA)

Veamos ahora el caso r > R:

v(r) = /Edr+cte

= / F.rdr+ G
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R (OTRA MANERA)

Veamos ahora el caso r > R:

V(A = —/E.dF+cte

R2
= [P rrdr+ G
260r

2

R
= —p—lnr—l— G
2¢€0

donde G, es una constante.
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R (OTRA MANERA)

Veamos ahora el caso r > R:

V(r)

donde G, es una constante.

= —/E.dF+cte

R2
= [P prdr+ G
260r

R2
L
2¢p

Ahora tenemos que determinar C; y C, para

que V/(r) sea continuo en todo punto del espacio. Para ellos tenemos que
pedir que V sea continuo en r = R:
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R (OTRA MANERA)

Veamos ahora el caso r > R:

V(r)

donde G, es una constante.

= —/E.dF+cte

R2
— — [ P rdr+ G
260r
R2
- P hnriG
2¢p

Ahora tenemos que determinar C; y C, para

que V/(r) sea continuo en todo punto del espacio. Para ellos tenemos que
pedir que V sea continuo en r = R:

_pR?
2¢p
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POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R (OTRA MANERA)

Veamos ahora el caso r > R:

V(F) = —/E.df+cte

R2
= [P prdr+ G
260r

R2
= __fl;f|n r+ G
2¢p
donde C; es una constante. Ahora tenemos que determinar C; y C; para
que V/(r) sea continuo en todo punto del espacio. Para ellos tenemos que
pedir que V sea continuo en r = R:
_pR? pR?

— IhR+G=—"——+C
260n+2 4604—1

Elegimos G, =0y G = R | 0R%n R,

" 4 2¢€0
Fisica 3 (Practicas) Clase 3 11 de septiembre de 2020 10 /27



POTENCIAL DE UN CILINDRO INFINITO CON DENSIDAD
DE CARGA UNIFORME p Y RADIO R

En resumen, obtenemos:

2

pr
- <R
460, r=n
V(R =
R? 2 2
—/;60 Inr+pR2€|;R——Z’:O, r>R.

LAS SUPERFICIES EQUIPOTENCIALES SON CILINDROS DE
RADIO r
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POTENCIAL DE UN PLANO INFINITO CON CARGA
UNIFORME o

Calculamos ahora el potencial V(r) para z > 0:

V(R = —/E.cﬁz—/(Ex,Ey,Ez)-(dx,dy, dz) + cte
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POTENCIAL DE UN PLANO INFINITO CON CARGA
UNIFORME o

Calculamos ahora el potencial V(r) para z > 0:

V(R = —/E.cﬁz—/(Ex,Ey,Ez)-(dx,dy, dz) + cte

— —/Uf.fdz+ G
2¢g
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POTENCIAL DE UN PLANO INFINITO CON CARGA
UNIFORME o

Calculamos ahora el potencial V(r) para z > 0:

V(A = —/E.?:—/(EX,Ey,EZ).(dx,dy, dz) + cte
= — | —Z2.2dz+ G
€0
= ——z+(G
€0

donde C; es una constante. El cilculo para z < 0 es andlogo y quedara
una constante G, a determinar:

V(R = {—;02—1—(:1 z>0

Zz+C z<0

2¢€0

Pidiendo que V(z = 0) sea continua, obtenemos C; = C,. A su vez,
elegimos C; = G =0
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POTENCIAL DE UN PLANO INFINITO CON CARGA
UNIFORME o

Calculamos ahora el potencial V(r) para z > 0:

V(A = —/E.?:—/(EX,Ey,EZ).(dx,dy, dz) + cte
= — | —Z2.2dz+ G
€0
= ——z+(G
€0

donde C; es una constante. El cilculo para z < 0 es andlogo y quedara
una constante G, a determinar:

V(R = {—;02—1—(:1 z>0

Zz+C z<0

2¢€0

Pidiendo que V(z = 0) sea continua, obtenemos C; = C,. A su vez,
elegimos C; = G =0
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POTENCIAL DE UN PLANO INFINITO CON CARGA
UNIFORME o

Finalmente obtenemos:

V(R = {—ﬁoz z>0

ag
EZ Z<0

Se puede verificar que el potencial es continuo en todo el espacio.

Fisica 3 (Practicas) Clase 3 11 de septiembre de 2020

13 /27



POTENCIAL DE UN PLANO INFINITO CON CARGA
UNIFORME o

Finalmente obtenemos:

V(R = {—ﬁoz z>0

ag
%Z Z<0

Se puede verificar que el potencial es continuo en todo el espacio.

LAS SUPERFICIES EQUIPOTENCIALES SON PLANOS INFINITOS A
Z=CTE
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POTENCIAL ELECTRICO POR INTEGRACION DIRECTA

Calcular el potencial eléctrico de un corona circular de radio interior a y

radio exterior b sobre el eje z:
Vamos a usar la expresion:

z 1

V() =
==

Clase 3

Fisica 3 (Practicas)
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POTENCIAL ELECTRICO POR INTEGRACION DIRECTA

Calcular el potencial eléctrico de un corona circular de radio interior a y
radio exterior b sobre el eje z:
Vamos a usar la expresion:

z 1 a(r)
V(F) = Z-dS' + cte
(9 dmeo J |F— 1|

N Record.emos que
las variables primadas corresponden a los puntos

que son fuente del campo y potencial eléctrico:

-
/!

r'=(r'cos®,r'sin@0)
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POTENCIAL ELECTRICO POR INTEGRACION DIRECTA

Calcular el potencial eléctrico de un corona circular de radio interior a y
radio exterior b sobre el eje z:
Vamos a usar la expresion:
z 1 o(r
V(F) = ( Z dS' + cte

dmeo J |F— 1|

N Record.emos que
las variables primadas corresponden a los puntos

que son fuente del campo y potencial eléctrico:

-
/!

r'=(r'cos®,r'sin@0)

mientras que 7 es la posicidn de los puntos donde queremos calcular el
campo, en este caso el eje z, De manera que :

-
/

r=1(0,0,z) (F—r')=(=r"cosf,—r'sint z) |F—r'|=+r?+ 22
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POTENCIAL ELECTRICO POR INTEGRACION DIRECTA

A su vez:
dS' = dx'dy’ = r'dr'do’

De esta manera, podemos calcular el potencial:

1 [?" [P ordr’dd
v(0,0,z) = —— Iraray | cte
4meo Jo a r'2 + z2
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POTENCIAL ELECTRICO POR INTEGRACION DIRECTA

A su vez:
dS' = dx'dy’ = r'dr'do’

De esta manera, podemos calcular el potencial:

1 2 b 'dr' do’

V(0,0,z) = — TEEET 4 cte
4meo Jo r'2 + z2

1 b

/ or'dr et
= — | ——=— +cte
2¢0 Jo V12 + 22
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POTENCIAL ELECTRICO POR INTEGRACION DIRECTA

A su vez:

dS' = dx'dy’ = r'dr'd¢’

De esta manera, podemos calcular el potencial:

V(0,0,z)

Fisica 3 (Practicas)
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r2 4 z2

Clase 3 11 de septiembre de 2020

15 /27



POTENCIAL ELECTRICO POR INTEGRACION DIRECTA

A su vez:
dS' = dx'dy’ = r'dr'do’

De esta manera, podemos calcular el potencial:

1 [?" [P ordr’dd
V(0,0,z) = —— ———— +ct
1 b

or'dr’

Pregunta: Puedo calcular el campo eléctrico en todo el espacio a partir de
la expresidn anterior del potencial?
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POTENCIAL ELECTRICO POR INTEGRACION DIRECTA

Recordar que :

—

E(x,y,z) = -VV(x,y,z)

y en el ejercicio calculamos E(0, 0, z)
A su vez:

—

E(X7 07 0) = _vv(x7yvz)‘(x,0,0)

E(O, O,Z) = _VV(X7y7Z)|(O,O,z)

Fisica 3 (Practicas) Clase 3 11 de septiembre de 2020 16 /27



GUIA 1 - PROBLEMA 13

Enunciado:

Una esfera de radio a, cargada
uniformemente con densidad
P, posee un agujero esférico
de radio b < a en su interior.
El centro del agujero esta

a una distancia d < (a — b)
del centro de la esfera (es
decir, el hueco de radio b NO
es concéntrico con la esfera de

radio a). Obtenga el valor del campo eléctrico sobre el eje de simetria de la
configuracién. Verifique que en el centro del agujero el valor del campo es
el mismo que habria si no se hubiera practicado el agujero.
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GuiAa 1 - PROBLEMA 13 - ;, LEY DE GAUSS?

Algo que suele ser muy conveniente y practico para resolver los problemas
de electrostatica es usar la ley de Gauss como se hizo en la clase anterior.
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GuiAa 1 - PROBLEMA 13 - ;, LEY DE GAUSS?

Algo que suele ser muy conveniente y practico para resolver los problemas
de electrostatica es usar la ley de Gauss como se hizo en la clase anterior.

Sin embargo, en este problema NO lo es.
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GuiAa 1 - PROBLEMA 13 - ;, LEY DE GAUSS?

Algo que suele ser muy conveniente y practico para resolver los problemas
de electrostatica es usar la ley de Gauss como se hizo en la clase anterior.

Sin embargo, en este problema NO lo es.

IMPORTANTE: La ley de Gauss vale siempre, pero no siempre es
util (como en este caso). Para que sea util debemos tener una
configuracion de cargas cuya simetria nos permita inferir la
direccion del campo sobre las superficies de Gauss que utilicemos.
En el Problema 8 aprovechamos la simetria de los distintos casos para
proponer superficies de Gauss adaptadas a dicha simetria sobre las cuales
el campo eléctrico es perpendicular y constante. Siendo mas precisos:
esferas con esferas, cilindros con cilindros.
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GuiAa 1 - PROBLEMA 13 - ;, LEY DE GAUSS?

Si intentasemos utilizar la ley de Gauss, jen direccién deberia apuntar el
campo eléctrico sobre las superficies de color verde y rojo? jCudl seria la
dependencia del campo eléctrico con las coordenadas?

Debemos buscar otra manera de resolver el problema.
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GUuiA 1 - PROBLEMA 13 - SUPERPOSICION

Entonces, jcémo vamos a resolver este problema?

Otro de los principios fundamentales (y sumamente dtiles) es el de
superposicion. Este principio nos permite obtener el campo eléctrico de
una dada configuracién sumando el campo eléctrico de cada una de sus
partes.
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GUIA 1 - PROBLEMA 13 - SUPERPOSICION

Entonces, jcémo vamos a resolver este problema?

Otro de los principios fundamentales (y sumamente dtiles) es el de
superposicion. Este principio nos permite obtener el campo eléctrico de
una dada configuracién sumando el campo eléctrico de cada una de sus
partes.

XA

£ £

E(ESfe"a con hueco) — (Esferar=ay p > 0) + (Esfera desplazada con r = by p < 0)
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PROBLEMA 13 - RESOLUCION

Recordemos que en el Problema (8.d) obtuvimos el campo eléctrico de
una esfera de radio r con densidad uniforme p

En = § W ™

Entonces, para hallar el campo de la esfera con hueco descentrado
debemos obtener:
o EMW: ¢l campo de esfera de radio a con carga p, éste se obtiene
reemplazando R — aen (7) ;
o E?): ¢f campo de una esfera de radio b con carga —p a una distancia
d del origen, éste se obtiene a partir de (7) reemplazando R — b,
cambiando el signo de la densidad de carga p — —p, y desplazando
la distribucion de carga una distancia d en la direccidn Z.
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GUuiA 1 - PROBLEMA 13 - RESOLUCION

Primero vamos a escribir el campo de la esfera de radio a con carga p en
el eje z. Recordemos que si evaluamos rf en el eje z, obtenemos zZ:

3—22, z< a,

E(0,0,z) = ;0 PEI (8)
— >
30 12‘22, z>a
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GUuiA 1 - PROBLEMA 13 - RESOLUCION

w4

3

d

El campo eléctrico desplazado

E®) se obtiene evaluando z — z — d

en la ecuacién (7). Mas precisamente,

el “nuevo” campo eléctrico serd el “viejo”
E(F = z2) evaluado en z — z — d. Esto
es lo mismo que ver el campo eléctrico
generado por una esfera con densidad de

carga p desde un punto desplazado del origen una distancia d en la

direccién Z.

Entonces, haciendo también los reemplazos p — —py R — b el campo
E®@ nos queda:

~(2)

sobre el eje z

Fisica 3 (Practicas)

~L(z-d)z, |z—d|<b,

3eg

N b3 (9)
T3z d|2 |lz—d| > b.
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GUuiA 1 - PROBLEMA 13 - RESOLUCION

Sumando las distinas contribuciones

= _ £ ~(2)
E(Esfera con hueco) — E(Esfera r=ayp>0) + E(Esfera desplazada con r=by p < 0)’
se obtiene
r 3 3
p a p b 5
Lo L7 s, >a,|z—d| > b,
30 (2P 3oz - d|2] z 2l > a.]z —d]
= p_ P 5
E(0,0,z) = — <a,lz—d|>b,
( ) _3602 3eg |z — d|2 7l <2, |z |
4 4 P 4
—Zz — —d = d < —d| <b.
EREEc )}z Ldz, Jel<ale—d <

(10)

Debemos notar que el campo dentro del hueco toma exactamente el
mismo valor que si el hueco no existiese. j Es curioso, no?

Fisica 3 (Practicas)
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GUuiA 1 - PROBLEMA 13 - RESOLUCION

Sumando las distinas contribuciones

E(Esfera con hueco) —

se obtiene

E(0,0,2) =

;mpp_iip—dp
_375()2 3eg |z — dJ?

| 3€0 3eg

~(1)

E =(2)
(Esferar=ayp>0

) + E(Esfera desplazada con r=by p < 0)’

3 b3
P2 P ]A |z| > a,|z—d| > b,

b3
P -2 2 2| <a,|z—d|> b,

pr(Zd):|2:pd2’ ‘Z|§a’|27d|§b
K1)
(10)

Debemos notar que el campo dentro del hueco toma exactamente el

mismo valor que
Las contribucio
cancelan en su

Fisica 3 (Practicas)

si el hueco no existiese.  Es curioso, no?
nes al campo de la esfera con hueco descentrado se
centro.
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GUuiA 1 - PROBLEMA 13 - RESOLUCION

Para finalizar la resolucién del problema notemos que la configuracién de
la esfera con hueco tiene tres zonas diferentes seglin estemos dentro o
fuera de la esfera y del hueco, a saber

e zona |, fuera de la esfera |z| > ay |z — d| > b;
e zona ll, dentro de la esfera y fuera del hueco |z| < ay |z —d| > b;

e zona lll, dentro del hueco |z| < ay |z—d| < b.

Fisica 3 (Practicas) Clase 3 11 de septiembre de 2020 25 /27



Noten que podriamos haber obtenido el campo en cualquier punto de la
esfera, sabiendo que el campo eléctrico de una esfera desplazada del origen
en un vector d = dZ y cargada con —p es:

~L(F-d),  |F-di<b,
_ €0
E(n = B (F—d . (11)
LA Gl R NS
3o |(F—d)?

Recordemos la expresién del campo de la esfera de radio a en todo el
espacio:

3er, r <R,

ER = I (12)
——=F, r
360 r2 ’

ER)=Lr-L(r-—d)= Las (13)
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PROBLEMA 13

Haciendo

superposicion obtendriamos
(cualitativamente) las
siguientes lineas de campo
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