Energia y Trabajo en Sistemas Electrostaticos
Refs: Griffiths, Sec 2.4 y 4.1
> Trabajo necesario para mover una carga
Lo que queremos averiguar es cuanto trabajo debemos realizar para mover una carga

desde un punto a hasta un punto b en presencia de un campo eléctrico externo (por ejem-
plo el generado por un sistema de cargas)
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Entonces la fuerza mecanica que debemos realizar
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para mover la carga es

—

-_F:.—a%

—

£

mec =

Entonces el trabajo mecdanico relizado para llevar la carga de prueba g desde a hasta b es
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del camino (el campo electrostatico es con-
servativo rot E= 0)

La diferencia de potencial entre los puntos a y b es igual al trabajo por unidad de carga
necesario para mover una carga de prueba entre dichos puntos.

En el caso de lidiar con una distribucién de cargas localizada en el espacio es posible
fijar el potencial en infinito a cero V(o) = 0
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D Energia de un sistema de cargas puntuales

Cudnto trabajo se necesita para "construir" una configura-

<G * %3 cién de cargas puntuales?
o El procedimiento va a consistir en traer las cargas "desde
4 "9 infinito" una por una de manera cuasi-estatica (en cada
"g SRR T instante de tiempo se puede pensar que la configuracién

es electrostatica).

Consideremos el caso N=4



Traer la primer carga no nos cuesta ningun trabajo ya que no hay ningdn campo
electrostatico contra el cual "luchar". Cuando la primer carga llega a su posicion final la

"clavamos" para que no se mueva.
Para traer la segunda carga es necesario realizar trabajo mecanico en contra del

campo electrostatico generado por la primer carga. Recurriendo a la expresion (1) el
trabajo que realizamos para llevar g hasta su posicién final es
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Andlogamente, el trabajo necesario para traer una tercer carga es
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ya que debemos "luchar" contra el campo de las cargas a,ya,

Por ultimo, el trabajo necesario para traer la cuarta y Ultima carga es
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Sumando W, , W4,y W ,_\obtenemos el trabajo total requerido en construir una confi-
guracidn de cuatro cargas
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donde utilizamos la simetria € ,=3y reacomodamos los términos de una forma que
nos permitira generalizar el resultado para una configuracidon de N cargas.

El trabajo que requiere construir un sistema de N cargas puntuales es
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Una forma conveniente de reescribir la expresidon anterior es
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donde el factor 1/2 evita que contemos dos veces el mismo término.

A Obs: Notemos que hay UN término por cada interaccion entre pares de cargas.



Luego de mirar fijo un rato la ecuacién (2) nos damos cuenta que
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es la expresién del potencial de las (N-1) en el punto r (el lugar donde estd la carga a. )
lo que nos permite escribir

WL Tol W(EL) (2)

A Obs: esta deduccion no tiene en cuanta las auto-energias de cada una de las particulas.
‘Obs: W es la energia interna del sistema (la energia que costé construirlo y la que en
principio seria posible obtener al desarmarlo).

D Energia de una distribucién continua de cargas

La generalizacién de (3) al caso de distribuciones de carga continuas es trivial. Basta

considerar una distribucién de cargas en volumen T
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donde Q es la regidn donde esta ubicada la distrubicén de carga p y du es el diferencial
de volumen.

Para una distribucidon de cargas en superficie
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y para una distribucién de cargas lineal
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Utilizando la ley de Gauss es posible expresar (4) en términos del campo eléctrico

y haciendo partes




tenemos que Llg
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Es intersante observar que el primer término es definido positivo ya que |E|>O

Recordando la expresion de la cual partimos W = 1/2 g e Vdar
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podemos notar que en realidad cualquier volumen de integraciéon que tomemos es igual-
mente bueno mientras contenga a la distribucién de carga (p=0 fuera de la distribucién).
Podemos tomar, por ejemplo, Q = TODO EL ESPACIO. En este caso el término de super-

ficie tiende a cero ya que
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Entonces, si tenemos una distribucién de carga localizada en el espacio podemos
escribir la siguiente expresiéon para la energia electrostatica de un sistema
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A Observacion: la expresion (6) tiene cuenta la ENERGIA TOTAL del sistema, al contrario
de (3) para cargas puntuales. Esto se debe a que, en la expresion (3), V(r;) representa
el potencial debido a todas las cargas excepto la carga q; , mientras que en (6) el V(r)
representa el de toda la distribucidon (notar que por mas chico que sea un elemento de
volumen conteniendo carga éste no diverje y esta bien definido, cosa que no sucede

para una carga puntual).
Observacion: el principio de superposicién NO vale para la energial!!! La expresion

&) es cuadratica en el campo eléctrico, no es lineal. La energia de un sistema compuesto
es "mas" que la suma de energia de cada uno de sus componentes:
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[ Energia necesaria para cargar un capacitor

Para cargar un capacitor necesitamos sacar electrones de la placa positiva y llevarlas
a la placa negativa del capacitor (flecha azul); o lo que es lo mismo remover iones
positivos de la placa negativa y llevarlos a la placa positiva (flecha roja). Este proceso
requiere trabajo (realizado por la bateria) ya que a medida que se carga la placa
negativa el campo eléctrico que se genera se opone a dicho procedimiento.
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De la expresion (0) sabemos que el trabajo necesario para mover una carga de un
punto a hasta un punto es proporcional a la diferencia de potencial existente entre dichos

puntos, es decir,
W = q (V‘L’Vo‘» = q AV,

Consideremos un instante intermedio en el proceso de carga en el cual se ha acumu-
lado una carga q>0 en la placa positiva. La diferencia de potencial es AV = q/C. Utilizando
la ecuacidn (0) el trabajo requerido para mover un diferencial de carga dq es

dW = dq AVia = dﬂ_ (Q/C) = dw/

Entonces, en todo el proceso de carga el trabajo total es
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Otra forma de escribir (7) es
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donde utilizamos la relacién valida para capacitores Q = CV
A Si reemplazamos q = C V en el diferencial de trabajo dW tenemos que

dw - o[(cv)@(E = dV q = CvdV

integrando el diferencial de trabajo desde V=0 hasta V tenemos que el trabajo total para
qgue las placas del capactiro estén a una diferencia de potencial V es
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D Energia de sistemas dieléctricos

Consideremos primero el caso de un capacitor de placas paralelas (despreciaremos
los efectos de borde). Para cargarlo iremos colocando poco a poco cargas libres positivas
en la placa positiva lo que inducira cargas de polarizacion en el material dieléctrico y a su
vez cargara negativamente la placa inferior.

Supongamos en un un instante intermedio del proceso de carga la diferencia de
potencial entre las placas es V. El diferencial de trabajo requerido para colocar un dife-
rencial de carga libre dqg es
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Notemos que V depende de la carga libre NV - q()/c
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recordando que la capacidad de un capacitor de caras paralelas relleno con un material
de permitividad € es
C- A

d

= ata del la placa

N> ae\mmc):?n et ploces

W= b d (sAle Qcc
ZA 2 CY?CYQ

\TA— —liVol ED

—

tenemos que

La expresion anterior nos sugiere que la energia de un sistema dieléctrico debe ser

W=é$ £ DJdU  (3)

Ahora que tenemos sabemos a qué debemos llegar procedamos a obtener (8) de una
forma mas general.

Lo primero que debemos notar es que cuando derivamos (7) para una distrubicién
continua de cargas no se tuvo en cuenta la energia que seria necesaria para polarizar
un material dieléctrico, por lo cual, dicha expresion no se puede extrapolar al caso de
interés.

Empecemos de nuevo y calculemos cual es el trabajo necesario para cargar un sistema
en presencia de un material dieléctrico con permitividad € aumentando poco a poco la
cantidad de carga libre (de hecho, la carga libre es la Unica sobre la que tenemos control)



Nuevamente consideremos un instante intermedio de carga en el cual ya exisge un
cierto campo eléctrico y un potencial V en el sistema. Entonces, el trabajo necesario
para aumentar la carga libre en una cantidad pequefa 6p es
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Recordando que
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como antes, utilizando el teorema de la divergenciayque E -- SV
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Si la distribucién de cargas y medio material esta localizada en el espacio podemos
considerar que la region de integraciéon es todo el espacio y podemos despreciar el
término de borde (asumiendo que los campos decaen lo suficientemente rapido en el
infinito)
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Formalmente, podemos obtener una expresion para el trabajo total
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La expresion (9) es completamente general ya que no hemos realizado ninguna supo-
sicion sobre el material (no impusimos ninguna relacién constitutiva).

Si consideramos que el material dieléctrico es lineal
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entonces

y obtenemos que

os intuido al considerar un capacitor relleno
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gue es justamente la expresidon gue habi.

con un material dieléctrico lineal.




