CLASE 5: DESARROLLO MULTIPOLAR DEL
POTENCIAL ELECTRICO.

8 de abril de 2021
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DESARROLLO MULTIPOLAR DEL POTENCIAL
ELECTRICO

Lejos de cualquier configuracidn, el potencial eléctrico se puede expresar:

thotal kﬁF
+ 4+ ..
GG

_ 1
donde k = Tneg Y C' es una constante,

Q1otal la carga total de la configuracion
P momento dipolar de la configuracién de cargas.

V(F)=C+ (1)
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DESARROLLO MULTIPOLAR DEL POTENCIAL
ELECTRICO
Lejos de cualquier configuracidn, el potencial eléctrico se puede expresar:

k'Qtotal kﬁF
+ (1)
GG

V() =C+

_ 1
donde k = Tneg Y C' es una constante,

Q1otal la carga total de la configuracion
P momento dipolar de la configuracién de cargas.

Para una distribucién de cargas puntuales:

Qtotal = Y _ G P=>qr (2)
7 Q
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DESARROLLO MULTIPOLAR DEL POTENCIAL
ELECTRICO

Para una distribucién continua de cargas:

Quotal = /V oAV P= /V p(P)FdV 3)
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DESARROLLO MULTIPOLAR DEL POTENCIAL
ELECTRICO

Para una distribucién continua de cargas:

Quotal = /V oAV P= /V p(P)FdV 3)

Qué ocurre si el origen de coordenadas se desplaza?, es decir 7 = 7+ a?

P - / (F)FdV
1%4
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DESARROLLO MULTIPOLAR DEL POTENCIAL
ELECTRICO

Para una distribucién continua de cargas:

Qmmzﬁmmw’ ﬁzﬂymmv 3)

Qué ocurre si el origen de coordenadas se desplaza?, es decir 7 = 7+ a?

-

P - /V p(F)FdV
= [ o
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DESARROLLO MULTIPOLAR DEL POTENCIAL

ELECTRICO

Para una distribucién continua de cargas:

Qtotal :/VP(F)dV

ﬁ:/pwmv
14

(3)

Qué ocurre si el origen de coordenadas se desplaza?, es decir 7 = 7+ a?
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DESARROLLO MULTIPOLAR DEL POTENCIAL
ELECTRICO

Para una distribucién continua de cargas:

QMMZAMWW’ ﬁzﬂymmv 3)

Qué ocurre si el origen de coordenadas se desplaza?, es decir 7 = 7+ a?

-

- /V p(F)FAT
= [ o

Z‘AMWMV+A2®5M’
= P+aQ (4)

El momento dipolar es independiente del sistema de coordenadas sélo en el

caso de que la carga total de la configuracién de cargas.sea nula.
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PROBLEMA 15

Enunciado: Como se ven de lejos las siguientes configuraciones de
carga?
Para ello, vamos
-3q a calcular primero el desarrollo multipolar

¢ del potencial que nos da la expresién
del mismo muy lejos de la configuracién
de cargas y luego derivando el potencial
ae VT_X_) ® d obtendremos el campo en el mismo limite.

El origen de coordenadas, lo situamos sobre la
recta que une la posicién de ambas cargas ¢ y equidistante de ambas

cargas.
La carga total es :
Qtotal = —q
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PROBLEMA 15

Vamos a calcular ahora el momento dipolar

3q desde el centro de coordenadas elegido:
°
d P = E qri
a i
9 @ ® d
| E—
d
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PROBLEMA 15

Vamos a calcular ahora el momento dipolar
3q desde el centro de coordenadas elegido:

)
d P = Zqzﬁ
a i
q Por el teorema de Pitagoras
® e 1 . . 2 2 d 2 . \/:):
R — inferimos d* = a® + (5)", es decir a = ;°d.
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PROBLEMA 15

.
-]

Fisica 3 (Practicas)

Vamos a calcular ahora el momento dipolar
desde el centro de coordenadas elegido:

P= Z Qi
i
Por el teorema de Pitagoras
inferimos d* = a? + (%)2, es decir a = 2.

5 d..d_. 3 .
P o= q(=5)t+q52+d(=30)9
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PROBLEMA 15

.
-]

Fisica 3 (Practicas)

Vamos a calcular ahora el momento dipolar
desde el centro de coordenadas elegido:

ﬁ:ZqZﬁ-
i

Por el teorema de Pitagoras
. . 2 .
inferimos d? = a? + (4)”, es decir a = @d.

~ d d V3
P = ¢-D)i+qsitrX2d(-39)9
4(—5) & +a5&+—5-d(=3¢)9
3v3
= 22047
5 q
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PROBLEMA 15

Vamos a calcular ahora el momento dipolar

-3q desde el centro de coordenadas elegido:
)
: F=Y
a i
q Por el teorema de Pitagoras
® e 1 . . 2 2 d 2 . \/:):
R — inferimos d* = a® + (5)", es decir a = ;°d.
d
- d d V3
P = ——) 7 — 2+ —d(-3q9) 7y
4(—5) & +a5&+—5-d(=3¢)9
3B
= 5 4aY
Ahora escribimos el potencial para puntos muy lejanos:
kq k2Bdqg.F
v =c- 4 T2 S0V
7] 7l
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PROBLEMA 15

El desarollo multipolar del potencial:

Vi) = - -2 27
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PROBLEMA 15

El desarollo multipolar del potencial:

kg k¥PdqyF
vie) = -2 P Aqyr
7] 71>
_ o ke E¥day
7] 713
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PROBLEMA 15

El desarollo multipolar del potencial:

kq k3PBdgyT
vie) = -2 27;””
|71 7]
_ o ka_ %
|71 713
Calculamos ahora el campo eléctrico recordando que E=-VV:
- av dv av
P oo (W, av. a4V,
(da:x+ dyy+ dzz)
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PROBLEMA 15

El desarollo multipolar del potencial:

kg k3Bdqyr
Vi) = C——= - —2 27+
|71 713
o_ka Ky
|71 713
Calculamos ahora el campo eléctrico recordando que E=-VV:
- av dv av
P oo (W, av. a4V,
(dxx+ dyy+ dzz)

Vamos a derivar respecto de cada coordenada por separado:

dv B kqx B N3kqdyzx
de (22 +y2+22)3/2 2 (22 + 92 + 22)5/2
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PROBLEMA 15

Recordando la expresion para el potencial:

kq k%dqy

Vv - - _
(7) (22 4+ 2 + 22)1/2 (22 4 42 + 22)3/2 T

Fisica 3 (Practicas) Clase 5 8 de abril de 2021 7/22



PROBLEMA 15

Recordando la expresion para el potencial:

kq k%dqy N
(22 + 12+ 2212 (22 + y2 + 22)3/2

v = -

Calculamos ahora E, y E.:

av kqy 3\/§kqu

E, = ——=
v dy (22 4 y2 + 22)3/2 2
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PROBLEMA 15

Recordando la expresion para el potencial:

kq k%dqy N
(22 + 12+ 2212 (22 + y2 + 22)3/2

v = -

Calculamos ahora E, y E.:

_dl _ kqy 3V3kqd %
dy - (x2+y2+22)3/2 2
(22 + 2 + 22)9/2 — Y3 (a® + 42 + 22)1 /22y
(12+y2+22)3

B, =
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PROBLEMA 15

Recordando la expresion para el potencial:

kq k%dqy

Vv - - _
(7) (22 4+ 2 + 22)1/2 (22 4 42 + 22)3/2 T

Calculamos ahora E, y E.:

Tdy (24 2+ 22)3/2 2
(x2+y2+22)3/2—y%(m2+y2+z2)1/22y
(22 + 2 + 22)3
o kqy 3\/§kqd[ 1 B 3y?
(22 + 42 + 22)3/2 9 (22 + 92 +22)3/2 (22 + y2 + 22)5/2

dv k 3V3kqd
B, - _ ay VBkad
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PROBLEMA 15

Recordando la expresion para el potencial:

kq k%dqy N
(22 + 12+ 2212 (22 + y2 + 22)3/2

v = -

Calculamos ahora E, y E.:

B AV _ kqy 3\/§kqu
v dy (x2+y2+z2)3/2 2
(22 +y2 + 2932 —y3 (a2 + 42 + 7)1/ 22y
(22 + 2 + 22)3
_ kqy 3vV3kqd [ 1 B 3y?
(22 + 42 + 22)3/2 2 (22 + 92 +22)3/2 (22 + y2 + 22)5/2
B - _dl:_ kqz _ 93kqdyz
# dz (22 492 +22)3/2 2 (22 +y2 4 22)5/2
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PROBLEMA 15

Finalmente obtenemos:

= kg  3V3kqdy 9V3kqdyr
E(r) =

T 2P
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PROBLEMA 15

Finalmente obtenemos:

=, kg  3vV3kqdy 9vV3kqdyF
E(r) =

T 2P

Veamos ahora como se escribe el momento dipolar P si situamos el origen

de coordenadas en la posicidn de la carga —3¢q. LLamaremos a este punto
O/

-3q I_, ﬁo/(’F) = Q(—*j - ayA) + Q(fi - ayA)

X
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PROBLEMA 15

Finalmente obtenemos:

=, kg  3vV3kqdy 9vV3kqdyF
E(r) =

T 2P

Veamos ahora como se escribe el momento dipolar P si situamos el origen

de coordenadas en la posicidn de la carga —3¢q. LLamaremos a este punto
O/

-3q I_, ﬁo/(’F) = Q(—*j_ayA)_FQ( iﬂ_ayA)

X

N
|

= —2qay
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PROBLEMA 15

Finalmente obtenemos:

=, kg  3vV3kqdy 9vV3kqdyF
E(r) =

T 2P

Veamos ahora como se escribe el momento dipolar P si situamos el origen

de coordenadas en la posicidn de la carga —3¢q. LLamaremos a este punto
O/

y
. d . . d . .
% I—> Po(r) = q(=5& —af) +a(52 —ag)
. = —2qay
= —qV3dj
9 e 1 _
- Podemos comparar este ultimo resultado
d con el célculo anterior del momento dipolar

desde otro origen de coordenadas: P= —Nqud?)
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8 de abril de 2021

EJERCICIO 15

configuracién de cargas y en la figura de la derecha se muestran las lineas

En la figura de la izquierda se ven las lineas de campo cerca de la
de campo lejos de la configuracién de cargas.

Clase 5
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PROBLEMA 15

Veamos ahora la siguiente configuracién de cargas:

9 e

En este caso Qiota1 = 0. Veamos ahora P.

o d d V3

T,

-, . N 3 .
P = Q(_*)DH‘(J?T Td(—mﬁy

2
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PROBLEMA 15

Veamos ahora la siguiente configuracién de cargas:

En este caso Qiota1 = 0. Veamos ahora P.

.2q
o 3 d . d. V3 X
P = Q(_§)ﬂf+q§$+7d(—20)y
= —V3dqj
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PROBLEMA 15

Veamos ahora la siguiente configuracién de cargas:

En este caso Qiota1 = 0. Veamos ahora P.

.2q
° . d d V3
= =i+ ¢%i+ Y2a(=29)9
P a(—35) @ +a58+ d(—29)9
= —V3dqy
y
) L—> e d Entonces escribimos el potencial V(7):
k\/gdqﬁ.f’
Vi) = C———3—
(7) m:& +
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PROBLEMA 15

Veamos ahora la siguiente configuracién de cargas:

En este caso Qiota1 = 0. Veamos ahora P.

.2q
° . d.. d. V3 .
P = q(—§)x+q§$+7d(_2‘1)y
= —V3dqy
y
) L—> e d Entonces escribimos el potencial V(7):
k\/gdq@.f’
Vi) = C———3—
(7) m:& +
k\/gdqy
= -2Y1tg .
G
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PROBLEMA 15

k\3dqy
(22 + y2 + 22)3/2
Calculamos ahora el campo eléctrico
av. 3vV3kqdyx

Cdr (224 g2+ 22

V() = C-—

E, =
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PROBLEMA 15

k+/3d
V(i) = C-— V3day
(22 + y2 + 22)3/2
Calculamos ahora el campo eléctrico
e _ AV _  3/3kgdye
T de (22492 4 22)5/2
B, — av

——— =V3kqdx
dy

(22 +y% + 22)3
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PROBLEMA 15

k+/3d
V(i) = C-— V3day
(22 + y2 + 22)3/2
Calculamos ahora el campo eléctrico
e _ AV _  3/3kgdye
T de (22492 4 22)5/2
B, — av

——— =V3kqdx
dy

(22 4+ y% + 22)3

1 3y
= V3kad _
q (.’E2 +y2 +22)3/2

($2+y2+22)5/2:|
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PROBLEMA 15

k\3dqy
(22 + 32 + 22)3/2

V() = C-—

Calculamos ahora el campo eléctrico

E, =

E, =

E. =

Fisica 3 (Practicas)

av 3vV3kqdyx
de (224 y? + 22)5/2
—ﬂ:\@kqu
dy

(22 +y% + 22)3

1 3y
3kqd —
f q |:(x2+y2+z2)3/2 ($2+y2+22)5/2:|
_g__ 3V3kqdy=z
dz (22 +y2 4 22)5/2
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PROBLEMA 15
Finalmente obtenemos

B(#) = vV3kqd [myg _ ?175?]
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PROBLEMA 15

Finalmente obtenemos

oo i 3yr
E() =vV3kqd| =5 — ==
= VBrad g~ o]
Veamos ahora las lineas de campo: lzquierda: cerca de la configuracién de
cargas; Derecha: lejos de la configuracién de cargas.

SR
>3

N

\
|

/ /o
{ (’ it
A 1\ i i
Lo
NA LT
WY b ; i
‘ A
NS
e ===
AR N
// Y N
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configuraciones de cargas estudiadas en esta clase. Izquierda: carga

Comparacién de las lineas de campo vistas desde lejos de las dos
negativa = —3¢, Derecha: carga negativa

PROBLEMA 15

—2q.

B Oon NS

campo de un dipolo, es decir una carga con positiva y una carga-negativa

En la figura derecha se puede ver que muy lejos, el campo es igual al

13/22

8 de abril de 2021
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PROBLEMA 15

Veamos ahora la siguiente configuracién de cargas:
En este caso : Qiotal =0y

d
—t ﬁ:q(—g)mrq%:o
q 2q q 2 2
° ° °
*d—*
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PROBLEMA 15

Veamos ahora la siguiente configuracién de cargas:
En este caso : Qiotal =0y

‘ d d
— B _ ., (_"\a half
a 2 . P =q( 2):1:—|—q2x 0
[ ] -
N d En este caso tanto () como P son nulos,
d

como se escribird el potencial? Recuerden que
estamos escribiendo el desarrollo multipolar
del potencial, el primer término depende de la distancia al origen de

coordenadas como Q , el segundo término va como 5. Que dependencia
con r tendra el préX|mo término del desarrolo multlpolar?
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PROBLEMA 15

Veamos ahora la siguiente configuracién de cargas:
En este caso : Qiotal =0y

‘ d d
— B _ ., (_"\a half
a 2 . P =q( 2):1:—|—q2x 0
[ ] -
N d En este caso tanto () como P son nulos,
d

como se escribird el potencial? Recuerden que
estamos escribiendo el desarrollo multipolar

del potencial, el primer término depende de la distancia al origen de
Q

coordenadas como ¥, el segundo término va como ='. Que dependencia
con r tendra el préX|mo término del desarrolo multlpolar?
K
V(r) ~ 3
,

y la constante K serd el médulo del momento cuadripolar y lo van a

estudiar en Fisica Teorica 1.
Clase 5 8 de abril de 2021  14/22



PROBLEMA 15

Veamos ahora las lineas de campo: lzquierda: cerca de la configuracién de

cargas; Derecha: lejos de la configuracién de cargas.

P \\ s
NI
7=\
N\ )
~SSNWGY) 2227

AT AEZR AN
\\\ﬂ\ f m.m n,/.w\»\\ 7///,,(\,\\%/\. J/M/g
SIS
/Wf/f\\\x\\w\\;/////ﬂﬂm‘\m\
=N\
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EJERCICIO

Calcular la carga y el momento dipolar de la configuracién de cargas de la
figura:

2a X
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EJERCICIO

Calcular la carga y el momento dipolar de la configuracién de cargas de la

figura:

2a

2a

Fisica 3 (Practicas)

Q=

Clase 5

Calculamos primero la carga total:

(=AN)dx =0

8 de abril de 2021
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EJERCICIO

Calcular la carga y el momento dipolar de la configuracién de cargas de la

figura:
Calculamos primero la carga total:
2 a a
A Q= Adx + / (=\)dx =0 (5)
- —a —a
2a x . Ahora calculamos el momento dipolar P:
S P = / A dl!
A
2

16 /22
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EJERCICIO

Calcular la carga y el momento dipolar de la configuracién de cargas de la
figura:
Calculamos primero la carga total:

_z A Q= a)\dx+/a(—)\)dx:0 (5)
2a x . Ahora calculamos el momento dipolar P:
— P = / Ardl’
A
— = ’ AMz,0,a)dx + /‘1 (=M\)(z,0,—a)dz
2a —a —a
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EJERCICIO

Calcular la carga y el momento dipolar de la configuracién de cargas de la

figura:

2a

X

2a

Fisica 3 (Practicas)

Calculamos primero la carga total:
a a
Q= Az + / (=N)dz =0 (5)
—a —a
Ahora calculamos el momento dipolar P:

P = / e dl!

a a

= )\(.T,O,a)d$—|—/ (=A)(z,0, —a)dx

. .
2 2
= AG12,,0,20%) = A%, 0,—20%)
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EJERCICIO

Calcular la carga y el momento dipolar de la configuracién de cargas de la
figura:
Calculamos primero la carga total:

A Q= Adx + / (=\)dx =0 (5)
2a x . Ahora calculamos el momento dipolar P:

P = / e dl!
A

a a

= )\(.T,O,a)d$—|—/ (=A)(z,0, —a)dx

|
2a —a —a
1'2 ;1;‘2
= MG |%,0,20%) = M |%4,0, ~207)

= X(0,0,4a?) = 4)a?2
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EJERCICIO PARA HACER EN CASA

Se tiene una superficie formada por dos placas semicirculares (una de radio
a y otra de radio b, b > a), cargadas con densidad superficial 0 y —o

respectivamente como se muestra en la figura. Calcular la carga vy el
momento dipolar:

=] 5 E DAC
8 de abril de 2021 17 /22
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PROBLEMA 12

Utilizando un razonamiento similar al del Problema 10 (b), obtenga el
campo eléctrico sobre el eje de un anillo de radio a, cargado
uniformemente con densidad A, partiendo del resultado para la corona

circular. Recordemos que:

oz 1 1

OO = Va2 v 2l ”

=5
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PROBLEMA 12

Utilizando un razonamiento similar al del Problema 10 (b), obtenga el

campo eléctrico sobre el eje de un anillo de radio a, cargado
uniformemente con densidad A, partiendo del resultado para la corona

circular. Recordemos que:

oz 1 1

OO = Va2 v 2l ”

@@ El [imite que nos interesa es:
limp—y4,05000(b —a) = A

8 de abril de 2021 18 /22
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PROBLEMA 12

Utilizando un razonamiento similar al del Problema 10 (b), obtenga el
campo eléctrico sobre el eje de un anillo de radio a, cargado
uniformemente con densidad A, partiendo del resultado para la corona

circular. Recordemos que:

oz 1 1

TGO ‘/CLQ-FZQ N ‘/b2+2:2

@@ El [imite que nos interesa es:
limp—y4,05000(b —a) = A

Primero vamos
a reescribir unos de los términos anteriores;

1 1

Vb2 + 22 \/ (a+( 2422
Clase 5 8 de abril de 2021  18/22
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PARENTESIS MATEMATICO

Recordemos el desarrollo en serie de Taylor para una funcién f(x)
alrededor de un punto xzg

#(0)
2

f/// (:L,O)

f@) = flzo) + f'(xo) (2 — w0) + (z = 20)” + =~ (@ — o)+

donde x — xg es una cantidad pequena.
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PARENTESIS MATEMATICO

Recordemos el desarrollo en serie de Taylor para una funcién f(x)
alrededor de un punto xzg

#(0)
2

f/// (xo)

f@) = flzo) + f'(xo) (2 — w0) + (z = 20)” + =~ (@ — o)+

donde  — x¢ es una cantidad pequeia. Para el problema que estamos
estudiando queremos desarrollar:

1
Vie+(b—a)?+22

alrededor de a con b — a una cantidad pequeiia.
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PARENTESIS MATEMATICO

Recordemos el desarrollo en serie de Taylor para una funcién f(x)
alrededor de un punto xzg

#(0)
2

f/// (-/I:O)

f@) = flzo) + f'(xo) (2 — w0) + (z = 20)” + =~ (@ — o)+

donde  — x¢ es una cantidad pequeia. Para el problema que estamos
estudiando queremos desarrollar:

1
Vie+(b—a)?+22

alrededor de a con b — a una cantidad pequeia. Podemos identificar:

1

10 = res s
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PROBLEMA12

Calculamos las derivadas y evaluamos en zg = a

1 1
= e o= Vo=

x

@) = ~ag e @) ==
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PROBLEMA12

Calculamos las derivadas y evaluamos en zg = a

1 1
W = o= v
M) = — s fla)= -5

(22 + z2)3/2
De esta manera:

1
Via+(b—a))?+22

2
&H
&
+
=
=
—~

[yl
|
s
S—

2
—~
S
|
S
~
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Finalmente recordando la expresién del campo eléctrico de la corona
circular:

= oz 1 1
E0,0,2) = — — z
( ) 260 [ Va2 +22 Vb2 + 22
Y usando la aproximacién:
1 1 a (® )
~ — —a
Via+(b—a)?+22 VaZ+ 22 (a? + 22)3/2
obtenemos:
= oz 1 1
E0,0,z) = — — Z
0.0.2) 2€0 [\/aQJrz? \/bQJer}

12
|

Uz[ 1 1 a(b — a) ]Z

- +
\/aQ + 22 \/(12 + 22 ((12 + 22)3/2
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12

oz 1 1 a(b—a) .
2¢ [\/a2+z2 Va2 (a2+22)3/2] ’
oz a(lb—a)

12
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PROBLEMA 12

Ahora vamos a tomar el limite cuando b — a (o lo que es lo mismo

b—a—0)y o — oo de manera tal que A = o(b — a) del campo eléctrico
de la corona:

q b—
£(0,0,2) oz alb—a)

260 (@ + )2

hmb%a,o%oo

Aaz .
_ 3
2¢0(a? + 22)3/2

12
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