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1. Introduccion

1. INTRODUCCION

La Termodinamica es el estudio de las propiedades de sistemas de gran escala en equilibrio en
las que la temperatura es una variable importante.

Varios términos que hemos usado aqui: sistemas, equilibrio y temperatura seran definidos rigu-
rosamente mas adelante, pero mientras tanto bastara con su significado habitual.

En la Termodinamica hay dos leyes basicas, y ambas se pueden enunciar de modo de negar la
posibilidad de ciertos procesos.

La Primera Ley establece que es imposible un proceso ciclico en el cual una maquina produzca
trabajo sin que tenga lugar otro efecto externo, es decir niega la posibilidad de lo que se suele
llamar “maquina de movimiento perpetuo de primera especie”.

La Segunda Ley no se puede enunciar de modo tan preciso como la primera sin una discusion
previa. Sin embargo, hecha la salvedad que ciertas definiciones se deben dar todavia, podemos
decir que la Segunda Ley establece que es imposible un proceso ciclico en el cual una maquina
realice trabajo intercambiando calor con una Unica fuente térmica. Una tal maquina (inexistente)
seria una “maquina de movimiento perpetuo de segunda especie”.

Por ahora ninguna de estas formulaciones tiene una forma util, y las trataremos en detalle sola-
mente después de haber presentado las definiciones rigurosas de los conceptos necesarios.

Un problema tipico entre aquellos que se tratan en Termodindmica consiste en calcular un con-
junto de propiedades de un sistema a partir de otro conjunto de propiedades, y como consecuen-
cia de la imposibilidad de los procesos de movimiento perpetuo que acabamos de mencionar.
Muy raramente se resuelven estos problemas mediante el método (directo pero engorroso) de
construir mentalmente hipotéticas maquinas de movimiento perpetuo. En cambio se suelen usar
procedimientos matematicos abstractos que se obtienen de una vez por todas y luego se utilizan
para resolver los problemas. Estos procedimientos indirectos son muy eficientes, pero no hay
que olvidar que su fundamento reside en las dos leyes basicas.

La Termodinamica se ocupa de estudiar procesos y propiedades macroscopicas de la materia y
no contiene ninguna teoria de la materia. Por lo tanto no nos dice nada acerca de la estructura de
la materia. Como las variables con la cuales se trabaja son siempre macroscopicas, no es posible
obtener de la Termodinamica la informacion de escala microscépica acerca del sistema, ya sea
en lo referente a su estructura como a sus procesos internos. Si bien ésta es una limitacidon, en
compensacion significa que la Termodinamica tiene gran generalidad.

El hecho de evitar deliberadamente toda referencia a la estructura de la materia confiere a la
Termodindmica clasica una austeridad que a primera vista puede parecer poco agradable. Pero
este enfoque tiene la virtud de poner en evidencia precisamente aquellas partes de una teoria fi-
sica que no dependen de teorias particulares de la materia. Por esto la Termodindmica tiene un
aspecto muy practico, puesto que se la puede aplicar con toda confianza a sistema que son dema-
siado complicados para ser analizados mediante otras teorias. Cuando estudiemos la Termodi-
namica Estadistica mostraremos como se pueden relacionar las propiedades a escala microsco-
pica del sistema con propiedades macroscopicas que estudia la Termodinamica clasica.
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2. DEFINICIONES Y CONCEPTOS BASICOS

La Termodinamica se origind en consideraciones acerca de calor y temperatura, y emplea térmi-
nos y conceptos del lenguaje corriente. Sin embargo esas mismas palabras y conceptos, cuando
se usan en Termodinadmica son abstracciones de los conceptos ordinarios y tienen significados
bien precisos que pueden diferir del uso comun. Por eso hace falta introducir algunas definicio-
nes y conceptos basicos, de los cuales quizas el mas fundamental es el de equilibrio.

Sistema

Un sistema es aquella particular porcion del universo en la cual estamos interesados. Tipicos
sistemas termodinamicos pueden ser: una cierta cantidad de gas, un liquido y su vapor, una mez-
cla de dos liquidos, una solucién, un sélido cristalino, etc..

Ambiente

Todo lo que se encuentra en el universo, con excepcion del sistema, se denomina ambiente.

Limite

Un limite es toda pared, contorno o borde real o ideal que separa el sistema del ambiente. En
Termodinamica se supone que el limite de un sistema es una superficie matematica, a la que
atribuimos ciertas propiedades ideales como rigidez, impermeabilidad y otras que describiremos
mas adelante. Los limites reales tan s6lo se aproximan a las propiedades de los limites ideales de
la Termodinamica. Un sistema se dice cerrado cuando esta rodeado por un limite impermeable a
la materia, y abierto cuando estd rodeado por un limite permeable.

Variables termodinamicas

Las variables termodinamicas son las magnitudes que estimamos necesario o conveniente espe-
cificar para dar una descripciéon macroscdpica del sistema. La mayoria de esas magnitudes pro-
vienen de otras ramas de la fisica. Por ejemplo la presion proviene de la Mecanica, las intensi-
dades de campo eléctrico y magnético del Electromagnetismo, etc.. Por consiguiente no pode-
mos dar una definicion completa y detallada del concepto de variable termodindamica, y por
ahora nos tenemos que conformar con algunos ejemplos.

Para un sistema que consiste de un gas o un liquido, o una mezcla de diferentes gases o liquidos,
las variables termodindmicas son: las masas de las diferentes sustancias presentes, la presion, el
volumen y la temperatura. En un sistema en que se consideran superficies o peliculas liquidas,
las variables correspondientes son la tension superficial, el area superficial y la temperatura. El
estudio termodindmico de un sistema magnético incluiria probablemente como variables la in-
tensidad del campo magnético, la magnetizacion de la materia del sistema y la femperatura.

En estos ejemplos dimos s6lo tres variables (ademas de la masa) para cada sistema, pero puede
haber mas. En todos esos grupos de variables la tnica en comun es la temperatura, que luego
estudiaremos en detalle. Las demas provienen de ramas de la fisica ajenas a la Termodinamica.

Estado del sistema

Cuando se han especificado las variables necesarias para describir al sistema se dice que se ha
especificado el estado del sistema. La especificacion del estado de un sistema no nos da ninguna
informacion acerca de los procesos mediante los cuales el sistema fue llevado a dicho estado.
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Equilibrio

Este es un concepto fundamental de la Termodinamica. La idea bésica es que las variables que
describen un sistema que esta en equilibrio no cambian con el tiempo. Pero esta nocién no es
suficiente para definir el equilibrio, puesto que no excluye a procesos estacionarios (principal-
mente varios procesos en que hay flujos) que no se pueden abordar con los métodos de la Ter-
modinamica clésica. En los procesos estacionarios debe haber continuamente cambios en el am-
biente para mantener constantes los valores de las variables del sistema. Para excluirlos se usa
entonces una definicidon mas restrictiva: un sistema esta en equilibrio si, y solo si, esta en un es-
tado desde el cual no es posible ningun cambio sin que haya cambios netos en el ambiente. La
Termodinamica clasica se ocupa solamente de sistemas en equilibrio. Veremos mas adelante
como se pueden tratar sistemas fuera del equilibrio.

El equilibrio es una abstraccion pues los sistemas reales no estan nunca en estricto equilibrio.
Pero siempre y cuando las variables que describen al sistema y al ambiente que interactua con él
no varien apreciablemente en la escala de tiempo de nuestras mediciones, se puede considerar
que el sistema esta en equilibrio y aplicarle las consideraciones termodindmicas pertinentes.

Se debe notar que un sistema puede estar en equilibrio con respecto de ciertas variables, pero no
con respecto de otras. Por ejemplo, si mezclamos hidrégeno y oxigeno gaseosos a temperatura
ambiente, la mezcla no queda en equilibrio respecto de la composicion quimica (pues a tempe-
ratura ambiente, la reaccion de formacion de agua 2H, + O, <= 2H,0 se produce con extrema
lentitud) aunque casi de inmediato queda en equilibrio respecto de la presion, el volumen y la
temperatura.

Limite adiabatico

Se dice que un limite es adiabdtico cuando el estado del sistema se puede cambiar inicamente
moviendo el limite o bien colocando al sistema en un campo de fuerzas exteriores (por ejemplo
campos eléctricos, magnéticos o gravitacionales). Esta nocion sera crucial en nuestra proxima
formulacion de la Primera Ley. A veces se suele definir el limite adiabatico como aquél que es
impermeable al flujo de calor. Ambas definiciones son a la postre equivalentes, pero preferimos
la primera porque es muy dificil dar a priori una definicion precisa del concepto de calor. Es
mejor que la definicion de calor dependa de la presente definicion de limite adiabatico que no a
la inversa.

Noétese que el movimiento que mencionamos en nuestra definicion incluye también movimientos
tangenciales y de corte. La eleccion de la pared no siempre es trivial. Sea, por ejemplo, una
rueda con paletas que esta agitando a un fluido (que es el sistema que estamos considerando); en
este caso puede convenir elegir el limite en la superficie de las paletas, porque de esta forma
podemos considerar a la agitacion como resultado del movimiento del limite.

Limite diatérmico

Se dice que un limite es diatérmico cuando permite que el estado del sistema se modifique sin
que haya movimiento del limite. La manera usual de definirlo es que un limite es diatérmico
cuando permite el flujo de calor a través de él. De nuevo, preferimos evitar esta segunda defini-
cion debido a la dificultad de definir calor.

Las definiciones y conceptos precedentes son fundamentales para nuestra formulacion de la ter-
modinamica. A continuaciéon daremos algunas definiciones no tan basicas, pero importantes en
muchas aplicaciones.



2. Definiciones y conceptos basicos

Sistema homogéneo

Un sistema se dice homogéneo cuando (en ausencia de fuerzas exteriores) sus variables termodi-
namicas son constantes a través de todo el sistema. Si hay campos de fuerzas, esta definicion se
puede ampliar admitiendo que las variables pueden variar de un punto a otro del sistema, siem-
pre y cuando esas variaciones sean continuas. Por ejemplo, una columna de gas en un campo
gravitacional se puede considerar homogénea aunque su densidad no sea uniforme.

Sistema heterogéneo

Un sistema en el cual las variables termodinamicas varian de un lugar a otro en forma disconti-
nua se dice que es heterogéneo. Por ejemplo, un sistema constituido por hielo y agua en equili-
brio es heterogéneo. Las discontinuidades se producen en las interfases sélido-liquido.

Fase

Muchas veces conviene dividir un sistema heterogéneo en subsistemas, llamados fases, imagi-
nando nuevos limites en los lugares donde ocurren las discontinuidades. En consecuencia, una
fase es un subsistema homogéneo. No es necesario que todas las partes de una fase sean adya-
centes. Por ejemplo, un sistema que consiste de hielo y agua se considera un sistema de dos fa-
ses, sea que el hielo esté en un nico trozo o dividido en varios fragmentos.

Ecuacion de estado

Se denomina ecuacién de estado a una relacion entre las variables presion, volumen, temperatura
y cantidad de materia del sistema. Para un sistema formado por una unica fase, debido a la ecua-
cion de estado, de las tres variables (presion, volumen y temperatura) solamente dos se pueden
elegir arbitrariamente. La tercera esta determinada por la naturaleza del medio, y la ecuacion de
estado describe este hecho. La ecuacion de estado se puede o no expresar mediante una formula
analitica, y proviene siempre de los experimentos o de una teoria de la materia. De ningun modo
se puede considerar que surge de la Termodinamica.
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3. LA TEMPERATURA

Del punto de vista historico, los conceptos de calor y temperatura estan a la base de la Termodi-
namica, pero aqui daremos una presentacion algo diferente. En nuestro tratamiento, el calor tiene
un rol subordinado y es una magnitud que se deriva de otras debido a las dificultades logicas que
aparecen si intentamos definirlo a priori. La temperatura, en cambio, sigue jugando un rol pri-
mario.

Corresponde mencionar que también se puede dar un rol subordinado a la temperatura y obte-
nerla a partir de la Segunda Ley (enunciada de manera conveniente). A veces se prefiere intro-
ducir la temperatura de esa manera porque ese enfoque es muy elegante y de gran sencillez 16-
gica, pero ésto se consigue al precio de una mayor abstraccion que preferimos evitar ahora.

Aqui vamos a suponer que todos tenemos familiaridad con la nocién primitiva de temperatura,
en el sentido de las cualidades de “frio” o “caliente” que atribuimos a los cuerpos. El refina-
miento y la extension de esta nocion primitiva, hasta el punto que permita asignar valores numé-
ricos a las temperaturas de los cuerpos, depende de varios hechos experimentales sobre los cua-
les se basa el funcionamiento de instrumentos (llamados fermometros) que sirven para medir
temperaturas.

Fundamentos experimentales de las mediciones de temperatura

Es un hecho conocido que varias propiedades fisicas de los cuerpos cambian con la temperatura.
Por ejemplo, los gases, liquidos y sélidos se expanden y se contraen a medida que su tem-
peratura aumenta o disminuye, si la presion se mantiene constante. Las variaciones de tempe-
ratura producen también cambios de otras propiedades, tales como la resistividad eléctrica de los
materiales o la fuerza electromotriz entre materiales disimiles, etc.. Dichas propiedades, que se
encuentran entre aquellas que se aprovechan para disenar termometros, se denominan propieda-
des termoscopicas o termométricas.

El segundo hecho experimental es que existe el equilibrio térmico. Esto se puede describir di-
ciendo que cuando se pone en contacto térmico a dos sistemas (o sea, se los separa mediante un
limite diatérmico) y se los separa del ambiente mediante una pared adiabatica, las variables ter-
modindmicas de ambos sistemas pueden cambiar con el tiempo, pero esos cambios eventual-
mente concluyen y cada sistema queda en equilibrio. Cuando esto ha ocurrido, los dos sistemas
estan en equilibrio térmico el uno con el otro. Por ejemplo, si introducimos un termémetro de
mercurio en vidrio en un recipiente que contiene agua caliente, el mercurio se expande, con ra-
pidez al principio y luego mas y mas lentamente hasta que su expansion se detiene por completo.
En ese momento el termometro y el agua han llegado a estar en equilibrio térmico entre si.

El tercer hecho experimental es que si tenemos dos sistemas 4 y B que estan en equilibrio tér-
mico entre si, y si el sistema A4 estd también en equilibrio térmico con un tercer sistema C, en-
tonces B también esta en equilibrio térmico con C. Esta propiedad transitiva del equilibrio tér-
mico es necesaria para que tenga sentido asignar valores numéricos a la temperatura. En efecto,
st Ty=Tp y T, =1, entonces debe ser I~ = T si se quiere que los niimeros tengan sentido.
Este ultimo hecho se denomina a veces la Ley Cero de la Termodinamica.

Los tres hechos mencionados bastan para que se pueda establecer una escala termométrica (en
realidad, muchas escalas termométricas). Para ser concretos, recordemos el procedimiento para
calibrar un termometro de mercurio en vidrio. Primero se coloca el termémetro en un bafio de
hielo fundente y se toma una lectura luego de que se ha alcanzado el equilibrio térmico. A conti-
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nuacion se coloca el termémetro en vapor de agua en ebullicion y se toma otra lectura cuando se
alcanz¢ el equilibrio térmico. Si se desea una escala centigrada, se denomina 0 °C a la tempera-
tura del punto de hielo y 100 °C a la temperatura del punto de vapor. Para asignar valores a las
temperaturas comprendidas entre esos dos puntos fijos se hace una interpolacion lineal a lo largo
del capilar del termémetro. La escala asi definida' se podria denominar “escala termométrica
centigrada (o Celsius) elemental del mercurio en vidrio”. Recapitulando, las convenciones o
elecciones que usamos para establecer la escala que acabamos de describir son las siguientes:
* la eleccion de la propiedad termomeétrica,
* la eleccion del sistema termométrico y el disefio del termémetro,
* la eleccion de los puntos fijos,
* la eleccion de los numeros que se han de asignar a las temperaturas de los puntos fijos,
* Jla eleccion de la regla de interpolacién entre los puntos fijos (que podria ser lineal, cuadra-
tica, logaritmica, etc.).
Es importante comprender que todas estas elecciones son arbitrarias.
Supongamos ahora que establecemos otra escala termométrica usando una bobina de alambre
como sistema termométrico y aprovechando la resistencia eléctrica del alambre como propiedad
termométrica. Supongamos que calibramos este nuevo termometro de modo analogo al que des-
cribimos antes, usando los mismos puntos fijos. Esta claro que las temperaturas indicadas por el
termometro de resistencia y por el termometro de mercurio en vidrio coincidiran por definicion
en los puntos fijos. Pero las lecturas de los termometros no necesariamente coincidirdn para las
temperaturas intermedias. Por ejemplo, la marca correspondiente a 50 “C del termometro de
mercurio estd exactamente a mitad camino entre los dos puntos de calibracion (porque especifi-
camos interpolacion lineal). Pero el termometro de resistencia en equilibrio térmico con el de
mercurio en vidrio a 50 °C (sobre la escala de este ultimo) no necesariamente indicara también
50 °C en su propia escala, ya que la variacion de su resistencia desde el valor que tiene a 0 °C no
tiene porqué ser exactamente la mitad de la variacion entre 0 °C y 100 °C. En otras palabras, las
diferentes propiedades termométricas pueden variar de manera diferente con la temperatura.
Decir que un “buen termdémetro” deberia tener una escala lineal no tiene aqui ningun sentido
porque no podemos establecer un patrén absoluto de temperatura en base a las definiciones y
hechos usados hasta ahora. Cada escala termométrica que construyamos estara definida en tér-
minos de las propiedades termométricas del material del cual esta hecho el termometro.
Lo unico en lo cual deben coincidir todas las posibles escalas arbitrarias de temperatura es el or-
denamiento de las temperaturas. Esto es, las diferentes escalas deben todas concordar en indicar

"' Asi procedié Anders Celsius en 1742, cuando introdujo la escala de temperatura que usamos corrientemente.
Cabe sefalar, sin embargo, que la definicion moderna de la escala Celsius es diferente. Actualmente la temperatura
en grados Celsius se define como T(°C) = T(°K) + 273.16. En esta formula T(°K) es la temperatura termodindmica
en grados Kelvin, cuya definicion daremos en el Capitulo 5. Algunos afios antes que Celsius, Daniel G. Fahrenheit
(quien fue el inventor del termdémetro de alcohol en 1709 y del de mercurio en 1714) introdujo la escala de
temperatura que lleva su nombre. Originalmente, definié como 0 °F (grados Fahrenheit) la temperatura de fusion
mas baja que se pudiera conseguir de una mezcla de hielo y sal comtn, y como 100 °F la temperatura normal del
cuerpo humano. En este sentido se puede decir que la escala Fahrenheit es también una escala centigrada, pues el
intervalo entre los puntos fijos se divide en 100 partes. Puesto que la definicién original de los puntos fijos de
Fahrenheit es ambigua, actualmente esa escala se define como T(°F) = (9/5)T(°C) + 32, de modo que 32 °F

corresponden a 0 °Cy 212 °F equivalen a 100 °C.
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que un dado cuerpo esta “mas caliente” o “mas frio”” que otro, si queremos respetar nuestra no-
cion primitiva de temperatura. Esto se puede controlar inicamente comparando entre si gran
numero de posibles escalas de temperaturas y descartando como inadecuadas aquellas pocas que
violaran este criterio de ordenamiento. Por ejemplo, el agua tiene una densidad maxima (minimo
volumen especifico) cerca de 4 °C y por lo tanto su volumen no se puede usar como base de una
escala termométrica que incluya ese rango.

Veremos que la Segunda Ley permite dar una definicién absoluta de temperatura sin hacer refe-
rencia a las propiedades de ninguna sustancia material. Pero nos conviene (aunque no es indis-
pensable) usar el concepto de temperatura para discutir la Segunda Ley y por eso hemos comen-
zado nuestro analisis con la descripcion de las escalas arbitrarias de temperatura. Otro motivo
para hacerlo es que las escalas empiricas se usan mucho en la practica. Usando la misma escala
arbitraria, dos experimentadores pueden determinar si es cierto o no que las medidas de uno de
ellos se realizaron a la misma temperatura que las del otro, aunque ninguno de los dos puede de-
cir en sentido absoluto en cuanto difieren dos temperaturas distintas.

El termometro de gas ideal

Entre todos los posibles termometros hay uno que no mencionamos aun, que tiene caracteristicas
especiales. Se trata del termometro de gas®. Se encuentra experimentalmente que todos los gases,
a baja presion y lejos de la region de la linea de condensacion, se comportan de la misma manera
en lo que se refiere al efecto de la temperatura (siempre y cuando no tengan lugar reacciones
quimicas). Si se usa como propiedad termométrica el producto p¥ de la presion por el volumen
de una masa fija de gas, se encuentra que cuando se usan diferentes gases aparecen solamente
diferencias muy pequefias entre las temperaturas indicadas (en la practica no se suele usar el pro-
ducto pV: o se mantiene constante }J'y se usa p como propiedad termométrica, o viceversa). Por
ejemplo, un termoémetro de hidrégeno y uno de nitrégeno a (aproximadamente) 1 Atm de pre-
sion, calibrados de la manera antes relatada, concuerdan entre si dentro de un margen de 0.02 °C
en todo el intervalo de 0 a 100 °C. Esto es ciertamente util del punto de vista practico, pero la
verdadera importancia del termometro de gas se debe a que se puede demostrar (ver el Capitulo
7) que las mediciones que con ¢l se efectian, cuando se las extrapola al limite de muy bajas pre-
siones, dan una realizacion experimental de la temperatura termodinamica absoluta definida en

base a la Segunda Ley.
La escala de temperatura de un gas ideal se puede definir por la relacion
lim , ) _ 0 (3.1)
(pV). 6,

donde (pV)y (pV), se refieren a la misma masa de gas a dos diferentes temperaturas, 0 y 0,,
una de las cuales ha sido elegida arbitrariamente como punto fijo o punto de referencia. El pri-
mer miembro de la ecuacidon contiene variables que se pueden medir directamente y da un co-

? La idea del termémetro de gas se remonta a Galileo Galilei, quien en 1592 construy6 un instrumento para medir la
temperatura. Consistia en un recipiente cerrado que contenia aire, y que estaba unido a un largo tubo curvo
parcialmente lleno de liquido, de modo que la expansion térmica del aire cambiaba el nivel del liquido del tubo;
midiendo ese cambio se determinaba la temperatura. Este principio general se fue perfeccionando a lo largo de los

afos hasta llegar al actual termémetro de gas.
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ciente numérico bien definido. Por lo tanto, si asignamos un niamero a 6,., queda determinado 6.
Luego todas las temperaturas de la escala quedan determinadas asignando un unico nimero.

Es conveniente desarrollar algo mas las consecuencias de la férmula (3.1) y obtener una ecua-
cion de estado para un gas ideal. Se encuentra experimentalmente que, a temperatura constante,
el producto (p)V’) es (en el limite p — 0) proporcional a la masa m del gas. Podemos entonces
definir una constante K como:

K =tlim,_, 2 (3.2)

p—0
mo,

y en dicho limite podemos escribir la (3.1) en la forma:

pV =mK6 (3.3)

Aqui, si expresamos m en unidades de masa (por ej. gramos), K tiene un valor diferente para
cada gas. Podemos conseguir que la constante que figura en (3.3) sea la misma para todos los
gases (esto es, sea una constante universal) definiendo una nueva unidad de masa llamada el
mol. Por definicion, 1 mol de un gas es aquella masa del gas que tiene el mismo valor de (pV)
que el que tienen 32000 g de oxigeno ordinario, a la misma temperatura y para p — 0. La ecua-
cion de estado de un gas ideal se puede entonces escribir finalmente en la forma

pV =nR (3.4)

donde 7 es el numero de moles del gas y R es la constante universal de los gases. Obsérvese que
el valor de R depende de las unidades usadas para p y V, y del particular valor que se asignd a
0.. Es usual elegir

0. =273.16 °K (grados Kelvin, o absolutos) (3.5)

como la temperatura a la cual el hielo, el agua liquida y el vapor de agua estan en equilibrio en-
tre si (el punto triple del agua’, que por definicién corresponde a 0.01 °C). Se encuentra entonces
experimentalmente que

RI3[3.3143 ﬁ‘ﬂ; (3.6)

Podemos escribir la ecuacion de estado de un gas ideal en una forma equivalente a la (3.4) si re-
cordamos que 1 mol contiene

* La razon de tomar como punto fijo de la escala el punto triple es que (como veremos en el Capitulo 11) las tres
fases pueden coexistir en equilibrio solamente para un unico valor de la temperatura y la presion. De esta forma no
hay ambigiliedades en la definicion de la escala. En cambio, la temperatura de fusion del hielo y la de ebullicion del

agua (donde coexisten dos fases) dependen de la presion.
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Nj = 6.02 x 10 moléculas (3.7)

cantidad que se denomina numero de Avogadro. Usando (3.7), la ecuacion de estado de un gas
ideal se escribe en la forma

pV = Nk6 (3.8)

donde N =nN, es el nimero de moléculas presentes en el gas y la constante universal

_ R 1.38x10723

N, K

joule

se denomina constante de Boltzmann.

Escala de temperatura practica internacional

La determinacion exacta de la temperatura por medio del termémetro de gas es engorrosa y difi-
cil, y se realiza tan sélo en pocos laboratorios. En consecuencia esos dispositivos no se suelen
emplear en el trabajo cientifico, excepto para determinar las propiedades termométricas de otras
clases mas convenientes de termometros y para determinar las temperaturas termodinamicas de
varios puntos fijos de interés, como ser puntos de fusion y ebullicion. Para la gran mayoria de
los trabajos técnicos y cientificos, los patrones de uso corriente son termémetros calibrados res-
pecto de esos puntos fijos. Las formulas de interpolacion para esos patrones practicos se obtie-
nen midiendo sus propiedades termométricas con termdmetros de gas.

Hay convenciones internacionales acerca de cada tipo particular de termometro, su disefio, las
temperaturas que se deben asignar a los varios puntos fijos y las correspondientes formulas de
interpolacion. La escala asi definida se denomina escala practica internacional de temperatura.
Esta escala se elige de modo que las mediciones efectuadas con instrumentos correctamente ca-
librados concuerden con la temperatura termodindmica dentro de un margen de tolerancia de
0.01 °’K en la mayoria de los casos. Periddicamente se llevan a cabo revisiones de esta escala en
lo que respecta a procedimientos y valores.

Observaciones

Vale la pena insistir en dos puntos. Ante todo, el papel del equilibrio aparece como fundamental,
y esta a la base misma del concepto de temperatura. Este énfasis sobre el equilibrio es caracte-
ristico del punto de vista termodinamico. En segundo lugar, los métodos generales que se em-
plean para asignar valores numéricos a la temperatura no difieren, en esencia, de los que se usan
para medir otras magnitudes fisicas fundamentales como longitud, masa y tiempo. El estable-
cimiento de patrones y de métodos de comparacion e interpolacion son practicas comunes para
todas esas magnitudes, y en tal sentido no ocurre nada especial con la temperatura.
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4. LA PRIMERA LEY

La Primera Ley de la Termodindmica es la ley de conservacion de la energia aplicada a los siste-
mas termodinamicos. Hay una analogia entre los sistemas termodinamicos y los sistemas mecda-
nicos conservativos, para los cuales se cumple la ley de conservacion de la energia (mecanica).
En un sistema mecanico conservativo se distinguen dos tipos de energia: cinética y potencial,
que se definen en términos de las velocidades y las posiciones de las particulas que integran el
sistema. La energia mecénica es la suma de ambas, y se mantiene constante en ausencia de fuer-
zas exteriores que realicen trabajo sobre el sistema. Si hay fuerzas externas, el incremento de la
energia mecanica es igual al trabajo realizado sobre el sistema por dichas fuerzas. La analogia
consiste en imaginar que los sistemas termodinamicos reales son sistemas mecanicos conserva-
tivos cuyas partes (atomos, moléculas, etc.) son demasiado pequefias como para ser percibidas.
Se supone que si se toman en cuenta los movimientos a escala microscopica, la ley de conserva-
cion de la energia sigue valiendo, pero que las energias cinética y potencial asociadas con los
movimientos puramente microscopicos se manifiestan en la escala macroscopica del experi-
mento como calor. Luego, el calor es una forma de energia, y la energia (total) se conserva.

Esta analogia brinda una imagen mental conveniente, y mas adelante la aprovecharemos cuando
estudiemos la Termodinamica Estadistica. Pero en el presente contexto su utilidad es escasa,
pues no podemos medir las energias en juego en escala microscéopica, y no queremos formular
ninguna hipdtesis acerca de la estructura del sistema. En la Termodinamica clésica no se puede
dar una definicion de las energias cinética y potencial microscopicas, porque no miramos el de-
talle de la estructura del sistema. Nuestro punto de vista es que el sistema es una suerte de “caja
negra” que no podemos abrir para ver lo que hay en su interior.

La analogia mecanica sugiere que la definicion de energia para un sistema termodinamico debe
estar relacionada con el concepto de trabajo exterior, es decir, trabajo realizado por fuerzas pro-
venientes del ambiente. Veremos que tal definicion es en efecto posible. Se encuentra ademas
que al definir el trabajo termodinamico conviene restringir las fuerzas exteriores a fuerzas con-
servativas, excluyendo fuerzas disipativas como la friccion. En consecuencia el trabajo termo-
dinamico se define en términos de fuerzas conservativas en el ambiente. Se lo puede visualizar
como el ascenso o el descenso de pesas en un campo gravitatorio, aunque puede comprender
otras formas de trabajo como la carga o descarga de un condensador sin pérdidas, etc.. La nocion
de trabajo termodindmico es entonces mas restringida que la de trabajo mecanico en general: por
definicion se mide en el ambiente y no en el sistema, y consiste solamente de trabajo conserva-
tivo. A parte esta diferencia, se calcula como el trabajo mecanico ordinario. En esas condiciones
nos preguntamos qué clase de experimentos nos pueden permitir definir la energia del sistema o,
en ultima instancia, si es 0 no posible dar esa definicion.

Experimentos de Joule

Los experimentos que demostraron la posibilidad de definir la energia de un sistema termodina-
mico fueron realizados en 1843 por James Prescott Joule'. En el Capitulo 2 mencionamos dos
métodos generales para producir cambios en el estado de un sistema: por medios adiabaticos y

' Una discusion historica de estos y otros experimentos sobre la equivalencia entre trabajo y calor se puede

encontrar en R. Eisberg y L. Lerner, Fisica, Fundamentos y Aplicaciones, Vol. 11, donde también se reproduce el

diagrama original del aparato usado por Joule.

10



4. La Primera Ley

diatérmicos. Los experimentos de Joule fueron adiabaticos, y se emple6 el aparato cuyo esquema
se muestra en la Fig. 4.1 para realizar una serie de experimentos en los cuales las pesas descien-
den lentamente haciendo girar las paletas que agitan el medio. De resultas de ello ocurria un
cambio del estado del sistema (cierta cantidad de agua), consistente en un aumento de tempera-
tura desde la temperatura ambiente a una temperatura ligeramente superior.

| Al analizar estos experimentos conviene

suponer que la superficie de las paletas
es el limite del sistema. Asi el cambio
\L del estado ocurre debido al movimiento
del contorno. Joule también realizd ex-
perimentos con mercurio en lugar de
agua, y con discos de hierro que se frota-

ban entre si dentro del liquido, en vez de
agitarlo mediante las paletas. También
llevo a cabo otros experimentos en los

que el aumento de temperatura se obte-
nia de resultas de un trabajo eléctrico.
Gracias a sus experimentos Joule en-

contré que la realizacioén de una determi-

nada cantidad de trabajo adiabatico
producia siempre la misma variacion del
Fig. 4.1. Esquema del aparato de Joule. estado del sistema, sin que importara el
dispositivo usado para producir el traba-
jo, ni cudl fuera la naturaleza del sistema. Si ahora suponemos que lo mismo vale para cualquier
sistema termodinamico y bajo cualquier condicion, podemos definir la energia de un sistema

termodinamico y formular la Primera Ley.

Definicion de energia interna

Los experimentos de Joule indican que tiene sentido hablar de la diferencia de energia entre dos
estados de un sistema y que esta diferencia se puede medir por medio de la cantidad de trabajo
que “desaparece” del ambiente mientras el sistema pasa de un estado en otro en condiciones
adiabaticas. Puesto que las pesas descienden lentamente, el trabajo de la gravedad (fuerza
conservativa del ambiente) no produce un aumento de la energia cinética de las pesas sino que
desaparece del ambiente provocando la agitacion del agua y en definitiva produciendo el cambio
del estado del sistema. Ese cambio lo interpretamos como una variacion de la energia, que
medimos justamente por medio de la cantidad de trabajo que desaparecio del ambiente. Decimos
que este trabajo “desaparecio” para describir que la disminucion de energia potencial de las
pesas no produjo un aumento de la energia cinética de las mismas. La energia que perdid el
ambiente la gano el sistema, que en consecuencia cambi6 su estado. Si P es el peso de las pesas
y h la altura desde la cual han descendido podemos escribir:

E2 - El = —W; (41)

donde E; y E, indican la energia interna de los estados 1 (inicial) y 2 (final) del sistema, y
W, = P(hp - hy) (4.2)

11
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es la cantidad de trabajo termodinamico (conservativo) que se realiza en el ambiente durante la
transformacion adiabatica. Obsérvese que nuestra convencion es que W, es positivo cuando apa-
rece trabajo en el ambiente, y negativo cuando desaparece’ de ¢él. En el experimento de Joule la
diferencia h, — hy es negativa (las pesas bajan), de modo al desaparecer trabajo del ambiente, el
sistema gana energia a expensas de éste y E, > E;. Aqui usamos el adjetivo “interna” para
distinguir la energia termodindmica de la energia mecénica ordinaria, porque suponemos una
completa ignorancia acerca de la estructura interna del sistema termodindmico.
Antes de afirmar que la ec (4.1) define completamente una magnitud que es una funcién sola-
mente del estado del sistema (y no de su historia) debemos preguntarnos si esta definicion in-
cluye fodos los estados del sistema. Que se sepa todo par de estados de un sistema termodina-
mico se puede, en efecto, conectar mediante la realizacidon de trabajo adiabatico, y por lo tanto
vamos a suponer que esto ocurre en general. La definicion de energia interna se basa entonces en
las dos generalizaciones siguientes:
* cualquier par de estados de un sistema termodinamico se puede conectar mediante la realiza-
cion de un trabajo adiabatico;
* la cantidad de trabajo adiabatico necesaria para conectar dos estados dados depende sola-
mente de los estados y no del modo particular de efectuar ese trabajo.
Se debe observar que no hemos supuesto nada acerca de la direccion de la transformacion desde
un estado a otro mediante la realizacion de trabajo adiabatico. En los experimentos de Joule la
temperatura del sistema aumentaba a medida que se agitaba el fluido. No hay forma de invertir
adiabaticamente este proceso para que el sistema pase del estado de temperatura mas alta al
estado de temperatura mas baja. Pero para nuestros fines alcanza que la transformacion
adiabatica sea posible al menos en una direccion. La Segunda Ley impone restricciones sobre la
direccion en la cual se pueden efectuar cambios de estado adiabaticos, como veremos mas ade-
lante. Pero es siempre cierto que si una transformacion adiabatica no se puede efectuar en una
direccion, entonces se puede efectuar en la otra.

Definicion de calor

Nos gustaria creer que la magnitud £ definida por la ec. (4.1) depende solo del estado del sis-
tema y no del proceso mediante el cual se llegd a ese estado, porque hay muchas maneras de
producir el mismo cambio de estado, ademas de las transformaciones adiabaticas. Consideremos
el sistema usado en el experimento de Joule (que llamaremos sistema A). Podemos obtener la
misma variacioén de temperatura poniendo 4 en contacto térmico con un segundo sistema B, de
una temperatura mayor. En esta transformacioén no desaparece trabajo del ambiente, pero en
cambio hay una variacion del estado de B. Podemos postular que la variacion de energia interna
de 4 es la misma que ocurrid en la transformacion adiabatica, pero que ahora la diferencia pro-
viene de una transferencia de energia de B a A, que se produjo mientras los dos sistemas estuvie-
ron en contacto térmico. Sin embargo, este postulado necesita una verificacion experimental:
hace falta mostrar que la cantidad exacta de energia involucrada en el cambio del estado 1 al es-
tado 2 de A4, ha efectivamente desaparecido de B. Esto se puede comprobar rodeando B con una

Decimos que “aparece” trabajo en el ambiente cuando se produce un aumento de la energia cinética o de la
energia potencial en el ambiente, que no es equivalente al trabajo de las fuerzas conservativas del mismo. Decimos
que el trabajo “desaparece” cuando no ocurre en el ambiente un aumento de la energia cinética equivalente al

trabajo realizado por las fuerzas conservativas.

12
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envoltura adiabatica y realizando la experiencia de Joule sobre B hasta devolverlo a su estado
inicial. Si el postulado es correcto, el trabajo que desaparece del ambiente al devolver B a su es-
tado inicial sera igual al que desaparecio cuando llevamos A del estado 1 al estado 2 en forma
adiabatica. Puesto que los experimentos confirman que asi ocurre, el postulado queda justifi-
cado. La energia transferida de B a 4 durante el contacto térmico se llama calor, y se indica con
el simbolo Q. En general, podemos cambiar el estado del sistema realizando sucesivamente pro-
cesos adiabaticos y diatérmicos, y realizando trabajo exterior mientras el sistema estd en con-
tacto térmico con otro sistema. En tales casos podemos generalizar la nocidn de calor y escribir:

Ey—E =Q-W (4.3)

donde (-W) es el trabajo que desaparece del ambiente y la diferencia de energia E, — E; se
debe determinar por separado mediante un experimento adiabatico, de acuerdo con la ec. (4.1).

La Primera Ley

En base a los experimentos de Joule y los experimentos diatérmicos que comentamos recién, po-
demos formular la Primera Ley de la Termodindmica en la forma siguiente:

* Para todo sistema termodindmico existe una maggitlidmada energia interna, que
es funcion soélo del estado del sistema y no de los procesos mediante los cuales se
obtuvo ese estado.

* La diferencia de energia interna entre dos estados se mide por el trabajo adiabatico
necesario para llevar al sistema de uno de los estados al otro.

* Para procesos no adiabéticos, la diferencia entre el trabajo que se realiza y la ariacion
de energia interna es, por definicion, calor.

Estas tres afirmaciones se expresan mediante las siguientes ecuaciones:

AE = -, (4.4)

AE=Q-W (4.5)

La notacion AE = E, — E; implica afirmar que E es una funcion de estado. Usaremos esta nota-
cion unicamente para funciones de estado y no para magnitudes como Q y W que dependen del
proceso mediante el cual se obtuvo el estado.

Las formas diferenciales de las ecuaciones (4.4) y (4.5) son:

dE = —-dW,

a

(4.6)

dE =dQ - dW 4.7)
En estas ecuaciones usamos la notacion dQ y dW para indicar que estas cantidades no son dife-

renciales exactos puesto que O y W no son funciones del estado del sistema. Aqui el simbolo o
indica que se trata de una cantidad infinitesimal, pero no un diferencial.

13
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Frecuentemente se propone la ec. (4.5) (o su forma diferencial (4.7)) como la expresion com-
pleta de la Primera Ley. Eso no es correcto, por lo menos en la presente formulacion. En efecto,
si bien dimos definiciones operacionales de AE y W independientes de la ec (4.5), no dimos una
forma de determinar Q que sea independiente de la ec. (4.5). Por cierto, si se pudiera dar una de-
finicion de O que fuese independiente de la (4.5), entonces si, la ec. (4.5) seria el enunciado
completo de la Primera Ley. Pero tal definicion es muy dificil de dar de manera satisfactoria.
Dada la naturaleza fundamental de la Primera Ley se podria pensar que se llevaron a cabo mu-
chas verificaciones experimentales de la misma. Sin embargo la evidencia experimental directa
de la Primera Ley es escasa. La razon es historica: la Primera Ley y la idea de la naturaleza me-
canica del calor se aceptaron en forma muy rapida y completa a partir de los experimentos de
Joule, sin que hicieran falta mayores esfuerzos experimentales. La evidencia experimental de la
Primera Ley es en su mayor parte indirecta, pues consiste en la reiterada verificacion de sus nu-
merosas consecuencias.

Imposibilidad del maovil perpetuo de primera especie

Dicha imposibilidad es consecuencia de que la energia interna es una funcion de estado y de la
ec. (4.5). En efecto, en un proceso ciclico el sistema vuelve a su estado original, luego AE =0
pues E es una funcion de estado. Pero un movil perpetuo de primera especie deberia producir
trabajo sin que ocurra ningun otro efecto en el ambiente, por lo tanto deberia ser Q = 0. Pero
entonces W =0 por la ec. (4.5). Luego, el mévil perpetuo de primera especie no existe’.

Comentarios sobre el calor

Nuestro tratamiento acenttia el papel primario de la energia interna y asigna un rol subordinado
al calor, que se mide por medio del trabajo adiabatico necesario para recuperar el estado original
del sistema que perdid energia interna debido a un proceso diatérmico. En consecuencia, la
unidad natural de calor es la misma que la unidad de trabajo, es decir el joule (o el erg). Anti-
guamente se us6 como unidad de calor la caloria, que ain hoy se usa en muchas aplicaciones.
La caloria se definié originalmente como la cantidad de calor necesaria para aumentar la tempe-
ratura de 1 g de agua de 14.5 a 15.5 °C. El experimento de Joule permitié determinar la relacion
entre la caloria y la unidad de trabajo, que resulto ser:

1caoria=4.186 joule. (4.8)

Esta relacion’ se denomina “equivalente mecanico del calor” (aunque desde nuestro punto de
vista seria mejor llamarla “equivalente calorico del trabajo”). Esto obedece a razones histdricas,
pues los experimentos calorimétricos se realizaron antes que los experimentos de Joule mostra-
ran la relacion entre calor y trabajo. Del punto de vista actual, el “equivalente mecanico del ca-

* Ningun cientifico cuestiona la validez de la Primera Ley de la Termodindmica. Sin embargo, siguen apareciendo
hasta el dia de hoy quienes creen haber descubierto el mévil perpetuo, basandose en dispositivos y en argumentos
mas o menos complicados, que analizados superficialmente parecen convalidar dicha pretension. Pero el analisis
detallado (que puede ser harto laborioso a veces) demuestra invariablemente la falacia de tales conclusiones.

* Actualmente la ec. 4.8 se toma como la definicion de la caloria, de modo que la equivalencia dada por la (4.6) es

exacta.
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4. La Primera Ley

lor” no es mas que una afirmacion acerca del calor especifico del agua, y no una magnitud fisica

fundamental como la constante gravitacional o la velocidad de la luz.

Se puede mostrar que nuestra definicion de calor tiene todas las caracteristicas de las antiguas

ideas intuitivas acerca del calor que se obtuvieron de los experimentos calorimétricos, a saber:

* el flujo de calor a través de los limites de un sistema cambia su estado.

* el calor no puede atravesar un limite adiabatico.

* el calor fluye de una temperatura mas alta a una mas baja.

* el calor se conserva en procesos adiabaticos en los cuales no se produce trabajo neto, como
ocurre en los experimentos que se realizan con calorimetros de mezcla.

La primera de estas propiedades deriva de la existencia de paredes diatérmicas. La segunda es

consecuencia de las ecs. (4.4) y (4.5). La tercera esté ilustrada (pero no demostrada, y como

veremos deriva de la Segunda Ley) por nuestra discusion previa a la definicion de calor, cuando

dijimos que la energia fluye del sistema B, a mayor temperatura, al sistema 4 de menor

temperatura. No es dificil mostrar que si la energia fluye desde B hacia A, también fluird de B a

cualquier otro sistema que tenga la misma temperatura que 4: basta mostrar que si no fuese asi

se violaria la Ley Cero. Finalmente, la cuarta caracteristica es consecuencia de la ec. (4.5).

Es obvio que no tiene sentido hablar de la “cantidad de calor” o de la “cantidad de trabajo” de un

sistema, puesto que calor y trabajo no son funciones de estado. En cambio la energia interna es

una funcién de estado, y tiene sentido decir que un sistema tiene una cantidad definida de ener-

gia interna (referida a un estado patrén), y que esa cantidad de energia se puede cambiar, permi-

tiendo que cierta cantidad de energia en forma de calor pase a través del contorno, o haciendo de

modo que el sistema haga aparecer o desaparecer trabajo en el ambiente.

Capacidades calorificas

Si un cuerpo homogéneo intercambia calor, en general varia su temperatura (esto no es cierto
para sistemas heterogéneos cuando coexisten distintas fases). El cambio de temperatura depende
del tipo de proceso que se efectiie. La cantidad de calor Q y la correspondiente variacion de
temperatura A0 se pueden medir, y su razon, llamada capacidad calorifica media C , es igual a

c-9
=5 (4.9)

En el limite A6 — 0 este cociente permite definir la capacidad calorifica:

_d40 (4.10)

que queda determinada solamente cuando se especifica el proceso. La capacidad calorifica de un
cuerpo es funcion de su temperatura y de otras variables termodinamicas como p y ¥, de modo
que es necesaria una ulterior especificacion de la misma. Esto se indica mediante un subindice,
por ejemplo, C,, y G indican que la presion o el volumen, respectivamente, se mantienen cons-
tantes a un valor particular a medida que se va cediendo calor al sistema. La capacidad calorifica
de un determinado sistema es proporcional a la masa del mismo, y frecuentemente conviene ex-
presarla en términos de la capacidad calorifica por unidad de masa. La capacidad calorifica por
gramo se llama calor especifico y se indica con ¢, y la capacidad calorifica por mol se denomina
calor especifico molar y de indica con C.
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5. La Segunda Ley

5. LA SEGUNDA LEY

Enunciacion de la Segunda Ley

Hay varias maneras equivalentes de enunciar la Segunda Ley. Damos a continuacién el enun-
ciado propuesto por William Thomson (Lord Kelvin) en 1851:

Enunciado de Kelvin de la Segunda Ley:
es imposible efectuar una transformacion cuyos Unicos resultados finales son el intercam-
bio de una cantidad no nula de calor con menos de dos fuentes térmicas y la aparicion de
una cantidad positiva de trabajo en el ambiente.

Este enunciado expresa la imposibilidad del mévil perpetuo de segunda especie. Thomson basé
su enunciacion en los trabajos de Sadi Carnot en 1824, quien observo que una maquina térmica
no podia funcionar a menos que absorbiera calor de una fuente a temperatura alta y devolviera
calor a otra fuente a una temperatura mas baja. Esta no es la manera mas elegante de enunciar la
Segunda Ley pero tiene la virtud de que se entiende facilmente.

Es necesario aclarar varias frases del enunciado de Lord Kelvin. Ante todo, se llama fuente tér-
mica (0 fuente, a secas) a un sistema que puede intercambiar calor con otros sistemas sin cam-
biar él mismo su temperatura. Una fuente térmica se puede imaginar como un cuerpo de capa-
cidad calorifica muy grande, que estd todo a la misma temperatura. Esta idealizacion no lleva a
ninguna pérdida de generalidad y su tinica finalidad es simplificar las discusiones, que se com-
plicarian si tuviésemos que tomar en cuenta las variaciones de temperatura de las fuentes. En el
enunciado de la Segunda Ley se debe entender que las dos fuentes térmicas tienen distintas tem-
peraturas. Dos fuentes que tienen la misma temperatura se consideran como una unica fuente.

En segundo lugar, la frase “Unicos resultados finales” asegura que el sistema que lleva a cabo la
transformacion procede a lo largo de un ciclo completo. Un ciclo es un proceso en el cual el sis-
tema evoluciona apartandose de su estado original, pero vuelve a ese mismo estado al final del
proceso. Todas las variables termodinamicas del sistema deben recuperar al final de la transfor-
macion los mismos valores que tenian al comienzo. De esta forma el sistema puede funcionar
como una mdquina térmica, efectuando una sucesion indefinida de ciclos.

Necesitamos también el concepto de proceso reversible, introducido por Carnot. Un proceso re-
versible se realiza de forma tal que se puede invertir exactamente, produciendo solamente varia-
ciones infinitesimales en el ambiente. Un tal proceso es, obviamente, una idealizacion, y en la
practica a lo sumo se lo podra aproximar. En este Capitulo vamos a usar este concepto solamente
para aprovechar que cuando se invierte un ciclo reversible, todas las magnitudes como calor,
trabajo, etc. correspondientes al ciclo cambian de signo. Para que el flujo de calor sea reversible
debe ocurrir en condiciones que no haya gradiente de temperatura (en la practica esta idealiza-
cion se puede aproximar tanto como se desee admitiendo que el proceso ocurra con suficiente
lentitud). Mas adelante usaremos extensamente en nuestros razonamientos a los procesos rever-
sibles. Un proceso en el cual todos los estados intermedios del sistema son estados de equilibrio
(en otras palabras, estan termodindmicamente bien definidos) se denomina cuasiestdtico. Todo
proceso cuasiestatico es reversible. Muchas veces se toma esta propiedad para definir la reversi-
bilidad, aunque tal definicion es demasiado restrictiva.

Llamaremos motor o maquina a un sistema que realiza un ciclo, sea por razones historicas, sea
por comodidad de lenguaje. En el presente contexto, el “motor” es arbitrario y no se debe pensar
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5. La Segunda Ley

como una coleccion de piezas, con vapor saliendo por los costados, etc.. En el pasado los
razonamientos basados en tales motores hipotéticos se usaban frecuentemente para resolver
problemas de Termodindmica, y a veces todavia los usamos hoy pese a ser engorrosos. Pronto
definiremos una nueva funcion de estado llamada entropia, que permite resolver analiticamente
esos problemas sin necesidad de razonar en base a maquinas. Pero para introducir el concepto de
entropia a partir de nuestro enunciado de la Segunda Ley es necesario considerar algunos ciclos.
A partir de alli todos nuestros razonamientos se hardn con métodos analiticos.

Diagrama simbdlico de un ciclo

Para representar un motor usaremos diagramas como el de la Fig. 5.1. Las fuentes, que tienen
temperaturas 6, y 0,, se indican por medio de los rectdngulos angostos. El sistema (o motor) S
intercambia calor con las fuentes, y aparece (o desaparece) trabajo en el ambiente.

La direccion del flujo de calor se indica con el sentido de la flecha y el signo entre paréntesis.
Asi en la Fig. 5.1, S absorbe calor de la fuente 1 a
6 | | 1 9, cede calor a la fuente 2 a 0, y aparece en el
ambiente el trabajo W. Veremos que ésta es la
unica combinacion de sentidos de flujos de calor

que permite que aparezca trabajo en el ambiente.
La aparicion de trabajo se puede manifestar por el
ascenso de pesas o de otras formas no especifica-
das y esta indicada por el sentido de la flecha y el
signo de W.

En un ciclo el motor produce el trabajo W y ab-
sorbe una cantidad de calor Q; + Q,. Notar que las
0 se deben tomar con su signo. En realidad, como
0, | | 2  veremos, solo interesan las razones Q :Q,: W,
por lo tanto vamos a suponer que se puede siempre

Fig. 5.1. Diagrama simbélico de un ciclo. &justar” el motor de modo tal que una cualquiera
de esas cantidades tome el valor que se desea.

En lo que sigue usaremos la misma convencion del Capitulo 3, esto es, si dos sistemas estan en

contacto por medio de una pared diatérmica pasara calor desde la temperatura alta a la

temperatura baja. En los diagramas simbdlicos es usual colocar arriba a la fuente caliente. A

veces se llama “fuente” a secas a la fuente caliente y “refrigerador” a la fuente fria.

Corolarios de la Segunda Ley

Varias consecuencias de la Segunda Ley dependen exclusivamente del enunciado que dimos al
. , . 1 . s
comienzo de este Capitulo y que por ello se llaman Corolarios . A continuacion los presentamos.

Corolario I:
un motor que opera ciclicamente entre dos fuentes térmicas produce trabajo positivo sélo
si absorbe calor de la fuente a temperatura mas alta y entrega calor a la fuente mas fria.

En la Fig. 5.2 mostramos las cuatro combinaciones posibles de flujos de calor. La demostracion
consiste en verificar que los flujos (a), (b) y (¢) violan la Segunda Ley y consta de dos pasos.

! Por lo tanto los Corolarios que se demuestran en esta Seccion no dependen de la Primera Ley.
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5. La Segunda Ley

0, | [ 1 0 | En primer lugar no es
| Q; |(+) | Q posible que se absorba
: : calor de la fuente fria
o, | o o, | (casos (a) y (2)), por-
| S | S que siempre se puede
| (+) | hacer fluir calor de 1 a
| Q, T | Q, 2 conectandolas con
| | una pared diatérmica
0, | Y | 2 0, | Y (flechas de trazos). El

calor cedido por la
€) (b) fuente 2 al motor se
puede asi reintegrar a
la misma, de modo que
el balance neto de ca-

0, | | 1 lor de dicha fuente sea
| Q T nulo. Luego el conjun-
| to formado por el mo-
| tor y la fuente 2 seria

—Q, : S w una maquina ciclica
| (+) que intercambia calor
[ Q, T con una Unica fuente': y
| produce trabajo, vio-
0, | Y B lando la Segunda Ley.

Esto descarta los casos
(c) (d) @)y (c).
En segundo lugar veri-
Fig. 5.2. Cuatro flujos de calor concebibles para un motor.  ficamos que es necesa-
rio absorber calor a al-
guna temperatura y eso elimina (b). En efecto, la cantidad de calor entregada a 1 por el motor se
puede compensar dejando que esa misma cantidad de calor pase de 1 a 2 a través de una pared
diatérmica. La fuente superior es asi superflua y nuevamente se viola la Segunda Ley.
La unica posibilidad que queda es la (d), porque en este caso no hay ninguna forma de colocar
paredes diatérmicas de manera de anular la cantidad neta de calor intercambiada con una u otra
de las fuentes. Esto completa la demostracion.
El rendimiento (o eficiencia) € de un motor que opera entre dos fuentes y absorbe una cantidad
de calor Q desde la fuente caliente se define como

(5.1)

I
ST

siendo I la cantidad neta de trabajo que aparece en el ambiente. Resulta entonces que:

Corolario Il
ningn motor que opera entre dos fuentes puede tener un rendimiento mayor que (el de un
motor reversible que opera entre las mismas dos fuentes.
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5. La Segunda Ley

Para demostrar el Corolario consi-

deramos dos motores: uno reversi-
ble (R) y otro irreversible (/) que
operan ambos entre las dos fuentes
1 y 2 como se indica en la Fig. 5.3.

) > O > R Supongamos que el motor irreversi-

ble produce mas trabajo, a partir de

Q| ) Q |(+) una cantidad dada @, de calor ex-

traido de la fuente 1 en un nimero

05 | | 2 entero de ciclos, que el que produce
el motor reversible a partir de la

Fig. 5.3. Un motor irreversible y uno reversible operandaisma cantidad de calor. Es decir,
entre las mismas fuentes.

supongamos que &; > &p. Si esto
fuera cierto, el motor irreversible podria hacer funcionar al motor reversible a la inversa para que
éste devuelva a la fuente 1 una cantidad de calor igual a Q; y aun quedaria un trabajo neto posi-
tivo. Pero entonces la combinacion de los dos motores / y R tendria un intercambio nulo de calor
con la fuente 1. En consecuencia el conjunto formado por la fuente 1 y los dos motores equival-
dria a una maquina ciclica que produce trabajo intercambiando calor con una unica fuente (la 2),
violando la Segunda Ley. Luego la hipotesis €; > €5 debe ser incorrecta, y concluimos que:

3[ SSR (52)

con lo cual queda demostrado el Corolario. Del mismo modo se demuestra que:

Corolario llI:
todos los motores reversibles que operan entre el mismo par de fuentes tienen igual efi-
ciencia.

El siguiente Corolario junto con el anterior permiten definir una escala absoluta de temperatura.

Corolario IV:
si dos motores reversibles operan entre una fuente caliente en comun y fuentes frigs de di-
ferentes temperaturas, el motor que opera sobre la mayor diferencia de temperatura es el
gue tiene el mayor rendimiento.

En la Fig. 5.4, el motor 4 opera entre 6; y 6, mientras que el motor B opera entre 0; y 0;.
siendo que 6, > 0, > 05.

Supongamos ahora que ¢, = €5. Si asi fuera, podriamos ajustar los motores de modo que
Q41 = 0Op vy se tendria entonces W, = Wy. En este caso el motor 4 podria hacer funcionar al
motor B a la inversa y el resultado neto seria producir un trabajo positivo o nulo en el ambiente,
y el balance neto de calor de la fuente 1 seria nulo. En consecuencia la combinacion de 4, By la
fuente 1 seria un sistema que opera ciclicamente extrayendo calor de 3, entregando calor a 2 y
produciendo un trabajo positivo o nulo. Pero entonces podriamos introducir un tercer motor M
que operara entre las fuentes 2 y 3 y produjera un trabajo positivo. El motor M se podria ajustar
de modo de anular la cantidad de calor neta intercambiada por 2 o por 3. En ambos casos se re-
duciria a uno el numero de fuentes con las que se intercambia una cantidad neta no nula de calor,
al mismo tiempo que se produciria un trabajo positivo en contradiccion con la Segunda Ley.
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5. La Segunda Ley

Nuestra premisa debe entonces ser
falsa y concluimos que debe ser
€4 < €p. Una conclusion andloga
(cuya demostracion dejamos al
lector) se obtiene si los dos moto-
res funcionan con la fuente fria
comun y dos fuentes calientes dife-
rentes: el motor que opera sobre el
intervalo de temperatura mayor es
el que tiene mas rendimiento.

Los Corolarios III y IV permiten
definir una escala absoluta de tem-
peratura, que no depende de las

propiedades de ninguna sustancia.
A El procedimiento es el siguiente: se
elige (arbitrariamente) una fuente

1

1

1

1 , . , . .

i térmica patron y se asigna (arbitra-
0 | | 3 riamente) un valor numérico a su

temperatura. Hecho esto, las otras

Fig. 5.4. Dos motores reversibles con una fuente calierfgnperaturas se pueden referir a la

en comun. temperatura patron por medio de
los rendimientos de motores reversibles que operan entre la temperatura de la fuente patrén y la
temperatura que se desea medir. Como acabamos de ver, dicho rendimiento depende solamente
de esas dos temperaturas y no de los materiales de los motores ni de ninguna caracteristica del
ciclo excepto su reversibilidad. Thomson se percatd de esto en 1848 y sugirid establecer una es-
cala absoluta de temperatura basada en la eficiencia de los motores reversibles, antes de que se
hubieran aceptado los experimentos de Joule. Mencionamos esto para destacar que la existencia
de la escala de temperatura termodinamica absoluta depende s6lo de la Segunda Ley, y no de la
Primera.
Vale la pena mencionar que nuestros resultados valen tanto si el calor es una magnitud que se
conserva (como sostenian las antiguas teorias del “calorico”), como si tiene las caracteristicas
requeridas por la Primera Ley. La Segunda Ley es una afirmacion acerca de la direccion en la
cual se realiza un proceso, que es un aspecto del calor diferente del otro aspecto que se resume
en la Primera Ley (la equivalencia de cierta cantidad de calor con una cierta cantidad de trabajo
adiabatico). En realidad, asi como las presentamos, las dos leyes son completamente indepen-
dientes, salvo por un detalle 16gico: usamos la palabra “calor” en el enunciado de la Segunda
Ley, pero la definicion precisa del mismo proviene de la Primera Ley. Historicamente, la Se-
gunda Ley se conocia ya 25 afios antes que se formulara la Primera.
Hay otros corolarios que requieren solamente la Segunda Ley, y los presentaremos antes de dis-
cutir corolarios que dependen de ambas Leyes.

Corolario V:

estado realizado en forma reversible.
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5. La Segunda Ley

Esto se puede mostrar permitiendo que el sistema evolucione de una forma cualquiera / desde un
estado 1 a un estado 2, y luego devolviéndolo al estado originario mediante un proceso reversi-
ble R, como mostramos en la Fig. 5.5. El proceso completo es entonces un ciclo, y de acuerdo
con la Segunda Ley el trabajo neto producido debe
ser menor o igual que cero, o sea W; + W, <0, que
podemos escribir como

p

IflfzinrRﬁdwzso (5.3)

Pero para un proceso reversible

le dWg = - FJ; ZdWQ (5.4)

y entonces podemos transformar la (5.3) en

\%

Fig. 5.5. Cambio de estado irreversibl

2
y proceso reversible que devuelve e de SFszVVa (5.5)
sistema a su estado original. 11 1

y queda demostrado el Corolario.
Dejamos a cargo del lector demostrar que el siguiente Corolario es equivalente al enunciado de
Kelvin de la Segunda Ley:

Enunciado de Clausius de la Segunda’iey

a una temperatura mayor sin que desaparezca trabajo en el ambiente.

Definicion de la temperatura termodinamica absoluta

Los corolarios siguientes dependen tanto de la Primera Ley como de la Segunda Ley.

Corolario VI:

cantidad de calor absorbide&day la cantidad de calor absorbid#aesta dada por

9 __900)

O, #(6,)

donde@(6,) y ¢(6,) son funciones solamente @ey 6,. Luego es posible introducir una
escala de temperatufaeligiendo? = ¢(0) y entonces se tiene

9 __ 5
0, T,

mica absoluta.

Si aplicamos la Primera Ley al motor reversible representado en la Fig. 5.6, tenemos:

2 Rudolf Clausius fue quien enuncié la Segunda Ley en esta forma (1850) y realizd otras importantes

contribuciones a la Termodinamica.
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W=0+0, (5.6)

donde Q, es una cantidad positiva y O, una cantidad
negativa. El rendimiento de este motor es entonces

W _9+d 1, % (5.7)
O O O

Por los Corolarios III y IV sabemos que ¢ es fun-

cioén solamente de 6, y 0, y por lo tanto podemos
escribir

O
O

=—1(6,,6,) (5.8)

La misma relacion funcional debe valer también para
motores que trabajan entre cualquier par de tempe-
raturas, luego si observamos los dispositivos de la Fig. 5.7 tenemos:

%=_ 6.6 5.9
0 f(65,6,) (5.9)

Fig. 5.6. Motor reversible.

Ademas el conjunto formado por los motores 4 y B y la fuente 2 equivale a un motor ciclico C
que opera entre las fuentes 1y 3, y por el Corolario III debe ser W, + Wy = W y por la Primera

Ley Wy=01+0,, Wp=0,+03=-0,+0;3 (pues O, =-0,)y W =0, + 05y por lo tanto
03 = 0. Entonces se obtiene

&S 10,0, (5.10)
0 O
De las tltimas tres relaciones podemos deducir que
05,0
£ (007 = L 00 (5.11)
1(65,6,)

El primer miembro de esta expresion no depende de 65 y por lo tanto el segundo miembro tam-
bién debe ser independiente de 05, o sea que f(605,0;) y f(65,0,) deben tener una forma tal

que la dependencia en 65 se cancele al tomar el cociente. Para que esto sea posible debe ser
f(6.6;)=¢(6)/9(6; ) de modo que

02 g, 0y - HOHE:) _9(62)

o $(6)9(61)  9(6))

(5.12)

Aqui ¢(0,) depende solamente de 6, y ¢(6,) de 6,. Vemos entonces que las razones entre fun-
ciones de la temperatura se pueden determinar midiendo las razones entre las cantidades de calor
absorbido y devuelto por un motor reversible que opera entre esas temperaturas.
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5. La Segunda Ley

Una vez elegida una forma funcional para ¢(0) y asignado un valor numérico para ¢(6,) (o
#(0,)), toda la escala queda determinada. Esas elecciones son arbitrarias. Si elegimos la propor-
cionalidad como forma funcional, definiendo ¢(0) =T, y fijamos ¢(6,) = 7} como temperatura
patréon podemos escribir simplemente

A 1 Lh_ 9 (513
Q | (+) Q | L O

La escala asi definida se denomina
escala de temperatura ter-
modindmica, y es independiente
de las propiedades de cualquier
sustancia. Si se asigna a la tempe-

C ratura del punto triple del agua el
valor T =273 16 se obtiene la
escala Kelvin.

Obsérvese que en nuestra defini-
Q |O cion de la escala termodinamica
de temperatura interviene la Pri-
mera Ley. Esto no es estrictamente
necesario, y sucede porque en
O3] |3  nuestra definicion hemos elegido

considerar el calor entregado por

) ) ., . .e] motor reversible, ademas del
Fig. 5.7. Disposicion de motores reversibles para deflnllr

la escala termodinamica de temperatura. calor absorbido. La Segunda Ley
es indiferente con respecto del

calor devuelto, y hace falta invocar la Primera Ley a fin de poder decir algo acerca de él. Pero no
es imprescindible proceder asi, pues como ya dijimos al discutir el Corolario IV, es perfecta-
mente posible establecer una escala absoluta de temperaturas sin invocar a la Primera Ley, aun-
que resulta menos conveniente que la presente definicion. Es importante recordar que la existen-
cia de una escala absoluta de temperatura necesita tan sélo la Segunda Ley, pese a que por con-
veniencia nuestra definicion usa también la Primera Ley.

Corolario VII:
si la escala de temperatura termodinamica se define de manefaegupositiva, entonces
todas las temperaturas son positivas.

Esto es consecuencia de los Corolarios I y VI. El Corolario I establece que Q; y O, deben tener
signos opuestos, luego O,/ Q; es negativo, y por el Corolario VI tenemos para todo 7, que

I = Tl(_g_?) (5.14)

y entonces 7, tiene el mismo signo’ que L.

* Ver mas adelante la discusion acerca de temperaturas negativas.
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5. La Segunda Ley

La desigualdad de Clausius

El siguiente y muy importante Corolario depende de la Primera y la Segunda Ley:

Corolario VIII:
siempre que un sistema realiza una transformacion ciclica, la integfél/dea lo largo
del ciclo es negativa o0 a lo sumo nula, es decir:

ﬁd?QsO

Este resultado se suele llamar desigualdad de Clausius. Aqui estamos considerando un sistema
cualquiera S que efectia un ciclo completo. Suponemos que durante el ciclo S intercambia calor

con un conjunto de n fuentes que tienen temperaturas termodinamicas 77, 75, ..., T,,; la cantidad
de calor absorbida por S desde la fuente 7; es Q,. Vamos a mostrar que entonces se cumple que
n
E Q.o (5.15)
7 T
1=

y luego pasaremos al limite n — % para transformar la sumatoria en una integral y asi completar
la demostracion. Puesto que los argumentos que permiten demostrar este Corolario pueden re-
sultar dificiles de seguir, comenzaremos por el caso n =2 en que S absorbe una cantidad de ca-
lor Q; desde la fuente a 7} y cede una cantidad Q, a la fuente a 7,. Queremos mostrar que

T 1 & + & <0 (5.16)
1l | T T
\ 112
Qi |(+) Q; )
Q= Con este fin introducimos una
Wy tercera fuente 7, tal que
S Ty < T, T,, y dos motores rever-

sibles R; y R, que operan entre
Ty y T el primero y entre 7, y

W Ty el segundo. El motor rever-
Ry sible R, opera a la inversa de
manera de devolver una cantidad

de calor Q] =-Q, a la fuente a
T;, y el motor reversible R, ab-
Qoz | (+) sorbe una cantidad de calor
0; = -0, de la fuente a 7, (ver
la Fig. 5.8).

En consecuencia, todo el disposi-
tivo formado por S, Ry, R, y las

N

Tol | O

fuentes a 7} y 7, funciona como
Fig. 5.8. Motores auxiliares dispuestos para demostraiidainico motor ciclico que pro-
desigualdad de Clausius. duce trabajo mientras extrae una

cantidad de calor Qy; + O, de la fuente a 7. Luego por la Segunda Ley debemos tener

Wei +Wey +Ws <0 (5.17)

24



5. La Segunda Ley

Por la Primera Ley el trabajo neto realizado debe ser igual a la cantidad neta de calor absorbida
por el sistema compuesto, luego

Qo + 02 =0 (5.18)
Ahora, del Corolario VI se desprende que
Ty Ty
= - ! = 5.19
Qo T O T O (5.19)
y
Ty - _To
=— = 5.20
On2 7, 0, 7 O, (5.20)

Sustituyendo estos valores en la ec. (5.18) y quitando el factor comtn 7, (7; > 0 por el Corola-
rio VII) obtenemos el resultado (5.16) buscado.

En el caso mas general en que el sistema intercambia calor con » fuentes 7;, tenemos que intro-
ducir n motores reversibles R; y una fuente cuya temperatura 7, es inferior a la de las demas n
fuentes. El i-ésimo motor reversible opera entre las fuentes a 7; y Tj,, absorbiendo una cantidad
de calor O/ = -Q; de la fuente a 7; y una cantidad Q; la fuente a 7j,. De esta forma la cantidad
neta de calor que intercambia la fuente a 7; es nula. En consecuencia el conjunto formado por S,
los n motores reversibles R; y las n fuentes 7; constituye un dispositivo ciclico que intercambia
calor inicamente con la fuente a 7;. La Segunda Ley requiere que el trabajo total realizado por
dicho dispositivo sea negativo o a lo sumo nulo y por lo tanto debe ser:

WG + EWRiSO (5.21)
1=1

De acuerdo con la Primera Ley, este trabajo debe ser igual a la cantidad neta de calor intercam-
biada con la fuente a 7j, y por lo tanto se debe cumplir que

n

Qy <0 (5.22)

1
[

Ademas, por el Corolario VI se tiene que
Ty T,
=-0 V-4 5.23
QOI Qz ]; Ql 7-1, ( )

puesto que O/ = -Q;. Entonces, sustituyendo en la ec. (5.22) y quitando el factor comtn 7;, ob-
tenemos

i% <0 (5.24)
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5. La Segunda Ley

Por ultimo pasamos al limite en que S intercambia calor con una distribucion continua de fuentes
y entonces la ec. (5.24) se convierte en

dQ
36?5 0 (5.25)

La entropia

La desigualdad de Clausius es un resultado de enorme importancia puesto que permite definir
una nueva funcion de estado: la entropia. Para ello mostraremos primero el siguiente Corolario:

Corolario IX:
cuando un sistema evoluciona segun un ciclo reversible, se cumple que:
35% _
T

En efecto, para todo ciclo se cumple la desigualdad de Clausius, luego tendremos

IR _
?{j <0 (5.26)

Pero como nuestro ciclo es reversible, lo podemos realizar en sentido opuesto y entonces el
signo de dQp se invierte. Para este ciclo invertido la desigualdad de Clausius requiere

36_(-“!&) <0 (5.27)

0 S€a

[0
?{j =0 (5.28)

La tinica manera de poder satisfacer simultineamente las desigualdades (5.26) y (5.28) es enton-
ces que se cumpla

ﬂ‘jd% - (5.29)

como queriamos demostrar.

Es importante observar que en la desigualdad de Clausius (ec. (5.25)), T es la temperatura de la
fuente (o fuentes) con que el sistema intercambia calor, y puede o no ser igual a la temperatura
del sistema. En cambio, en la ec. (5.29), T es la temperatura tanto de las fuentes como del sis-
tema, pues un intercambio de calor entre dos sistemas es reversible si, y solo si sus temperaturas
son iguales.

Al estudiar la Primera Ley, vimos que la pudimos expresar en forma matematica utilizando la
nocion de energia interna, £, que por ser una funcion de estado tiene la propiedad de que sus va-
riaciones no dependen del proceso seguido para pasar de un estado a otro. Del mismo modo para
expresar la Segunda Ley en forma matematica introducimos una funcion de estado, la entropia,
definida en forma diferencial por:

26



5. La Segunda Ley

Y
ds == (5.30)

donde el subindice R indica que el intercambio de calor debe ser reversible. Vamos a mostrar
que la entropia asi definida es efectivamente una funcion de estado.
Del Corolario IX tenemos que para cualquier transformacion ciclica

fds = fﬁd% -0 (5.31)

P Vamos a mostrar ahora que esto implica que S es una
B funcion de estado. Para eso consideremos dos estados
cualesquiera 4 y B de un sistema arbitrario y realice-
mos una transformacion ciclica reversible, consistente
Il en ir de 4 a B por el camino reversible I y regresar a 4
por otro camino reversible II (Fig. 5.9). Tenemos en-

tonces que

B A B B
L fdS= [ ds+ [ ds [ dS [ dS0 (5.32)

Vv
En esta expresion los subindices I y II de las integrales

Fig. 5.9. Dos procesos reversibles quidican el camino sobre el cual se deben calcular. La
conectan a los estadAsy B. Giltima igualdad implica que

| fABdS - fE ds (5.33)

Puesto que los caminos I y II se eligieron arbitrariamente (con la inica restriccion de ser reversi-
bles) esto significa que la integral de dS entre cualquier par de estados es independiente del ca-
mino (reversible) elegido, y su valor depende solamente de los estados inicial y final. Podemos
entonces omitir la indicacion del camino en las integrales y escribir

fB“'%%ffds - §B- SR (5.34)

A

donde S(B) y S(A) son la entropia del sistema cuando éste se encuentra en los estados B y 4,
respectivamente. La cantidad dS es entonces un diferencial total exacto, y las ecuaciones si-
guientes se pueden tomar como el enunciado matematico de la Segunda Ley:

dQ:
ds==% , {dS =0 (5.35)

Obsérvese que este enunciado define solamente diferencias de entropia, asi como el enunciado
matematico de la Primera Ley definia solamente diferencias de energia. En consecuencia la Se-
gunda Ley permite definir la entropia a menos de una constante aditiva. Para la mayor parte de
la Termodinamica esto es suficiente. Sin embargo, veremos mas adelante que en ciertos casos es
necesario eliminar esta ambigiiedad de la definicion de la entropia. Para eso es necesario intro-
ducir un nuevo postulado que recibe el nombre de Tercera Ley de la Termodinamica (también
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5. La Segunda Ley

llamado Principio de Nernst, en honor de quien lo introdujo en 1906 en base a consideraciones
de Mecénica Estadistica). Eso se hard en el Capitulo 14.

La definicion anterior supone implicitamente que todos los estados de un sistema se pueden co-
nectar mediante transformaciones reversibles, asi como la definicion de la Primera Ley suponia
que todo par de estados se puede conectar mediante proceso adiabaticos. Si se encontraran sis-
temas en los que estas suposiciones no se verificaran, no por eso quedarian demolidas las leyes
de la Termodinamica, pero tales sistemas no se podrian estudiar con los métodos de la Termodi-
namica Clasica: esos sistemas se encontrarian, simplemente, fuera de la Termodindmica.

Hemos logrado ahora lo que queriamos, es decir definir la funcion de estado entropia. Como
mencionamos al comienzo de este Capitulo, esa funcién nos permite tratar problemas en forma
analitica sin necesidad de recurrir a motores hipotéticos como hicimos hasta ahora. En el pro-
ximo capitulo estudiaremos la importancia de la funcion entropia y algunas de sus propiedades.

Ejemplos de ciclos reversibles

En todas las demostraciones que involucraron motores térmicos que consideramos hasta ahora,
nos hemos referido a ciclos reversibles, pero sin especificar ningun tipo de ciclo reversible en
particular. Conviene ahora presentar un par de ejemplos concretos de ciclos reversibles, entre los
muchos que se conocen.

Ciclo de Carnot

Este ciclo fue usado por primera vez por Carnot como “ayuda para el pensamiento” en sus anali-
P sis. Consiste de los cuatro procesos siguientes (ver Fig.
5.10):

® una expansion isotérmica desde V', a V3,

® una expansion adiabatica desde V; a V-,

* una compresion isotérmica desde V- a Vp 'y

® una compresion adiabatica desde Vj, a V.

Por supuesto el ciclo se puede comenzar (y terminar) en
un punto cualquiera, y se puede llevar a cabo en ambos

sentidos. Si el sentido es como se indica en la figura, el

motor entrega trabajo, absorbe una cantidad de calor O, a
la temperatura 7; y devuelve una cantidad de calor Q, a
Fig. 5.10. Ciclo de Carnot.  la temperatura 7. La cantidad de trabajo que aparece en
el ambiente es igual a Q; + O, por la Primera Ley.

Ciclo de Stirling

Este ciclo también consta de cuatro diferentes procesos reversibles como el ciclo de Carnot. Dos
de los procesos son isotérmicos, pero las adiabaticas del ciclo de Carnot se reemplazan por dos
procesos realizados con la ayuda de un regenerador. Esos procesos se han indicado en la Fig.
5.11 como isocoras (curvas de volumen constante), que es lo que son si la sustancia que realiza
el ciclo es un gas ideal. A lo largo de las isotermas AB y CD el motor intercambia cantidades de
calor O, a la temperatura 7; y O, a la temperatura 7,. A lo largo del camino BC el motor pasa
por una serie de temperaturas intermedias al entrar en contacto con un conjunto de fuentes tér-
micas que no intercambian energia con el exterior. Dichas fuentes constituyen el regenerador.
Por consiguiente, durante la etapa BC la sustancia que realiza el ciclo se enfria al entrar en con-
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5. La Segunda Ley

tacto sucesivamente con partes del regenerador que tienen temperaturas que variande 7; a 7,. A
lo largo del camino DA la sustancia de trabajo se calienta al entrar en contacto con las mismas
partes del regenerador, pero en el orden inverso. Por lo tanto cuando se completa el ciclo el re-
generador queda exactamente en el mismo estado en que se encontraba al comienzo y por consi-
guiente se lo debe considerar como parte del motor y no como un conjunto de fuentes externas.
P Para que el ciclo de Stirling sea reversible con so6lo dos
‘\ fuentes, los procesos no isotérmicos deben ser de tal natu-
A Q raleza que la sustancia que trabaja en el motor tenga el
mismo calor especifico, a la misma temperatura, en la parte
refrigerante del ciclo (BC) que en la parte en que se esta

B . .
D \ calentando (DA). Si se usa un fluido real en lugar de un gas
DN Y ideal puede haber problemas practicos para construir el
- motor, pero no son cuestiones de principio y por lo tanto no
Q C™--T,

nos vamos a ocupar de ellas. Basta decir que se pueden
encontrar siempre dos transformaciones que permitan

V' conectar los dos procesos isotérmicos del ciclo, sin

intercambiar una cantidad neta de calor con el regenerador
durante el ciclo completo, y también de modo que el flujo
de calor entre el regenerador y la sustancia que evoluciona sea reversible.

Fig. 5.11. Ciclo de Stirling.

Del punto de vista practico muchas veces se prefiere el ciclo de Stirling antes que el de Carnot,
pues produce mas trabajo por ciclo para la misma carrera del piston (o sea para igual variacion
maxima de volumen a lo largo de todo el ciclo). Por ejemplo el licuefactor de gases Philips, de
reconocida eficacia, emplea el ciclo de Stirling (el fluido que evoluciona es gas helio).

Aunque las diferentes clases de ciclos interesan para la ingenieria, para nuestros fines la Gnica
caracteristica importante de los mismos es su reversibilidad.
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6. Entropia

6. ENTROPIA

Antes de desarrollar técnicas analiticas para aplicar las leyes de la Termodindmica a sistemas fi-
sicos y quimicos de interés vamos a estudiar algunas de las propiedades de la entropia, para fa-
miliarizarnos con ese concepto. Esto no fue necesario para el caso de la energia interna gracias a
su analogia con la energia mecanica. Para dar una interpretacion mecanica de la entropia es ne-
cesario introducir nociones de Mecénica Estadistica; eso se vera mas adelante y mostraremos
que la entropia se relaciona con las ideas de orden y de probabilidad de los estados a nivel mi-
croscopico. Pero por ahora procuraremos adquirir mas familiaridad con la entropia sin introducir
modelos mecanicos.

Ecuacion diferencial de la entropia

Para un proceso reversible, la Primera Ley se escribe en la forma

dE = d0y - dWp (6.1)

Siusamos dQy = TdS y resolvemos para dS obtenemos

1 1
dS = —dE + —dW; 6.2
FE + 2 dV 62

La expresion del trabajo infinitesimal dWj tiene diferente forma segun cual sea el sistema que
estamos considerando (gaseoso, quimico, eléctrico, magnético, etc.). Para ser concretos, si el
sistema puede trabajar expandiéndose contra una presion exterior (como un gas en un cilindro
dotado de un piston), entonces

dWy = pdV (6.3)

Aqui p es la presion del sistema ya que en un proceso reversible la presion interna debe ser igual
a la presion externa: p = p,. Por lo tanto, para un tal sistema la ecuacion diferencial de la entro-
pia es:

s =Lag + Lay (6.4)
7T

Esta es una ecuacion fundamental que contiene ambas leyes de la Termodinamica, y permite cal-
cular los cambios de entropia para variaciones dadas de la energia interna y el volumen. Es fun-
damental, porque si se conoce la entropia como funcion de £ y V, entonces todas las demas pro-
piedades termodinamicas se pueden calcular por diferenciacion a partir de S(E,V), sin que apa-
rezcan constantes de integracion indeterminadas. Las funciones que tienen esta propiedad, como
S'y otras que veremos en el Capitulo 7, se denominan funciones caracteristicas. En el caso de la
ec. (6.4), una de las variables independientes, la energia interna, no es una variable conveniente
para especificar el estado del sistema puesto que es dificil de medir. En el préximo capitulo
mostraremos como se pueden transformar las funciones caracteristicas para que dependan de
variables independientes mas comodas de usar.

Es importante observar que todos los diferenciales en la ec. (6.4) son diferenciales exactos, pues
son diferenciales de funciones de estado. Esto no ocurre con el enunciado (6.1) de la Primera
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Ley, en el cual figura dQy que no es el diferencial de una funcién de estado. El hecho que los
diferenciales que figuran en la ec. (6.4) sean exactos es lo que permite usar poderosas técnicas
matematicas para resolver problemas, en lugar de esquemas engorrosos basados en hipotéticos
motores ciclicos.

Aditividad de la entropia para sistemas compuestos

Si un sistema estd compuesto por un cierto numero de partes, ocurre muchas veces (aunque no
siempre) que la entropia del sistema es igual a la suma de las entropias de sus partes. La entropia
es aditiva cuando la energia interna es aditiva y cuando el trabajo total involucrado en una trans-
formacion del sistema es igual a la suma de los trabajos correspondientes a cada una de sus par-
tes individualmente. Esto no ocurre, por ejemplo, si la energia depende de la extension de las
superficies de las partes del sistema. Por lo tanto, si queremos estudiar la termodinamica de fe-
némenos de superficie, no debemos dar por cierta la aditividad ni de la energia ni de la entropia.
A veces, esta dificultad se puede eludir considerando las superficies como fases separadas.

Determinacion experimental de la entropia

La misma definicion de la entropia sugiere algunos métodos sencillos para medir sus variacio-
nes. Recordemos que solo podemos medir variaciones de entropia y que (al menos por ahora) no
tiene sentido hablar del valor absoluto de la entropia. La situacion es completamente analoga a la
de la energia, y al igual de lo que ocurre con la energia, vamos a referir las variaciones de entro-
pia a algun estado patrén al cual le asignaremos arbitrariamente un valor numérico conveniente
(generalmente cero). Dicho esto, vamos a presentar algunos métodos para determinar variacio-
nes de entropia.

Medidas de la capacidad calorifica

Si se calienta reversiblemente un sistema desde 7'a T + dT, la capacidad calorifica a lo largo de
ese camino particular es

c=5&r & (6.5)

La variacion de entropia desde un estado 1 a un estado 2 se puede calcular por integracion, si se
conoce C:

2
AS= f Coar (6.6)
1T

Puesto que la entropia es una funcion de estado, esta integral es independiente del camino, pese
a que la capacidad calorifica C depende del camino. Es la presencia del factor 1/7 lo que hace
que la integral en (6.6) sea independiente del camino. La integral

Q= [ cdT (6.7)

depende, por supuesto, del camino. Por este motivo, el factor 1/7 se denomina “factor inte-
grante” para el calor.
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En general se consideran procesos a volumen constante o a presion constante, puesto que resul-
tan mas faciles de realizar en el laboratorio y porque usualmente dos estados arbitrarios se pue-
den conectar mediante una combinacion de estos procesos. Por ejemplo, en la Fig. 6.1, los esta-
dos 1 y 2 se pueden conectar tanto por el camino aa’ como por el camino bb’, que son ambos
combinaciones de procesos a presion constante y a volumen constante. La variacion de entropia
calculada a lo largo de uno u otro de esos caminos es la misma. Para procesos a volumen
constante (subindice V) y a presion constante (subindice p) se tiene:

Y
) a8
Cv =T(—) , C =T(—) (6.8)
a 5 dT /)y P Jar),
a b de forma que
AS, - [ 2dT - foyd(nT) 6.9)
y
v C
R Bt _
Fig. 6.1. Un cambio de estado efec- AS, = J T dT = [Cpd(InT) (6.10)

tuado mediante combinaciones de

rocesos a presion constantey avo-
Ipumen consrt)ante. y Notar que las integrales en (6.9) y (6.10) corresponden a

diferentes cambios de estado.

Calores latentes de transicidon o de reaccion

Si se lleva a cabo en forma reversible e isoterma una transicion de fase o una reaccion quimica,
de la definicion de entropia resulta que

s = (6.11)

_Qrv _AE
AS="REZTE (V= cte) (6.12)

AS= % (p=cte) (6.13)

Luego, si medimos la temperatura termodinamica y la cantidad de calor que entra o sale de un
sistema mientras se produce un cambio de fase o una reaccion quimica en forma isotérmica, po-
demos calcular la variacién de entropia para el cambio de estado.

Procesos adiabaticos reversibles

De la definicion de entropia resulta que en un proceso adiabatico reversible no hay variacion de
entropia, es decir AS =0.
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La lista que hemos dado no es exhaustiva y en los proximos capitulos obtendremos otras rela-
ciones que permiten deducir variaciones de entropia a partir de datos experimentales.

Otras propiedades de la entropia

Hasta ahora nos hemos ocupado principalmente de las propiedades de la entropia en cuanto fun-
cion de estado. Veremos ahora otras de sus propiedades.

No conservacion de la entropia

A diferencia de la energia, la entropia no se conserva, a pesar de ser también una funcion de es-
tado. En Mecéanica se suele designar sistema conservativo aquél en el cual la cantidad de trabajo
necesaria para desplazar un cuerpo de una posicion a otra es independiente del camino. La ana-
logia con la Mecanica puede llevar a pensar que todas las funciones de estado se conservan, cosa
que no es cierta. Que la energia interna sea una funcion de estado que se conserva, mientras que
la entropia no se conserva, nos ensefia que la analogia entre sistemas mecanicos y sistemas ter-
modindmicos no es completa. Ya dijimos antes que para apreciar mejor los alcances de dicha
analogia hace falta recurrir a los métodos de la Mecanica Estadistica.

1 Para ilustrar la no conservacion de

- la entropia podemos considerar el
aparato de paletas de Joule, que ya
\L mencionamos cuando tratamos la

Primera Ley. Este aparato es un
ejemplo de “generador de entro-

pia”. El experimento se puede ha-

cer como se indica en la Fig. 6.2.
El fluido 4 que esta siendo agitado

en el recipiente se puede mantener

a una temperatura constante 7" al
estar en contacto con una fuente

térmica a través de una pared dia-

térmica. A medida que giran las
T paletas la temperatura del fluido se

mantiene constante debido a que

fluye calor desde el fluido a la
Fig. 6.2. El aparato de Joule como generador de entropia.  fyente térmica. Este flujo es rever-
sible pues en todo instante hay solo una diferencia infinitesimal de temperatura entre el fluido y
la fuente. La variacién de entropia de la fuente térmica es:

AS— deR Qr (6.14)

Esta es también la variacion total de entropia del sistema compuesto constituido por el fluido
mas la fuente térmica, puesto que el estado del fluido 4 no ha cambiado al final del proceso.
Ademas AE, =0 de modo que Qp =W,y el aumento total de entropia es
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AS = w (6.15)
T

Luego la realizacion continua de trabajo sobre el sistema genera continuamente entropia. Obsér-

vese que la entropia del sistema de pesas que mueve a las paletas no cambia durante el proceso,

y que la entropia generada no ha salido “de la nada”, se cre6 debido a la desaparicion de trabajo
en el ambiente.

Se podria pensar que para que aumente la entropia de un sistema es necesario que éste interactie

con el ambiente (como en el caso que acabamos de ver). Esto no es cierto: la entropia de un sis-

tema aislado puede tam-

bién crecer. En realidad

llave pronto veremos que no

puede nunca decrecer. Un

A B ejemplo puede ayudar a

comprender esta cuestion.
Consideremos el experi-
mento de Joule sobre la
expansion libre de un gas,
ilustrado en la Fig. 6.3.

Fig. 6.3. Experimento de Joule sobre la expansion libre de Inicialmente se tiene un

un gas. .
g gas en equilibrio en el

bulbo 4, mientras que en el bulbo B se hizo el vacio. Se abre entonces la llave para permitir que
el gas se expanda hasta llenar B y se deja que el sistema alcance el equilibrio. Todo el disposi-
tivo esta rodeado por una pared adiabatica (para simplificar se puede pensar que la pared adia-
batica estd constituida por los bulbos mismos, en cuyo caso el sistema es simplemente el gas. No
se puede calcular la entropia durante el curso de la expansion puesto que el sistema no esta en
equilibrio y en consecuencia la entropia no estd definida, salvo al comienzo y al final del pro-
ceso. Sabemos que la energia interna del sistema no varia, puesto que no se intercambia con el
ambiente ni calor ni trabajo. Para calcular la variacién de entropia entre los estados inicial y final
de equilibrio debemos imaginar que esos estados se puedan conectar mediante algin proceso
reversible, de manera que se cumpla la relacion dS = dQy / T . Este proceso reversible lo pode-
mos elegir a nuestro antojo de la forma mas conveniente a los fines del céalculo. Elegiremos en-
tonces una expansion reversible con la condicion de que la energia interna se mantenga cons-
tante durante toda la expansion. Igualmente se podria haber elegido cualquier otro camino rever-
sible, siempre y cuando sus estados inicial y final coincidan con los que se observan en la ex-
pansion irreversible. Para nuestro proceso reversible podemos usar la ec. (6.4) que, poniendo
dE =0, se reduce a

dS=?pdV . (E=cte) (6.16)

La (6.16) se puede integrar formalmente y se obtiene

AS=J Pavso (6.17)
v T
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Puesto que todas las cantidades del integrando son positivas, y V5, > J] resulta que AS >0, es
decir que la entropia aumenta. Para calcular el valor numérico de AS nos hace falta conocer la
ecuacion de estado del gas, pero esta informacidn proviene de afuera de la Termodinamica. Lo
esencial aqui es que la entropia de un sistema aislado puede crecer, y que dicho resultado si pro-
viene de la Termodindmica pura.

Variaciones de entropia en procesos irreversibles

Los dos ejemplos precedentes muestran que la entropia no se conserva. En ambos casos se tratd
de procesos irreversibles. Esta relacion entre aumento de entropia y procesos irreversibles no es
casual, sino que surge de un Teorema general que establece que la variacion total de entropia es
positiva en todos los procesos irreversibles. Este Teorema es consecuencia directa de la desi-
gualdad de Clausius (Corolario VIII del Capitulo 5):

aQ _
=0 (6.18)

Efectivamente, consideremos un cambio de estado cualquiera del estado 1 al estado 2, y luego
realicemos un cambio reversible que devuelve el sistema al estado 1. De la ec. (6.18) obtene-

mos:
2 1
f Q, (xR _j (6.19)
1 T 2 T
Pero para un proceso reversible
fldQR — _JZdQR (6.20)
2 T 1 T
y en consecuencia, usando la definicion de entropia:
2
AS= f @Q (6.21)
1 T

Para variaciones infinitesimales de estado, la (6.21) se puede escribir como

LY
ds = = (6.22)

donde el signo = vale solamente para procesos reversibles, como vimos en el Capitulo 5. Recor-
damos nuevamente que en las ecs. (6.21) y (6.22) T es la temperatura de la fuente y no la tempe-
ratura del sistema. Durante un proceso irreversible, la temperatura del sistema ni siquiera esta

definida.

Variaciones de entropia de un sistema aislado

Un sistema aislado no intercambia ni trabajo ni calor con el ambiente. Poniendo entonces
dQ =0 en la ec. (6.22) obtenemos

dS =0 (Sistema aislado) (6.23)
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6. Entropia

Esto significa que la entropia de un sistema aislado no puede nunca decrecer. El experimento
de expansion libre de Joule es un ejemplo concreto de este hecho. Pero la desigualdad (6.23) es
un resultado completamente general. El interés de este resultado es que podemos siempre consi-
derar un sistema como aislado, si definimos adecuadamente sus limites y los colocamos lo sufi-
cientemente lejos como para que a través de ellos no fluya calor. Las “vecindades” del sistema
original quedan ahora incluidas como parte del sistema aislado. El resultado (6.23) se puede
también usar para averiguar si ciertos procesos son posibles o no. Un proceso que requiere una
disminucion neta de la entropia (de un sistema aislado) es imposible. En consecuencia, para un
sistema aislado podemos calcular el valor de AS para todos los procesos y descartar como impo-
sibles aquellos para los cuales dS < 0.

Criterio entropico para el equilibrio

La imposibilidad de procesos en los cuales la entropia de un sistema aislado disminuye se puede
usar como criterio de equilibrio. En efecto, sea un sistema aislado que se encuentra en un deter-
minado estado, y calculemos la variacidon de entropia para fodos los procesos imaginables para
los cuales £ se mantiene constante. Si para todos ellos resulta que AS <0, se concluye que no es
posible ningun proceso, y por consiguiente nuestro sistema esta en equilibrio. En otras palabras:
la entropia es maxima en un estado de equilibrio. Este principio maximal se puede usar para de-
ducir muchos resultados de interés acerca del equilibrio de sistemas, como por ejemplo la fa-
mosa Regla de las Fases de Gibbs. Volveremos sobre este tema en el Capitulo 8.

Muchas veces este principio maximal no es de facil de aplicar, puesto que en la practica no es
cémodo usar E como variable independiente. Afortunadamente, veremos en el Capitulo 7 que se
pueden definir otras funciones de estado para las cuales las variables independientes naturales
son p, Vo T,y en el Capitulo 8 mostraremos que el principio maximal de la entropia es
equivalente a principios minimales para esas nuevas funciones. Esos principios minimales son
mas comodos de emplear que el principio maximal de la entropia.

Ejemplos de variaciones de entropia en procesos irreversibles

Para ilustrar los resultados anteriores calcularemos las variaciones de entropia para algunos pro-
cesos irreversibles tipicos. Primero estudiaremos un sistema (designado con el subscripto s) que
sufre un cambio de estado irreversible de modo tal que la entropia de su vecindad (subscripto a)
no varia. Luego produciremos el mismo cambio de estado, pero mediante un proceso reversible.
La variacion de entropia del sistema es la misma en ambos casos porque la entropia es una fun-
cion de estado, pero la variacion de entropia del ambiente es diferente. Si consideramos que el
sistema junto con sus alrededores forman un sistema aislado, veremos que para este sistema
compuesto, AS > 0 para el proceso irreversible, mientras que AS = 0 para el proceso reversible.

Expansion libre de Joule

En la expansion libre de Joule hay un cambio de la entropia del gas dado por la ec. (6.17). En la
expansion libre irreversible, la variacion de entropia del ambiente es nula. La variacion total de
entropia del sistema compuesto s + a (el gas mas el ambiente que lo rodea) es por lo tanto

V;
A§+a=ASs+ASa=JV2?pdV+O>O (6.24)
1
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En el proceso reversible, la variacion de entropia del gas sigue siendo la misma, paro la entropia
del ambiente cambia en

AS, = J “dQr (6.25)

donde dQy es el calor que fluye desde el ambiente al sistema. Para averiguar el valor de dQp
observamos que durante la expansion la energia interna del gas no varia, es decir dE = 0, luego
dQp = dWy = pdV y por lo tanto

AS, = -J Pav (6.26)

Luego la variacion total de entropia para el proceso reversible es
AS,, = AS +AS, = AS, = J $dv f Pav-0 (6.27)

Se debe notar que aunque las variaciones de entropia del gas y del ambiente no son nulas, la
variacion del sistema conjunto (gas + ambiente) es nula.

Agitacion adiabética (experimento de Joule)

Ya mencionamos el dispositivo de paletas de Joule para mostrar que la entropia se puede gene-
rar. Vamos a calcular ahora cuanto varia la entropia del agua (s) cuando se cambia su estado
mediante una agitacion adiabatica. Esto puede servir, de paso, para familiarizarnos con el “ta-
mafio” de las unidades de entropia (calorias/grado o mejor, joules/grado). Supongamos que agi-
tamos adiabaticamente 1 kg de agua a 14.5 °C hasta que su temperatura llega a 15.5 °C. Durante
este proceso cambia la entropia del agua, pero no la del ambiente (el tnico cambio del ambiente
es el descenso de las pesas). Para calcular la variacion de entropia del agua vamos a suponer que
producimos el mismo cambio de estado haciendo pasar calor en forma reversible desde el am-
biente al agua. Resulta entonces

T
AS = J 20Qr _ . cpd?T_c In(_l_l) (6.28)

Introduciendo valores numéricos, y recordando que ¢, = 1cal/gramo °K y que 'K ="C +273.15,
resulta:

cal

AS, = (6.29)
En el proceso reversible
2
-dQR) ca
AS = [ (TERV -3 6.30

Luego, en el proceso irreversible la variacion total de entropia es
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AS.,, = (3.47+ 0 %} 3 47?2' (6.31)
y para el proceso reversible resulta
ca
AS, 4 = (3.47-3.47) S 0 (6.32)

Flujo de calor irreversible

Por tltimo, consideremos dos cuerpos de gran tamafio a temperaturas 7; y 7,, respectivamente,
con 7; > 7,. El proceso irreversible consiste en dejar pasar una cantidad de calor O del cuerpo 1
al cuerpo 2, poniéndolos en contacto a través de una pared diatérmica. Para simplificar los cal-
culos vamos a suponer que la temperatura de los cuerpos no cambia apreciablemente en este
proceso. Esto se puede conseguir si los dos cuerpos son muy grandes y Q es pequeio, o también
si los dos cuerpos consisten de fases en equilibrio, de manera que el flujo de una cantidad finita
de calor no produzca variaciones de temperatura (por ejemplo el cuerpo 1 podria ser una mezcla
en equilibrio de vapor de agua y agua en ebullicion, y el cuerpo 2 una mezcla en equilibrio de
agua y hielo). Para calcular la variacion de entropia del sistema tenemos que imaginar un pro-
ceso reversible que produzca el mismo cambio de estado. Podemos lograrlo si colocamos en las
vecindades de los cuerpos una fuente térmica 4 de temperatura 7; y otra fuente B de temperatura
T, y ponemos en contacto térmico la fuente 4 con el cuerpo 1 al que le extraemos una cantidad
de calor Q en forma reversible, andlogamente ponemos en contacto térmico la fuente B con el
cuerpo 2 y le suministramos en forma reversible esa misma cantidad de calor Q. La variacion de
entropia del sistema constituido por los dos cuerpos es entonces

AS1+2 =—%+% (633)
1 2

y es positiva pues 7; > 7,. La variacion de entropia de las vecindades (las fuentes 4 y B) es

ASA+B =%—% (634)
1 2

Resulta entonces nuevamente que en el proceso reversible tenemos AS},,, 4,5 =0. Sin em-
bargo, en el proceso irreversible la variacion de entropia del ambiente es nula, pero la del sis-
tema sigue dada por la ec. (6.33) puesto que la entropia es una funcién de estado. Luego para el
proceso irreversible

ASioal = AS142 = —% + % >0 (6.35)
1 2

Este ejemplo también se puede usar para ilustrar la desigualdad dS = dQ/T (ec. (6.22)), si ima-
ginamos a cada uno de los cuerpos como a un sistema separado. La variacion de entropia del
cuerpo 1 es
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AS = L (6.36)
T
y la del cuerpo 2 es
AS, = Q (6.37)
I

En estas expresiones, la temperatura que figura en el denominador debe ser la de la fuente (4 o
B, respectivamente), aunque coincide con la del sistema, puesto que la variacioén de entropia se
debe calcular para un proceso reversible. Esto significa que la temperatura de la fuente puede
diferir a lo sumo en un infinitésimo de la temperatura del sistema. En el proceso irreversible, por
lo contrario, cada sistema actiia como fuente para el otro sistema, de manera que la razén Q/T
para el sistema 1 es

_Q (6.38)
I
y para el sistema 2 es
Q (6.39)
T
Comparando la ec (6.36) con (6.38) resulta
2=, 0 6.40
L I
puesto que 7; > 7,. Analogamente, comparando la ec (6.37) con (6.39) se obtiene
45, -2, 2 (6.41)
L T

Vemos pues que la desigualdad fundamental (6.22) vale para cada sistema individualmente,
como debe ser. Este ejemplo sirve también para subrayar que es la temperatura de la fuente la
que se debe usar en el segundo miembro de la desigualdad, no la temperatura del sistema.

Las propiedades y usos de la entropia se iran aclarando a medida que avancemos, pero es im-
portante recordar que si bien la entropia no tiene una analogia mecanica simple, muchas de sus
caracteristicas se pueden comprender sin recurrir a la Mecanica Estadistica.
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7. METODOS ANALITICOS Y APLICACIONES

En los Capitulos precedentes evitamos referirnos a sistemas particulares, para subrayar que las
leyes de la Termodinamica no dependen de las propiedades de los sistemas y los procesos a los
que las aplicamos. Pero ese punto de vista necesariamente limita los ejemplos que se pueden pre
sentar. Ahora que hemos casi completado la fundamentacién de la Termodinamica, podemos
desarrollar las aplicaciones de las dos Leyes y mostrar algunos ejemplos.

En este Capitulo vamos a introducir nuevas funciones termodinamicas y mostraremos el empleo
de la técnica de la derivacién cruzada. Las funciones que vamos a considerar son combinaciones
de la energia interna con otras funciones de estado, y se eligen para facilitar el estudio de ciertas
clases de problemas. Las técnicas de derivacién cruzada permiten obtener facilmente relaciones
Gtiles entre las variables termodinamicas, como las relaciones de Maxwell. Estas relaciones son
consecuencia de los postulados béasicos de la Termodinamica y de que las funciones termodina-
micas son variables de estado.

Expresion combinada de la Primera y Segunda Ley
Recordamos la expresion combinada de la Primera y Segunda Ley (ec. 6.4):

s = ~ap+ L ay (7.1)
T

gue podemos también escribir en la forma

dE = TdS - pdV (7.2)

Estas ecuaciones valen para cualquier cambio de estado, sea 0 no reversible el proceso (pues nt
dependen de que se cumpldfi=dQ, /T y pdV =dW), porque la energia y la entropia son
funciones de estado y sus valores no dependen del proceso mediante el cual se lleg6 a ese estad
Podemos entonces utilizar estas ecuacisirepreocuparnosle la reversibilidad o no de los
procesos, porque valesiemprecon la Unica condicién que los estados inicial y final estén bien
definidos termodinAmicamente, o sea sean estados de equilibrio. Por supuesto, las ecuaciones
(7.1) y (7.2) se aplican unicamente cuando el trabajo es de compresion o de expansion. Veremos
oportunamente como se deben modificar para incluir otros tipos de trabajo y daremos ejemplos.

Definicién de nuevas funciones de estado

La Primera y Segunda Ley garantizan la existencia de dos funciones de estado: la energia y la
entropia, que dependen del estado del sistema y no de cémo se llego a él. Esta es una propiedax
de fundamental importancia y significa que para calcular la diferencia de energia interna (o de
entropia) entre dos estados de un sistema podemos utilizar cualquier proceso reversible
(fisicamente factible) que se nos antoje y que facilite los calculos, no importa cuan idealizado
sed. La diferencia asi calculada es la misma que se obtiene en cualquier otro proceso que
conecte los mismos estados, por complicado que éste sea. Tal cosa no ocurre ni con el trabajo ni
con el calor, que no son funciones de estado.

1 Por ejemplo, la ec. (7.2) nos dice gifese puede calcular considerando un procegaanstante seguido de un
proceso & constante, o viceversa.
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Las ecuaciones diferenciales (7.1) y (7.2) tienen como varialdeSwg V, mientras quey T

aparecen solamente en los coeficientes. No siempre estas variables son las mas adecuadas pat
resolver problemas. En la mayoria de los casos las variables “naturales” invalugrarn,

puesto que estas magnitudes se controlan mas facilmente en un experimento y se pueden medir
directamente. Es util entonces definir nuevas variables de estado, cuyas ecuaciones diferenciales
contengan variables mas convenientes del punto de vista practico. Buena parte de la Termodi-

namica consiste en la busqueda de funciones de estado utiles.

La entalpia

La ecuacion (7.2) para tiene como una de las variables independientes el volumen, pero a ve-
ces es mejor tener como variable independiente la presion en IMgaEste se logra definiendo
una nueva funcién de estadollamadaentalpig del modo siguiente:

H=E+ pV (73)

Puesto qué&, py V son funciones de estadd,también lo es. Para un proceso reversible, la Pri-
mera Ley se escribéE = dQp — pdV . Si diferenciamos la (7.3) y reemplazand@&spor esta ex-
presion resulta

dH = dQy + Vdp (7.4)

Usando la Segunda Ley en la foraf@, = 7dS en (7.4) resulta

dH = TdS + Vdp (7.5)

que es la ecuacion diferencial para la entalpia.

La entalpia es util en problemas que involucran cantidades de calor (por ejemplo calores de reac-
cion o capacidades calorificas) cuando la presion es una variable importante. El calor no es una
magnitud facil de manejar porque no es una funcion de estado, y entonces no tenemos la libertad
de imaginar a nuestro antojo caminos idealizados para determinarlo. Conviene entonces rela-
cionar las cantidades de calor que nos interesan con funciones de estado, porque las variaciones
de funciones de estado si se pueden calcular usando cualquier proceso idealizado que se nos ocu
rra. Por ejemplo, de la ec. (7.4) y de la definiciébn de capacidad calorifica dada por la ec. (4.10)
encontramos que la capacidad calorifica a presion constante es

o), 12),

Puesto queC, es la derivada de una funcion de estado, es también una funcion de estado.
Observando la (7.4) vemos que en un proceso a presion constalnéei¢o el segundo término
del miembro derecho es nulo, e integrando obtenemos (el significado del sulpsesiiovio)

AH =0, (7.7)

Luego, para procesos isobaricos podemos estudiar los efectos calorificos usando la entalpia.
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Los procesos a volumen constante no son tan comunes en los experimentos como 10s procesos ¢
presion constante, pero si estamos interesados en procesos a volumen c@wtan®g, las
ecuaciones analogas a (7.6) y (7.7) son:

(%), (),
y
AE = Oy, (7.9)

Vemos que la energia interna y la entalpia juegan roles similares en los procesos a volumen
constante y a presion constante, respectivamente.

Como ejemplo del uso de la funcion entalpia vamos a considerar la relacié@ gwti@, . Para

ello diferenciamos la ec (7.3) para obtener

dH = dE + pdV +Vdp (7.10)

Ahora bien, para la mayoria de los fluidos simples basta especificar dos variables para determi-
nar el estado del sistema (porque hay una ecuacién de estado para la Unica especie presente). S
elegimos como variables independient&syal, podemos expresdE en la forma

dE <[ PE\ ar [ E) av —car+ (£ ay (7.11)
T}, ), ),
Sustituyendo esta expresion en la ec. (7.10) resulta
oE
dH = C,dT +Vdp + | p+|—| |dV (7.12)
v,
Si ahora dividimos pad Ty consideramos procesos a presion constaifste: () obtenemos
oE 4
C,=Cy+|p+|— — 7.13
=G+ |p (W)T (aT)p (7.13)

Hasta aqui sélo usamos la Primera Ley. Veremos mas adelante que si usamos también la Se-
gunda Ley podemos avanzar mas y exprégar d/); en términos de propiedades que se mi-

den mas facilmente.

Sucede que para muchos gaé&s/ V), es despreciable frentepaen ese caso la ec. (7.13)
expresa la diferencia enti®, y G, en términos de cantidades que se pueden obtener a partir de

la ecuacion de estado. Luego, si medirasy la ecuacion de estado, no hace falta mégirlo

que es harto dificil de hacer para un gas.

La energia libre o funcién de Helmholtz

La energia libre(también llamad#&uncion de Helmholjzes una funcién de estado que se utiliza
en problemas en quey V son las variables naturales. Se define como
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F=E-TS (7.14)

Podemos escribir la expresion combinada de la Primera y Segunda Ley en térniiRoPale
definicion:

dF = dE - TdS - SdT (7.15)

y sustituyendo la expresion d& (ec. (7.2)) encontramos

dF = -SdT - pdV (7.16)

gue muestra que las variables independientes explicitas de la funcién de Helmh®dliz\son

Esta funcion es especialmente Util para estudiar procesos a volumen constante o a temperatura
constante. Para procesos isotérmidds= — pdV de modo que la variacion de la funcién de
Helmholtz es igual al trabajo reversible. Por este motivo también se lafllaoidn trabajoy en

algunos textos se la designa con el simBaldel aleman “Arbeit”, que significa trabajo).

La funcion de Gibbs

La funcion de Gibbises una funcion de estado que se utiliza en problemas éhygpieson las
variables naturales. Se define como

G=E+pV-TS=H-TS (7.17)

La ecuacion diferencial para la funcion de Gibbs se deduce de manera anéloga al caso de la fun-
cion de Helmholtz y resulta

dG = -SdT + Vdp (7.18)

Puesto que las variables independientes que figuran en la ec (7.18) gola funcién de Gibbs
es de utilidad para estudiar procesos isotérmicos y/o isobaricos.

Potenciales termodinamicos o funciones caracteristicas

Las cuatro funciones de estadws,V), F(T,V), G(T,p) y H(S,p) que definimos hasta

ahora se denomingrotenciales termodinamicastambiérfunciones caracteristicgsues tienen

la propiedad de qus se las conoce en funcion de sus variables natyral@encedodas las
propiedades termodinamicas del sistema se pueden calcular por simple diferen@atiém-

bargo, si conocemos un potencial como funcién de variables que no son sus variables naturales,
no podemosbtener el resto de las propiedades termodinamicas por simple derivacion: hace falta
hacer integraciones, lo que introdummnstantes de integracion desconocid@ara quee sea

una funcion caracteristica la tenemos que conocer como func®y deque son sus variables
naturales. Lo mismo vale pafaG y H en relacidén con sus respectivas variables naturales.

Las definiciones que hemos dado pueden parecer algo arbitrarias, lo cual en cierta medida es
verdad. Se han introducido y usado otras funcibi@empre y cuando las variables indepen-

2 En homenaje a Josiah Willard Gibbs (1839-1903) cuyos trabajos sobre la teoria termodinamica transformaron la
Fisicoquimica de una ciencia empirica a una ciencia deductiva.
% Ver por ejemplo H. B. Callefermodinamicadonde el tema se discute con amplitud.
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dientes explicitas de la funcién correspondan a las variables naturales del sistema que estamos
estudiando, esa funcién es conveniente para estudiar el sistema.

Hay un método general llamattansformacién de Legendpie permite construir nuevas fun-

ciones de estado del tipo que se desee. Sea una funcion de gstata, y) de dos variables

de estadq, y, que satisface la relacién

df = udx +vdy (7.19)

dondeu y v son también variables de estado. Supongamos que queremos modificar nuestra des-
cripcion del sistema, pasando a describirlo mediante una fugcioa(u, y) que satisface una
relacion similar a la (7.19) en términosdiey dy. La manera de hacerlo es definir

g=f-ux (7.20)

y se verifica facilmente qugsatisface la relacion

dg = —xdu + vdy (7.22)

Volviendo a las funciones caracteristidass, V), H(S, p),F(T,V)y G(T, p), recordamos las
cuatro correspondientes expresiones diferenciales de la Primera y Segunda Ley:

dE = TdS - pdV (7.22)
dH = TdS + Vdp (7.23)
dF = -SdT - pdV (7.24)
dG = -SdT + Vdp (7.25)

Observemos de paso, que cualquiera de las relaciones (7.22)-(7.25) se puede reordenar algebrai:
camente para obtener otras funciones caracteristicas. Por caso, se puede siempre (en principio)
resolverE = E(S,V) para obtener, digamos,= S(E,V), de modo qu&es la funcién caracte-

ristica para energia y volumen, asi cdes la funcion caracteristica para la entropia y el volu-

men.

Como ejemplo del uso de los potenciales termodindmicos, vamos a calcular las propiedades de
un sistema suponiendo que se nos ha dado la funcion de Helmhpliz).

Las propiedades que queremos encontrar son: la energia, la entropia, la presion, las capacidade:
calorificas a presion y a volumen constante y las propiedades termomecénicas (compresibilidad
y coeficientes de expansion térmica a presion y volumen constante), en términos Unicamente de
F y de sus derivadas respectoldgV.

De la ecuacién diferencial (7.24) paf4qT,V) obtenemos en seguida las expresiones para la
presion y la entropia:

44



7. Métodos Analiticos y Aplicaciones

Puesto que por definiciéf = F + TS, resulta

E=F—TFEJ (7.27)
T},

Si diferenciamos esta expresion respect® @&V constante) obtenemds; :

OF [ 92F )
=), =),

El calculo deC), es algo mas complicado. Partimos del resultado (7.13) ya obtenido:

JoE av
C, =G — — 7.28
p=rt P+((W)T ( )p ( )

aT

Aqui

LLCh I —T—i-ﬁ% (7.29)
(aV)T"(aV)T aV(aT vy '

Resta calculatdV’/dT),, en términos d€& y sus derivadas. Para llegar al resultado primero te-
nemos que encontrar una expresion(@é/J7’), en la cuaV y T sean las variables indepen-
dientes en lugar dey T. Esto se logra escribiendo la identidad

dp=(07—p) dT+(‘9—p) av (7.30)
ar), v ),

Suponemos ahora que la presién se mantiene constante, elste @sy resolvemos algebrai-
camente pargdV’ /dT’) ,. Resulta:
B
ar},

(ﬂ) __
JaT » (é’p
v,
Finalmente, sustituyendo (7.29) y (7.31) en (7.28) y usando la primera de las (7.26) obtenemos

(o) |

&T(&V)TV (9°F)
(2F\  \ar?) |
LaVZ

(7.31)

-

Cp=T (7.32)

El coeficiente de compresibilidadl,; se define como
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1(oV
Kr=-—| 2 7.33
T V(&p)T (7.33)

La (7.33) se evalta invirtiendo la derivada y luego usando la exprespdatta por la (7.26).
El resultado es:

KT = - 1 = 1 (7 34)

pY (92F)
V(W)T \av2).

El coeficiente de expansion térmica a presion constemtdefine como
1V
a,=—|— 7.35
P V( aT)p (7.39)

Usando la (7.31) y la primera de las (7.26) resulta:

()
o er\ar)y,
a, =-L 1 (7.36)
[ 92F)\

o),

Por ultimo elcoeficiente de expansién térmica a volumen constantiefine como

1 (dp
=—| = 7.37
o p( aT)V (7.37)

y su expresion en términos de la funcion de Helmholtz es:

a(&F)
aT\ v ),

L T (7.38)

oy = —
t
v},

Este ejercicio muestra que si conocemos la funcion de Helmh¢lz/) para un sistema, en

todo un intervalo de temperaturas y volimenes, entonces podemos calcular todas sus propieda-
des termodindmicas en ese intervalo. Sin embargo, debe quedar claro que no se puede determina
la funcién de Helmholtz a partir de la sola Termodinamica. Es preciso calcularla teéricamente a
partir de alguna teoria de la materia, o bien determinarla empiricamente realizando mediciones
sobre el sistema. Pero una vez que de alguna forma la llegamos a conocer, entonces podemos
calcular a partir de ella todas las demas propiedades termodinamicas. Es sencillo desarrollar un
programa similar para las otras funciones caracteristicas.

46



7. Métodos Analiticos y Aplicaciones

Derivacion cruzada y relaciones de Maxwell

La técnica de la derivacion cruzada se basa en que cuando calculamos la derivada segunda mixte
de una funcién de estado con respecto de sus variables, no importa el orden de derivacion. Esto
es, sif = f(x,y) es una funcién de estado de las variabkeyg, se cumple

i(i) _ i(i) (7.39)
dy\dx) ax\dy) , '
Consideremos la expresion die
(& g
df _(ﬁx)ydx+(o7)/)xdy (7.40)
La ec (7.40) se puede escribir en la forma
df = M(x,y)dx + N(x,y)dy (7.41)
donde
of of
M(Xy)=|— , N(Xx,y)=|— 7.42
o =(5) o Nen=(] (742)
Entonces la (7.39) es equivalente a
GRE
) \xJ,

Este resultado nos permite obtener las cuatro relaciones de Maxwell, que vinculan derivadas de
la entropia con propiedades termomecanicas. Aplicando la (7.43) a (7.22)-(7.25) se obtiene:

M-1 (%)S _ _(j—g)V (7.44)
M-2 (%) - (%) p (7.45)
M-3 (%)T _ (%)V - pay (7.46)
M-4 (%)T _ _(%)p - Va, (7.47)
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Estas son las relaciones de Maxwell. Es facil obtener otras relaciones del mismo tipo resolviendo
primero en forma algebraica las ecs. (7.22)-(7.25) para una de las otras funciones de estado, por
ejemploS, V, etc., y luego calculando las derivadas cruzadas. Pero las cuatro relaciones que
dimos son las mas utiles.

Aplicaciones de las relaciones de Maxwell

Daremos cuatro ejemplos que muestran como se usan las relaciones de Maxwell para simplificar
calculos termodinamicos.

Calculo de variaciones de entropia

Consideremos la variacion de entropia que acompafa una variacion de temperatura y volumen
de un fluido simple:

as = B) ar+[ ) av = Gar+ (B av (7.48)
T ), ), T v ),
Usando la tercera relacion de Maxwell obtenemos
CV &p
dS=—"-dT +|—=| dV =C,d(InT)+ paydV (7.49)
T oT V

Luego, si conocemos§;,(7,V) y la ecuacion de estado, se puede obtener la variacion de entro-
pia por integracion. Para un cambio desde un estado 1 a un estado 2 se tendra:

S-S-= fTTf Cud(nT) + f;’f por, dV (7.50)

La primera integral se calcula al volumen constdftg la segunda a la temperatura constante

T, (o viceversa, se calcula la segunda integrBl wala primera a’,). En realidad veremos en el
siguiente ejemplo que si se conoce la ecuacion de estado no hace falta tener un conocimiento
completo deG, (7,V).

Antes de mostrar como calcular la dependenci@denV a partir de la ecuacion de estado,
conviene mencionar que el método que usamos aqui se puede aplicar para calcular la variacion
de cualquier funcién de estado. Ademas, las variables independientes no nece3itarVser

como en el ejemplo, sino que puedenTsgip o bienpy V.

Dependencia de la capacidad calorificaen py V

Podemos usar las relaciones de Maxwell para vincular la variacion de la capacidad calorifica con
la presion y el volumen, con las propiedades termomecanicas del sistema. Por ejemplo, de

ds
G = T(E)V (7.51)

obtenemos
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() el 2(5)] ool 2(2)
o), |v\ir), o\ v ),

donde aprovechamos qGes una funcion de estado para intercambiar el orden de derivacion.
Usando la relacién M-3 resulta

(7.52)

T 4

G\ _ *p)
(TVV)T_ L&TzJV (759

Una deduccion semejante permite obtener con la ayuda de la relacion M-4

(9Cp) (921

L pa )T =_TL07?JP (7.54)

La ec. (7.53) (o la (7.54)) establece que si conocetho® C),) en un punto de una isoterma,

podemos obtener su valor en cualquier otro punto de esa isoterma si tenemos datos de la

ecuacion de estado. Por ejemplo podemos obtener de la (7.53)

Vo,

(ﬂ) v , (T=cte) (7.55)
%

(©)2- (G =T J 2

Vi

En general la integral se tendré que calcular numeéricamente. Un resultado analogo se obtiene
paraC,.

Calculo de variaciones de temperatura

Las relaciones de Maxwell se pueden usar para calcular las variaciones de temperatura que
acompafan un cambio de estado. Vamos a considerar tres tipos de procesos:

* aentropia constante,

* aenergia constante, y

* aentalpia constante.

El procedimiento es el mismo en todos los casos: (a) se escribe una ecuacion diferencial para la
magnitud que se mantiene constante, y se iguala a cero su diferencial, (b) se resuelve algebrai-
camente la ecuacion resultante pdifgy (c) se usa una relacion de Maxwell para obtener un re-
sultado final que involucre solamente capacidades calorificas y datos de la ecuacién de estado.

Procesos a entropia constante

Un ejemplo practico de proceso a entropia constante es un cambio de estado adiabatico y rever-
sible. Clarament@ ser& siempre una variable independiente, pero segun el problema de que se
trate la segunda variable independiente ¥evg. Comenzamos eligiendé como segunda va-

riable independiente y escribimos

dS=(O7—S) dT+(ﬁ) dv (7.56)
ir), ).
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luego imponemos la condiciéS = 0 y obtenemos

)
av
(ﬂ) __\y (7.57)
)
ar},
pero(dS/dT), = G,/ T; entonces usando la relacion M-3 obtenemos:
(ﬂ) _ _i(a_l?) __play (7.58)
V) G \dT}/, Gy

También se podria haber llegado rapidamente al resultado partiendo de la primera relacién de
Maxwell M-1

La ec. (7.58) se puede integrar (eventualmente en forma numeérica) si con@gesntzs ecua-

cion de estado. Si las variaciones de temperatura y de volumen son pequefias podemos escribir la
(7.58) en forma aproximada como:

pTay

ATg = _l(@) AVg = -
\Y

AV 7.59
c s (7.59)

Si elegimos en lugar d&/ como la segunda variable independiente el procedimiento es com-
pletamente anélogo, y lo dejamos como ejercicio para el lector. El resultado es:

(ﬂ) e (7.60)
ls  Cp

qgue, si las variaciones de temperatura y de volumen son pequefias, se puede escribir en forma
aproximada como:

VTap
C

p
Este resultado también se puede obtener a partir de la segunda relacion de Maxwell M-2.

Procesos a energia constante

Un proceso adiabatico en el cual no se realiza trabajo es un ejemplo de proceso a energia cons-
tante. Tal vez el caso méas conocido sea la expansion libre de Joule, que ya discutimos en el Ca-
pitulo 6. Elegimos/ como la segunda variable independiente puesto que es una variable inde-
pendiente natural paB y escribimos:

dE=(ﬁ) dT+(@) dv (7.62)
ir), ),

luego imponemos la condici®¥ = 0 y obtenemos
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),

(7.63)

oT

donden es elcoeficiente de JouleSi recordamos qUEIE/ JT), = G, la (7.63) se escribe

1 (JE
__ 7.64
n G (W)T (7.64)

Hasta aqui sélo usamos la Primera Ley, pero para exgi@sa#l’); en forma conveniente te-
nemos que usar también a la Segunda LeydPe TdS - pdV obtenemos

() {2 - oo

Usamos ahora la tercera relacion de Maxwell y obtenemos finalmente

n=ap(l—TaV) (7.66)

que es el resultado buscado. Es facil vergue) para un gas ideal (usangd” = nRT).
Si las variaciones de temperatura y de volumen son pequefas, se puede escribir en forma apro-
ximada que:

ATg = ap(l— Tony ) AV = nAVe (7.67)

Si comparamos este resultado con la ec. (7.59) vemos que la Unica diferencia es la presencia del
término pAV /G, cuyo numerador es el trabajo que aparece en el ambiente durante el proceso
isoentrépico (no aparece trabajo en el ambiente en el proceso a energia constante). Este término
adicional es positivo y por lo tanto la caida de temperatura es mayor en el proceso isoentropico.
Esto era de esperar, pues el trabajo que aparece en el ambiente se hace a expensas de la enerc
interna del sistema.

Procesos a entalpia constante

Conviene primero describir un dispositivo que permite realizar un préssatalpico puesto

gue hasta ahora no estudiamos procesos de esta clase. El ejemplo mejor conocido es el de la ex
pansién de Joule-Thomson, que consiste en permitir que un gas que se encuentra inicialmente en
un recipiente se expanda en otro recipiente vacio pasando a través de una valvula que produce ur
estrangulamiento (en el experimento original habia un tapén poroso que separaba ambos reci-
pientes) que obliga al gas a fluir muy lentamé&rge el flujo es suficientemente lento, tanto el
gasdelantede la valvula como el gatetrasde la valvula tienen presiones y temperaturas bien

* Este efecto, descubierto en 1852, constituy6 la base de la industria de la refrigeracion que se desarrollé en la
segunda mitad del siglo XIX.
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definidas. El dispositivo opera de forma de tener un flujo constante, bajo condiciones adiabati-
cas, y se miden las temperaturas y presiones iniciales y finales.

A primera vista pareceria que no po-
demos aplicar consideraciones termo-

Py L

vV dindmicas a este proceso, pero en rea-
1 . . .,

T lidad lo podemos hacer si la expansion
1

se produce con suficiente lentitud y si
elegimos adecuadamente el contorno.
Vamos a elegir un contorno imagina-
rio que encierra una masa fija de gas.
Esa porcion de gas ocupa el volumen

(a) Estado inicial

P, V, y tiene la temperaturd; y la pre-
Vv, sion p, cuando se encuentra en el
T, primer recipiente, antes de pasar por la
valvula. Al final del proceso, luego
(b) Estado final que ha atravesado la valvula, esa masa

de gas esta en el segundo recipiente y

Fig. 7.1. Esquema idealizado de la expansion de-Joufe P2 el volumerr; y tiene la tempe-

Thomson. Todos los limites son adiabaticos. ratura 7, y la presion p,. En conse-
cuencia el cambio de estado de nuestra

porcion de gas se puede indicar simbdlicamente cgmd/{, 7;) =( p,, V>, ;). Las cantidades

que se miden sop, - p; Y ¥, = V;. Imaginemos ahora que llevamos a cabo el mismo cambio

de estado con el dispositivo (idealizado) de la Fig. 7.1, consistente en un cilindro con un tapon
poroso y dos pistones, el izquierdo que empuja el gas mientras el derecho se va retirando a fin de
obligarlo a pasar a través del tapdn poroso. Puest@gue tendremos quel\E = -7, es decir

Ey, - E; =-(pVy - pi) (7.68)

que se puede escribir, recordando la definicién de la entalpia (ec. (7.3)), como

H2=Hl

Por lo tanto en este cambio de estiadentalpia se mantiene constante

El célculo es ahora analogo al que vimos recién cuando estudiamos el coeficiente de Joule, ex-
cepto que ahora la segunda variable independieqtersugar de/, puesto que es una variable
independiente natural parh El resultado del experimento se suele resumir en la cantidad

= (%)H (7.69)

gue recibe el nombre deeficiente de Joule-ThomsdEscribimos

dH=(ﬁ) dn(ﬁ) v (7.70)
aT p )y

y comodH =0 resulta (recordando qu&, = (dH /JT’),) que
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o
B

Hasta aqui solo usamos la Primera Ley, pero para obtefiewp), en términos de la ecuacion
de estado hace falta usar la Segunda Ley. De la ecuacion diferencial para la entalpia (ec. (7.5))
encontramos

3,13,

y usando la cuarta relacion de Maxwell M-4 obtenemos una expresidardg&rminos deC, y
la ecuacion de estado:
T(ﬂ) v
oT
p

Es facil verificar queu = 0 para un gas ideal. SAT y Ap son pequefios podemos escribir la
siguiente expresion aproximada pava:

_ CLP(Tap -1) (7.73)

‘LL=

L
CP

v
ATy = < (Tap - DApy = uapy (7.74)
p

De nuevo es interesante comparar este resultado con la formula (7.60) que da la variacion de
temperatura en un proceso isoentropico. La Unica diferencia es la presencia del témiidip

en la (7.74). Puesto qUey (dV'/dT), son siempre positivos el signo ddg es el mismo que el

de Aps, luego en una expansion isoentropica la temperatura disminuye siempre. Esto no es
cierto en un proceso isoentalpico, puepuede ser positivo, negativo o nulo, segun sea la
relacion7a , : 1. Los tres casos se han observado experimentalmente.

Comentarios

Los pasos que seguimos para calcular analiticamente los varios cambios de temperatura tienen
interpretaciones fisicas que vale la pena comentar, pues permiten aclarar las técnicas que se usat
en Termodindmica. Los procesos reales que ocurren en el laboratorio son casi siempre irreversi-

bles, y el célculo termodinamico no intenta (y no puede) seguirlos en sus detalles. Lo que se hace
es observar los estados inicial y final, y se inventa un proceso reversible que produce el mismo

cambio de estado. El célculo en si es sencillo, las mayores dificultades conceptuales estan en la
eleccién del proceso equivalente. Por ejemplo, la ec. (7.62) corresponde a un proceso reversible
gue consta de dos pasos y que produce el mismo cambio de estado que la expansion libre de
Joule, que es altamente irreversible. Uno de los pasos se efectla a temperatura constante y el otre
a volumen constante. Vemos asi que parte de la técnica consiste en usar procesos reversibles
ideales equivalentes, que se usan porque a lo largo de ellos el estado del sistema esta siempre
bien definido termodindmicamente. La otra parte de la técnica es, por supuesto, el uso de funcio-

nes de estado, sin cuya existencia seria inutil inventar procesos equivalentes.
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Relacion entre las capacidades calorificas

Vamos a mostrar ahora que usando las relaciones de Maxwell se puede expresar una capacidac
calorifica a partir de la otra, en términos de la ecuacion de estado. Ya consideramos este pro-
blema cuando hablamos de la entalpia y adelantamos todo lo posible en base a la Primera Ley.
Entonces obtuvimos la ec. (7.13) que ahora reproducimos:

» +(%)T (ﬂ)p (7.75)

oT
Se observa que en el primer miembro figuran esencialmente cantidades de calor, mientras que en
el segundo miembro aparecen cantidades de trabajo debido al aumento de temperatura a presior
constante. El término que viene ples el trabajo necesario para empujar la atmosfera exterior
cuando el volumen aumenta @, y el término que viene d@E/ V), se puede interpretar
como una suerte de “trabajo interno”.(3E/dV); =0 la (7.75) se puede usar para calcular el
equivalente mecanico del calor a partir de los calores especificos y la ecuacién de estado del gas.
Esto fue hecho por la primera vez por J. R. Meyer algunos afios antes de los experimentos de
Joule con el dispositivo de paletas, pero su célculo indirecto no tuvo gran repercusion en su mo-
mento. La formulacion de la Primera Ley resulté convincente sélo después de los experimentos
laboriosos, pero directos, de Joule.
Volviendo a la relacion entr€’, y G, para lograr nuestro objetivo tenemos que usar la Se-
gunda Ley para calculdwE/dV);. Usamos la ec. (7.65) y la tercera relacion de Maxwell (M-3)
para escribir

Cp_CV=

oE aS ap
Z) =7 —p=T|E| —p=T - 7.76
(W)T (‘W)T p (aT)V p=Tpay - p (7.76)

y obtenemos finalmente

aS av
C,-CG =T|—| | =| =pVTa,a 1.77
-G =1(35) (57) - rrree 7.7

Para un gas ideal resulg, - G, = nR.
El mismo resultado se podria haber obtenido directamente usando la Primera Ley y escribiendo

as=( ) ar+( ) av (7.78)
or), ),

Si dividimos ahora padT e imponemos la condiciop = cte. resulta
(aS) =((9S) +(0’)S) (aV) (7.79)
JaT JaTr 44 JaT
P 4 T P

que equivale a la ec. (7.77).
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El Unico inconveniente de comenzar una deduccién a partir de la Segunda Ley es que a veces el
resultado buscado no depende en realidad de la Segunda Ley. Si bien conseguiremos el resultadc
correcto, podemos formarnos una idea equivocada aceroagdi de ese resultado.

En las Secciones siguientes veremos dos ejemplos mas: el primero consiste en demostrar la
identidad de la escala de temperatura termodindmicen la escala de temperatura de los gases
ideales#; el segundo es una deduccion de la ecuacion de estado adiabatica de un gas ideal y lo
presentamos para mostrar de que se trata de un resultado independiente de la Segunda Ley, :
pesar que muchas de las deducciones que se suelen dar la invocan.

Identidad de las escalas de temperatura de los gases ideales y termodinamica

Recordamos que la ecuacion de estado de un gas idg&l€aR6 (ec. (3.4)). Puesto que para
muchos gases, la cantidégE / V), es muy pequefia, se suele incorporar a la definicion de gas
ideal la propiedaddE/ dV'); = 0. La definicion completa de gas ideal es pues

pV =nRO (ﬁ) =0 (7.80)
v 0

donde usamos el subscriie@n vez del para ser consistentes. La primera de estas ecuaciones
define la escala de temperatura de gas ideal, y la segunda nos dice que la energia interna de ur
gas ideal depende solamente de la temperatura y es independiente de su volumen. Por lo que
atafie a la Termodinamica pura, estas dos ecuaciones expresan hechos independientes y no s
pueden deducir la una de la otra.

La escala termodinamica de temperatura es independiente de las propiedades de cualquier sus-
tancia. La razén de temperaturas en esta escala se define como

h_ 9 (7.81)
L O

donde O, y O, son las cantidades de calor intercambiadas por un motor reversible que opera
entre esas dos temperaturas. Esta escala no es conveniente del punto de vista practico pues ser
en extremo engorroso construir un motor reversible y medir con precision las cantidades de calor
intercambiadas por el motor con las fuentes. Queremos ver, por lo tanto, que relacion hay entre
los nimeros asignados a las temperaturas en esta escala con aquellos de la escala de un termc
metro de gas ideal, que es una escala mas préctica.

Para esto escribimos las ecs. (7.80) en términos de la escala termodinamica:

pV=nf(T) (Z—i) =0 (7.82)
T

Aqui f(T) es una cierta funcion de Nuestro problema es encontrar la funciéa f(7)/R
gue nos da la relacion entre ambas escalas.
Partimos entonces de propieda' / V' ); =0 y usamosdE = TdS - pdV para escribir

(%)T _ T(j—i)T _p=0 (7.83)
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Podemos usar ahora la relacion de Maxwell M-3 y una identidad matematica para obtener:

(), A3, sl o
v T oT y Jor\T ”
gue nos dice que para un gas ideal debe valer la relacién
i(ﬁ) _0 (7.85)
Jdr\T ”

Luego el cocient®/T es independiente de la temperatura (a volumen constante), de modo que
podemos escribir

P _
7 =&0) (7.86)

dondeg es una cierta funcion (desconocida) del volumen. Sustituyprdinla (7.82) en la
(7.86) y reordenando, obtenemos

£(T) _Ve(r) 7.8
T n

El primer miembro de esta ecuacion es funcion séld gesl segundo es funcién soélo We
Luego, la Unica forma de satisfacer la ec (7.87) es que ambos miembros sean iguales a una
constante, que podemos llamir. PeroVg(V)/n=pV/nT = RO/ T por la (7.82) y la (7.86).
Tenemos entonces que

S _RO_ (7.88)

T T
y por lo tanto la relacién entre las dos escalas de temperatura es:

RO=R'T (7.89)

Si ahora definimo® y T de manera que concuerden para una temperatura (por ejemplo, si
elegimos el punto triple del agua como 273.16° en ambas escalas), eRgné&son idénti-

cos, YTy 6 son idénticas patadaslas temperaturas.

Un gas ideal cumple entonces la ecuacion de estado

pV =nRT (7.90)

dondeT es ahora la temperatura termodinamica. En otras palabras, la ec. (7.90) equivale al con-
junto de ecuaciones (7.82).

Acabamos de probar la equivalencia en un sentido. Dejamos como ejercicio para el lector mos-
trar la equivalencia en el sentido contrario, es decir mostrar que si se cumple la ec (7.90) enton-
ces(dE/dV)p =0,
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La equivalencia de las escalas de temperatura termodinamica y de gas ideal es de gran importan-
cia practica pues proporciona un buen método experimental para determinar la primera. El ter-
mometro de gas, dentro del rango de temperatura en que se lo puede usar (que no puede ser n
muy alta ni muy baja debido a limitaciones practicas de construccion y de precisién de las medi-
das), es el mejor dispositivo conocido para medir temperaturas termodinamicas. Pero esta equi-
valencia no es de gran importancia teorica, y la Termodindmica no sufriria mucho si los gases
ideales no existieran. Si hubiera una forma practica de implementar un ciclo reversible y medir
con exactitud las cantidades de calor que se intercambian en el mismo, entonces el termémetro
de gas quedaria relegado a ser una curiosidad historica.

La ecuacion de estado adiabatica

La ecuacion de estado ordinaria expresa una relaciongMneT. La ecuaciéon de estado adia-

batica es una relacion especial entre esas variables que se cumple para procesos adiabaticos
Vamos ahora a deducir la ecuacion de estado adiabatica, dada la ecuacion de estado ordinaria.
Tratandose de un proceso adiabético reversible conviene comenzar por escribir la condicién
dS =0 en la forma

as = (B ar+[ B av - Gdanry+ (L) av -0 (7.91)
ar), v ), ar ),

donde en el Ultimo paso usamos la relacion M-3. P&roJT'),, se puede calcular como funcion
deTyV si se conoce la ecuacion de estado; yse puede determinar por completo a partir de la
ecuacion de estado, si la conocemos como funciéh piera un valor dado del volumen. Si
sustituimos esas relaciones en la (7.91) resulta una ecuacion diferericiaMeque se puede
integrar, eventualmente en forma numérica, y el problema queda, en principio, resuelto.

Para obtener un resultado forma cerrada, consideremos el caso especial de un gas ideal. Entonce
de la ec. (7.90) obtenemos de inmediat®/ dT), = nR/V y la ec. (7.91) toma la forma

C,d(InT)+nRd(InV)=0 (7.92)

Para integrar esta ecuacion precisamos conge€f) (recordemos qué&;, no es funcion d&/
para un gas ideal). Pero frecuenteme@je= cte. es buena aproximacion y en ese caso la ec.
(7.92) se integra de inmediato y se obtiene

VT&/ R _ cte. (7.93)

Esta es la ecuacion de estado adiabética para un gas ideal, como funcion expligitaydeara

6y =G,/ n=cte.

Pareceria que la ec. (7.93) depende de la Segunda Ley de una manera fundamental, puesto qut
en la anterior deduccién la invocamos varias veces. Pero un examen mas cuidadoso muestra que
no es asi y que en realidad la ec. (7&33)ndependientde la Segunda Ley.

Para ver esto claramente repetiremos la demostracién partiendo solamente de la Primera Ley y
usandod en lugar d€l (pues la definicion d& depende de la Segunda Ley). Para una expansion

0 compresion adiabatica reversible, la Primera Ley se escribe

dE = —pdV (7.94)
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Imaginemos ahora realizar el mismo proceso en dos etapas: un paso a volumen constante y el
otro a temperatura constante. La variacion de energia es entonces

dE = [%E\ a0 +( %L\ av = ¢ a6 -nCyay (7.95)
a0), " \ar),

El segundo paso involucra solamente las definicioneS,dg n, méas la Primera Ley para rela-
cionar(d9E/ V), con el coeficiente de Jouie
Si ahora eliminamodE entre (7.94) y (7.95) se obtiene

C,d6 - nCydV = - pdV (7.96)

Esta ecuacion diferencial tiene la forma que buscamos. Para integrarla tenemos que@xjpresar
n'y p como funciones dé@y V. Ahora si vemos claramente el papel de la Segunda Ley en la de-
duccion anterior: intervino para relaciondy y n con la ecuacion de estado. En efecto, si usa-
mos la ec. (7.66) en la (7.96), recuperamos de inmediato la ec. (7.91) que fue nuestro anterior
punto de partida. Pero si tenemos informacion experimental spbyen podemos usar la ec.

(7.96) sin invocar a la Segunda Ley. Este es justamente el caso del gas ideal, para el cual
(JE/ V') = 0 por definicion, luegop = 0, y ademas’, es funcion solamente de Por lo tanto

para un gas ideal la ec. (7.96) se transfosimahaber usado la Segunda |.ew:

C,d(In@) + nRd(InV) =0 (7.97)

gue es exactamente lo mismo que la (7.92). La integracion se puede hacer de inmediato y se ob-
tiene la ec. (7.93), cofien lugar del.

Este ejemplo muestra que si bien no se corre ningun riesgo si se usan juntas a la Primera y la Se-
gunda Ley cuando soélo una de ellas es suficiente, se oscurece el hecho (muchas veces poco acla
rado) de que las dos Leyes son esencialmente independientes entre si, y que ciertos resultados
dependen en realidad de una sola de ellas y no de ambas.

La ecuacion de las adiabaticas de un gas ideal se puede escribir en térmpinds(dedien dep

y T) usando la ec. (7.90) y recordando que para un gastigedl, = R; se obtiene asi

pv’ =cte. , y=Cy/Cy (7.98)

que es una forma usual de presentar la ecuacion de las adiabaticas de un gas ideal. La cantidad
se denomina exponente adiabatico del gas.

Potenciales termodinamicos y métodos de calculo

Hemos visto la mayoria de las técnicas que permiten establecer relaciones entre una funcion ter-
modinamica y otra, de manera que las propiedades de un sistema se puedan dar explicitamente
en términos de una capacidad calorifica determinada, y de varias derivadas parciales que se ob-
tienen a partir de la ecuacién de estado. Peedéitil recapitular estas técnicas en un conjunto

de recetas, que el lector podra aplicar a cada caso especifico que se le presente.

Para no complicarnos daremos nuestras recetas para un sistema en cuya descripcion interviener
T, Sy un par de variables mecénicas que tomaremos cpmd&/—Podrian ser también el campo
magnética/'y la magnetizaciémv para un sistema magnético, la tensignla longitudL para
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un resorte, etc.. Es facil generalizar nuestras formulas para el caso en que varios pares de varia-
bles mecénicas estan presentes.

Nos ayudaremos mediante una técnica mnemonica basada en la Fig. 7.2. Las cuatroMariables

S, p y V se encuentran en los vértices del cuadrado y los cuatro potenciales termodinamicos
asociados estan en los lados, de modo que las variables naturales de un dado potencial le sor
adyacentes. Las flechas relacionan las otras variables con las derivadas parciales del potencial, y
la direccion de las flechas indica el signo. Por ejemplo

=-p , etc. (7.99)
T

T : T ()

s ), v
Las flechas indican también la naturaleza de las varias
relaciones de Maxwell, por ejemplo

(ﬂ) =-(§) , eftc. (7.100)
JoT » )y

En este caso las flechas conectan el numerador de la
derivada parcial con el subscripto que indica la varia-
v E S ble gue se mantiene constante en la derivada parcial, y
su direccion indica nuevamente el signo.

Con la ayuda del diagrama podemos formular una es-
trategia para expresar cualquier variacion de una
variable termodinamica en términos de cantidades que
se pueden determinar experimentalmente, tales como

Fig. 7.2. El cuadrado termodinamico.

o)

74 aV D
C\/'p y (E) = Vap y (g) = —VKT , (ﬁ_T) = pO{V (7101)
p T 4

es decir una capacidad calorifica y cantidades que provienen de la ecuacion de estado que vin-
cula p, v, T). Tanto G, como C, se pueden considerar como basicos (generalm@ntes el
gue se determina experimentalmente):

Gy =(@) =T(§) : cp=(ﬂ) =T(§) (7.102)
or), \dr), ar), “\ir),

y su relacion esta dada en términos de cantidades que se obtienen de la ecuaciéon de estado (ve
arriba):

ap aV
C,-CG =T|—| | —=| =pVT 7.103
) (W)V((?T)p PV Ty (7109

Es facil verificar que las propiedades termomecanigasa, y Ky no son independientes, sino
gue entre ellas se cumple la relacion
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o

P__ 7.104
' p ( )

de modo que basta conocer dos de ellas.

A continuacién recordamos las tacticas que podemos usar para expresar una cierta derivada

parcial dada en términos de cantidades medibles.

(a) Reemplazar las derivadas parciales de los potenciales respecto de sus variables adyacentes e
la Fig. 7.2 por sus variables relacionadas (siguiendo las flechas, por ejemplo:
(0F /9Ty, =-S, etc.).

(b) Reemplazar una derivada parcial de un potencial con respecto de una variable no adyacente,
gue se puede obtener de su ecuacion basica. Por ejemplé, deSdT - pdV podemos

obtener
(ﬁ) =—S(£) -p (f) =—S(£) —p(ﬂ) , etc. (7.105)
V) v S/ IS/ IS/

(c) Usar una o0 mas de las relaciones de Maxwell (que podemos recordar usando la Fig. 7.2).
(d) Usar las propiedades basicas de las derivadas parciales, por ejemplo,zqug(i8) Yy
u=u(x,y), se tiene que

(%) _(&u/é'x)y_l (6')6) (o”_x) _(9z/ )y (7.106)
ox y_ (du/dz), - 0z y - '

v/, (0z/x),,

[i(%) ] {i(%) (7,107

ax\ay) , dy\ox),

Con la ayuda de estas tacticas, las estrategias convenientes son:

(1) si un potencial es una variable independiente en la derivada parcial dada, transformarlo en
variable dependiente usando (d) (“llevarlo al numerador”) y entonces usar (a) o (b) para
eliminar el potencial.

(2) si la entropia es una variable independiente en la derivada parcial dada, o de resultas del paso
anterior, llevaiS al numerador y eliminarla usando (c) o bien las (7.106) y (7.107).

(3) si las derivadas parciales medidas en la ecuacién de estado téeeneh numerador, usar
(d) en el resultado de aplicar los pasos anteriores para llevarlo al numerador.

(4) si la ecuacion de estado es de la forma f/(V,T), llevarp al numerador.

El resultado de estos procesos sera una expresion de la derivada parcial que nos interesa en tér
minos de cantidades medidas o medibles.

X
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8. CONDICIONES DE EQUILIBRIO Y OTROS DESARROLLOS ANALITICOS

En este Capitulo vamos a desarrollar el formalismo general de la Termodinamica partiendo del
punto de vista que la entropia es la magnitud fundamental, y que se cumple el principio entro-
pico, esto es que la entropia de un sistema aislado no puede decrecer. Veremos que postular
estas dos propiedades de la entropia equivale a postular la Segunda Ley, tal como la intro-
dujimos en el Capitulo 5. Este enfoque es mas abstracto que el que seguimos hasta ahora, pero
tiene la ventaja que se relaciona directamente con la Termodindmica Estadistica que estudia-
remos mas adelante. Ademas desarrollaremos el formalismo de la Termodindmica en una forma
compacta y general que permite tratar toda clase de sistemas, tanto cerrados como abiertos.

El principio del incremento de la entropia para un sistema aislado

Vimos en el Capitulo 6 que durante los procesos reales, la entropia de un sistema aislado siem-
pre crece y en el estado de equilibrio alcanza su maximo. Este enunciado se suele llamar el prin-
cipio del incremento de la entropia (por brevedad principio de la entropia), y expresa que para
un sistema aislado se cumple que en cualquier proceso

dS=0 (8.1)

Mas adelante veremos que este principio se vincula con la interpretacion de la entropia que pro-
viene de la Mecanica Estadistica. Veremos ahora que a partir del principio entropico se pueden
deducir los conceptos de temperatura y presion y dar sus definiciones matematicas en términos
de la entropia. Ademas, discutiremos las condiciones de equilibrio que se derivan de €l.

Consideremos un sistema aislado A, que tiene la energia E, ocupa el volumen V' y contiene n
moles de una cierta sustancia (o, en forma equivalente, que contiene N = NNy moléculas). Va-
mos a suponer que el sistema esta divi-
dido en dos subsistemas, que llamaremos
1 y 2 (ver Fig. 8.1). Las caracteristicas del
limite que separa los dos subsistemas se
especificaran oportunamente. Claramente:

El + E2 =E (82a)
V1+V2 =V (82b)
M+N,=n (8.2.c)

Fig. 8.1. Sistemaaislado dividido en dos subsistemas
ly2. donde E, V'y n son fijos.

Supongamos ahora que la division de la energia, del volumen y de la cantidad de materia entre 1
y 2 no corresponden al equilibrio. Aqui cabe observar que para que el equilibrio se establezca
espontaneamente, los dos subsistemas tienen que interactuar de alguna forma, y es esencial que
puedan intercambiar energia. Esto significa que debe haber una energia de interaccién, &, que
depende de ambos subsistemas, luego la energia del sistema combinado no se puede escribir

como en la ec. (8.2a). Pero aqui vamos a suponer que la interaccion es débil, o sea que € << E; y
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¢ << E,. Entonces la ec. (8.2a) sigue valiendo con buena aproximacion. Es cierto que si la
interaccion es débil el equilibrio tarda mucho en establecerse, pero eso no importa porque no
estamos estudiando la dinamica del proceso. Lo que estamos haciendo es simplemente usar un
artificio para estudiar el equilibrio mismo.

Para cada divisién (8.2) de E, V'y n podemos escribir que la entropia del sistema 4 es la suma de
las entropias de los subsistemas 1y 2:

SEV,nE M,m) = §(E,M,m) + S(Ep, Vo, ) (8.3)

Observemos que debido a las ecs. (8.2) no podemos elegir arbitrariamente todas las cantidades
E. M., By, V5, n,, sino solamente tres de ellas. Al escribir la (8.3) hemos tomado como varia-
bles independientes a Ej,Vj,n.

La ec. (8.3) tiene de la misma forma que las ecs. (8.2). Esas ecuaciones expresan la aditividad de
S, E, V'y n. Magnitudes de esta clase, que son proporcionales al tamafio del sistema, se denomi-
nan extensivas. Para que la energia sea una magnitud extensiva es necesario que las energias su-
perficiales sean despreciables, pero generalmente este sera el caso.

En contraste con las magnitudes extensivas, las magnitudes intensivas son aquellas que no de-
penden del tamafio del sistema (por ej. la temperatura y la presion). A partir de cualquier mag-
nitud extensiva se puede definir una magnitud intensiva asociada, dividiéndola por otra mag-
nitud extensiva. Por ejemplo la densidad p = m/V se define como el cociente entre la masa y el
volumen, el calor especifico ¢ = C/m es el cociente entre la capacidad calorifica y la masa, etc..
Ahora vamos a considerar diferentes clases de limites que pueden separar los subsistemas 1y 2.

Pared diatérmica fija y condiciones de equilibrio térmico

En este caso Vj,ny, Vs, N, son fijos, pero puede haber transferencia de calor y entonces E; sera
nuestra variable independiente. De acuerdo con el principio de la entropia (8.1), la condicion de
equilibrio se obtiene maximizando la entropia del sistema. De (8.3) obtenemos la condicion de
maximo como

(2] (B (2] & 8
ﬂEl E,V,n,Vl,nl 07E1 Vlrn]_ (9E2 V2,n2 dEl
y puesto que por la (8.2a) dE, = —dE; resulta que
() (2 5
7= Vi, = Vo,

Esta es la condicion de equilibrio térmico, que expresa que no hay transferencia de calor entre
los subsistemas. Si recordamos que por la ec. (6.2) (dS/ JE)y , =1/ T, vemos que la condicion
(8.5) equivale a pedir que los dos subsistemas deben estar a la misma temperatura.

Pero podemos mirar la (8.5) desde un punto de vista diferente. Al estudiar la Mecénica Estadis-
tica, veremos que la entropia aparece como una magnitud fundamental, que se calcula a partir de
las propiedades microscépicas del sistema. Adoptando el punto de vista que la entropia es la
magnitud fundamental, podemos usar el resultado (8.4) para definir la temperatura absoluta T;
de cada subsistema por medio de
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1_(98 _
T(aa)m (-12) (8.6)

y entonces la (8.5) dice que el equilibrio térmico requiere T; =T,. Se debe observar que en
nuestra nueva definicién no usamos ninguna propiedad de las sustancias que constituyen los
subsistemas, s6lo usamos las ecs. (8.2a) y (8.3) y la Segunda Ley. Por supuesto la definicion
(8.6) no es unica, pues podriamos haber reemplazado 1/ T por cualquier funcién de 7. Pero con
la eleccion (8.6) T es idéntica a la escala del gas ideal, como ya vimos en el Capitulo 7.

El hecho que la temperatura definida por la (8.6) tiene los atributos cualitativos correctos se
puede ver si calculamos la tasa de cambio de la entropia cuando el sistema no esta en equilibrio.
Usando la (8.6) encontramos, en forma analoga a la (8.4), que

(8.7)

d I\ T, d

ds ( 1 1 ) dE; 20
donde la desigualdad expresa el principio del incremento de la entropia. Se ve que si T; < T, se
tendra dE; /dt > 0, lo que implica que el calor fluye desde el sistema caliente al sistema frio.
Para evitar confusiones conviene subrayar un aspecto de nuestra deduccion. Hemos maximizado
la entropia del sistema compuesto, con respecto de variaciones de la energia de uno de los sub-
sistemas. No tiene sentido intentar maximizar S respecto de la energia total E del sistema com-
puesto, porque £ es una constante para un sistema aislado. Por lo tanto, el principio de la entro-
pia no lleva a una condicion de equilibrio del tipo JS/JE = 0; esta Gltima expresion no tiene
sentido.

Pared diatérmica movil y condiciones de equilibrio mecéanico

Ahora ny y n, son fijos, pero las energias y los volimenes se pueden ajustar por si mismos. En
el equilibrio esperamos que se igualen las temperaturas y las presiones. Vamos a elegir E y V|
como variables independientes y maximizamos S:

)

ds- (_
JE;

dE; + (&—S

) d,=0 (8.8)
M E.V,n,E,m

) EV.nVi,m
Puesto que dE; y dV son independientes, los respectivos coeficientes en (8.8) se deben anular

por separado. La anulacion del coeficiente de dE; nos lleva nuevamente a la condicion (8.5). La
anulacion del coeficiente de dVj (usando el hecho que dV, = -dV;) nos permite obtener la se-

gunda condicion de equilibrio:
(&_Si) = (07_82) (8.9)
M Eny Ny E, iy

Debemos interpretar que esta condicion expresa la igualdad de las presiones de ambos subsiste-
mas. En efecto, la ec. (6.4) nos dice que (JS/dV)g = p/ T, y entonces la (8.9), junto con la con-
dicion de equilibrio térmico (8.5), implica que p; = p,.
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Pero igual que en el caso de la temperatura, podemos mirar la (8.9) desde otra optica. Si adop-
tamos el punto de vista que la entropia es la magnitud fundamental, podemos usar el resultado
(8.9) para definir la presion de cada subsistema por medio de

nfﬂ(j—a) . (=12) (8.10)
VBN,

Es facil comprobar que esta definicion es equivalente a la definicién habitual. También es facil
verificar que si aplicamos el principio del incremento de la entropia al caso en que no hay equi-
librio de presiones, la condicion dS> O implica que el sistema que esta a la presion mas alta se
expande, y el sistema que esta a la presidon mas baja se contrae.

Pared diatérmica permeable fija y equilibrio respecto del intercambio de materia

Una pared de este tipo se puede visualizar como un tabique poroso, que puede ser atravesado por
las particulas, de manera que n; y n, pueden variar (la condicion (8.2c) implica dn, = —dry) y
también puede haber transferencia de calor. La maximizacién de S respecto de ny nos lleva

ahora a una nueva condicion:
(—07 i) = (—& b) (8.11)
I E Vi Iy E .\,

Esta condicion expresa el equilibrio con respecto a la transferencia de materia entre los dos sub-
sistemas, y es importante para estudiar el equilibrio de sistemas que contienen varias fases
(como agua en equilibrio con su vapor, etc.) y en los cuales se producen reacciones quimicas.

El potencial quimico y el equilibrio respecto del intercambio de materia

Hasta ahora tratamos siempre sistemas cerrados, esto es, sistemas que no intercambian materia
con el exterior. Ahora generalizaremos las relaciones termodinamicas para incluir también los
sistemas abiertos.

Consideraremos primero un sistema de un solo componente. Procediendo de manera andloga a
como lo hicimos para la temperatura y la presién, podemos usar la condicion (8.11) como punto
de partida para definir una nueva magnitud de los subsistemas, que llamaremos el potencial
quimico (o electroquimico) u, mediante la relacion

" = _Ti(ﬁ) (8.12)

ey
y entonces la (8.11) dice que el equilibrio respecto de la transferencia de materia requiere

Uy = Uy (8.13)

Antes de considerar las consecuencias de la condicion (8.13) conviene extender las relaciones
termodinamicas que introdujimos en los capitulos precedentes para el caso de sistemas abiertos.
Consideraremos por el momento uno solo de los subsistemas y por lo tanto omitiremos el subin-
dice i para S= §E,V,n). Usando (8.6), (8.10) y (8.12), tenemos que:
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ds— (&S) dE+(07—S) dV+(a—S) dn=L1dE+ pdV— X e (8.14)
y mediante un pequenio arreglo podemos escribir
dE = TdS- pdV + udn (8.15)

Esta ecuacion es la generalizacion de la relacidon termodindmica fundamental (7.2) donde se
combinan la Primera y la Segunda Ley, para un sistema en el cual la cantidad de materia no se
mantiene fija.

De la ec. (8.15) se ve que el potencial quimico se puede expresar de diversas formas, depen-
diendo de cudles de las variables E, S, V' se mantengan constantes. También se pueden introdu-
cir, como hicimos en el Capitulo 7, los demas potenciales termodinamicos H, F'y G. Dejamos a
cargo del lector verificar que las generalizaciones de las ecs. (7.23)-(7.25) son:

dH = TdS+ Vdp + udn (8.16)
dF = —SdT - pdV + udn (8.17)
dG = —SdT + Vdp + pdn (8.18)

Sxp 1V

Se ve que u es siempre la derivada con respecto de 7.
Consideremos ahora un sistema aislado con » componentes (i =1,...,r). Supongamos dividirlo

_ (%)T p (8.19)

en dos partes, como antes. De manera semejante a como procedimos antes, podemos considerar
el equilibrio de los dos subsistemas suponiendo que estan separados por una pared rigida y dia-
térmica, permeable a la sustancia j ¢ impermeable a las demas, de modo que n; 1,n; » pueden
variar (con la condicién dn; , = —dn; ;). La maximizacion de S respecto de n; 1 nos lleva ahora a
una nueva condicion:

(09 )
kc? J SAURUEES

Podemos definir el potencial quimico ;; de la sustancia j en el subsistema / mediante la rela-

k ) (8.20)

Nj_11:Nj4110 Eo. Vo, anj 12041200040 2

cion

_ ¢l 8.21
ké’ JEanI ( )

s .,nj_l’i ,nj+1’i ,...,nr'i

y entonces la (8.20) dice que:
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el equilibrio respecto de la transferencia de materia de la sustancia j requiere

Wj1= U2 (8.22)

Las relaciones termodinamicas para sistemas abiertos

Es facil ver que las relaciones termodinamicas (8.14)-(8.18) se pueden generalizar para nuestro
sistema de » componentes (consideramos por el momento uno solo de los subsistemas y por lo
tanto omitimos el subindice i para S= §E,V,n,...,n,)). Para aligerar la notacién vamos a omi-
tir los subscriptos que indican qué variables del conjunto E,V,n,...,n, se mantienen constantes
al calcular las derivadas parciales, dando por sobreentendido que cuando se toma la derivada
parcial respecto de una de ellas, las demés se mantienen constantes. Tendremos entonces que

dS=a—SdE dV E—dn ——dE+'°o|V+Eﬂo|nj (8.23)
JE 2T

de donde podemos obtener

r
j=1
r
dH = TdS+Vdp + ¥ u;dn; (8.25)
j=1
r
dF = -SdT - pdV + ¥ u;dn; (8.26)
j=1
r
j=1
de donde resulta que
JdE  H o G
Bjm—m—=—=— (8.28)

De (8.21) y (8.28) se observa que el potencial quimico de una dada especie depende, en general,
de las demas especies presentes en el sistema.
Si el sistema consiste de una unica fase de un solo componente, G(T, p,n) es proporcional a n:

G(T, p,n) = nG(T, p,1) = ng(T, p) (8.29)
donde

§(T,P) = ZG(T,p.n) (8.30)

66



8. Condiciones de equilibrio y otros desarrollos analiticos

es la correspondiente funcion de Gibbs molar. De las ecs. (8.19) y (8.30) se desprende que en
este caso particular

u=4(T.p) (8.31)

es decir, el potencial quimico es simplemente la funcién de Gibbs molar. Pero se debe observar
que la (8.29) y la (8.31) valen solamente para un sistema homogéneo de un solo componente, de
manera que (8.31) no vale en general.

La ecuacion fundamental y las ecuaciones de estado de un sistema

La relacion

S=8E\V,n,....,n,) (8.32)

expresa la entropia como funcion de los pardmetros extensivos del sistema. La podemos también
escribir en la forma equivalente

E=E(SV,n,...,n,) (8.33)

Esta ecuacion contiene toda la informacién termodinamica imaginable acerca del sistema, pues
si conocemos E = E(SV,n,...,n,) podemos deducir a partir de ella todas las propiedades ter-
modinamicas del sistema. Por este motivo se la denomina ecuacion fundamental.

La diferencial primera de la ecuacion fundamental es

r
dE=£dS+£dV+Ea—Ednj (8.34)
JS N ~ 07nJ

Las derivadas parciales que aparecen en esta ecuacion son los parametros intensivos del sistema:

JE JE JE
T=-2 | p=E 4= E

(8.35)

La temperatura, la presion y los potenciales quimicos son también funciones de SV,n,...,n,
porque son derivadas parciales de una funciéon de SV,n,...,n,, Tenemos asi una serie de rela-
ciones funcionales

T=T(SV,n,....n,) (8.36)
p=p(SV.n,....n;) (8.37)
MJ = Ml (S,V,nl,,nr) (838)

que expresan los parametros intensivos en términos de los parametros extensivos independien-
tes. Estas relaciones se denominan ecuaciones de estado. Observemos que la ecuacion de estado
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8. Condiciones de equilibrio y otros desarrollos analiticos

p= p(T,V,n) de la que hemos hablado cuando tratamos sistemas de un solo componente se ob-
tiene eliminando S entre la (8.36) y la (8.37).

Conocer una unica ecuacion de estado no implica el conocimiento completo de las propiedades
termodinamicas del sistema. Pero se puede ver que conocer todas las ecuaciones de estado de un
sistema es equivalente a conocer su ecuacion fundamental, y por consiguiente nos da un cono-
cimiento termodinamico completo.

Las relaciones de Euler

La relacion fundamental E = E(SV,ny,...,n,) es una funcién homogénea del primer orden de
las variables extensivas SV, n,...,n,. Esto es, para cualquier valor de A se cumple que

E(ASAV,Any,...,An) = AE(SV,1y,...,N.) (8.39)

La homogeneidad de E tiene una importante consecuencia que nos permite obtener relaciones
utiles, como veremos en seguida. Si derivamos la (8.39) respecto de A obtenemos:

FEASAV,A,...,.A0) 9(3S) | FEGSAV,AMy,..., M) J(AV) |

09 Z (V) o
S GE(AS AV, Any,...,An,) d(An;) _ESV 0 (8.40)
2 (9()Lnj) or - 'nl""1 r

0 s€a
EMASAV,ANY,.... A0 ) o FEASAV, ANy, A0,
I(AS) JON)
r (8.41)
JE(ASAV, Any,...,An)
E a(An;) nj =E(SV,n,....n;)

]=1

Esta relacion se cumple para cualquier valor de A, en particular para A =1, en cuyo caso toma la
forma:

aE ‘7E E—n—E (8.42)

o sea, recordando las (8.35):

r
E=TS-pV+ Sun, (8.43)
=1

La relacion (8.42), o la (8.43) es la particularizacién para la Termodinamica del teorema de
Euler para las funciones homogéneas del primer orden. Por ese motivo la (8.43) se llama rela-
cion de Euler. De (8.43) obtenemos las siguientes relaciones de Euler:

r
H=E+pV=TS+ Yun, (8.44)
j=1
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r
F=E-TS=-pV+ Sun, (8.45)
=1
r
G=E-TS+pV=un, (8.46)
=1

La relacion de Gibbs-Duhem

Hemos formulado en este capitulo criterios de equilibrio donde intervienen la temperatura, la
presion y los potenciales quimicos. Cada uno de estos pardmetros intensivos aparece en la teoria
de un modo similar; de hecho el formalismo es simétrico respecto de los diversos parametros
intensivos. Sin embargo, si bien tenemos una imagen intuitiva de los conceptos de temperatura y
presion, en el caso de los potenciales quimicos carecemos de ella, al menos en cierta medida. En
este sentido es importante observar que los pardmetros intensivos no son todos independientes.
Existe una relacion entre ellos, y para un sistema de un solo componente, u es funcion de 7'y p.
La existencia de una relacion entre los parametros intensivos es una consecuencia del caracter
homogéneo de primer orden de la relacion fundamental E = E(SV,n,...,n,). Para un sistema
de un solo componente esta propiedad permite que la relacion E = E(SV,n) se escriba en la
forma € = €(5,V). Por consiguiente, cada uno de los tres parametros intensivos 7, p y u es tam-
bién funcion de S,V. Si eliminamos S,V entre las tres ecuaciones de estado obtenemos la rela-
cionentre 7, p y u.

El argumento se puede extender al caso general. Supongamos tener una ecuacion fundamental
E=E(SV,n,...,n;) en r +2 variables extensivas, que dan a su vez las I + 2 ecuaciones de
estado (8.36)-(8.38). Ahora bien, el hecho que la ecuacion fundamental es homogénea del primer
orden implica que las ecuaciones de estado son homogéneas de orden cero. Por lo tanto, si
multiplicamos cada uno de los pardmetros extensivos independientes por la cantidad A las
ecuaciones de estado no se modifican, esto es:

T(AS AV, Any,...,An) = T(SV,ny,...,Nn,) (8.47)
P(AS AV, Any,...,An. )= p(SV,ny,...,N,) (8.48)
ui(ASAV, A0y ,... . A0 )= u; (SV,ny,....ny) (8.49)

Si ahora elegimos el pardmetro A como (por ejemplo) 1/n, tendremos:

T=T(S/n,VIin,n/n.,....1) (8.50)
p=p(S/n,Vin,n/n,....0) (8.51)
wj =ui(SIn.,Vin,n/n.,...1) (8.52)
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Estos resultados muestran que cada uno de los 1 + 2 pardmetros intensivos es funcion de exac-
tamente I +1 variables. Si eliminamos estas I +1 variables entre las r + 2 ecuaciones obten-
dremos la relacion deseada entre los parametros intensivos.

Para encontrar la relacion funcional entre el conjunto de parametros intensivos en forma expli-
cita hace falta conocer la forma explicita de la ecuacion fundamental del sistema, que es dife-
rente para cada sistema. Pero dada la ecuacion fundamental, el procedimiento es evidente y si-
gue los pasos que hemos indicado.

A partir de la relacion de Euler se puede encontrar directamente una forma diferencial de la re-
lacion entre los parametros intensivos, que se conoce como relacion de Gibbs-Duhem. Para eso
diferenciamos la (8.43) y encontramos

r r
j=1 j=1

pero de la (8.24) sabemos que

r
dE = TdS- pdV + 3 u;dn, (8.54)
=1

Restando esta ecuacién de la (8.53) obtenemos la relacion de Gibbs-Duhem:

r
j=1

En particular. para un sistema simple de un solo componente tenemos:

SAT -Vdp+ndu =0 (8.56)

o bien

du = -3dT + Vdp (8.57)

que muestra como depende la variacion del potencial quimico de las variaciones de temperatura
y de presion.

La relacion de Gibbs-Duhem es una relacion diferencial. Para integrarla, y obtener la relacion en
forma explicita hay que conocer las ecuaciones de estado que nos permiten escribir los valores
de las magnitudes extensivas en funcion de la magnitudes intensivas, o viceversa.

El nimero de parametros intensivos que se pueden variar en forma independiente se denomina
numero de grados de libertad termodinamicos del sistema. Un sistema simple de » componentes
tiene r +1 grados de libertad.

Tercera Ley de la Termodinamica

Para completar nuestra exposicion del formalismo conviene aqui mencionar la Tercera Ley. Hay
muchos enunciados diferentes de esta Ley, no del todo equivalentes entre si. El que daremos a
continuacion se debe a Planck:
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8. Condiciones de equilibrio y otros desarrollos analiticos

Enunciado de Planck de la Tercera Ley:
la entropia de cualquier sistema se puede considerar nula en el estado para el cual

(&E _0

075) V,nl,.. .,nr

esto es, en el cero de temperatura.

Histéricamente, la Tercera Ley (o postulado de Nernst, como también se la llama) fue el ultimo
de los postulados en ser aceptado, debido a que es inconsistente con la mecanica estadistica cla-
sica; por eso recién cuando se desarrollaron las estadisticas cuanticas fue valorado adecuada-
mente. La mayor parte de la Termodindmica no requiere usar este postulado. Volveremos sobre
¢l en el Capitulo 14.

El gas ideal monoatomico

Para ilustrar algunos aspectos del formalismo, vamos a considerar el gas ideal monoatomico (un
caso especial de los gases ideales generales), que se caracteriza por las ecuaciones

pV = nRT (8.58)

E=3nRT (8.59)

N|w

Queremos encontrar la ecuacién fundamental de este sistema. Puesto que en las ecuaciones
(8.58) y (8.59) figuran los parametros intensivos p y 7, ninguna de ellas es la ecuacion funda-
mental, sino que ambas son simplemente ecuaciones de estado. Los pardmetros extensivos que
aparecen en esas ecuaciones son £, V'y n, por lo que podemos ver que estan expresadas en la
representacion entropica, en la cual la ecuacion fundamental es S= §E,V,n). Las ecuaciones se
pueden escribir entonces de forma mas conveniente como

1_3gn_3R (8.60)
T 2 E 2e
P_gN_R (8.61)
T V v
La tercera ecuacion de estado tendria la forma
w_u Wox o
Z_Z(EV,n)=2(8,V 8.62
= T( ) T( ) (8.62)

Si conociéramos esta ultima ecuacidon de estado, bastaria sustituir las tres ecuaciones (8.60)-
(8.62) en la relacion de Euler

==

\
n (8.63)

[~
—lo
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8. Condiciones de equilibrio y otros desarrollos analiticos

y tendriamos la ecuacién fundamental que buscamos. Nuestro problema es entonces hallar la
tercera ecuacion de estado. La relacion entre los parametros intensivos viene dada por la relacion
de Gibbs-Duhem (8.57), que se puede escribir de la forma

af &) - éd(l\ . \7d< ) (8.64)

P
T

d/ﬁ\=é( gei';) dé + ( )dv-—ggdé—gdv (8.65)

La tercera ecuacion de estado se puede calcular integrando esta ecuacion. El resultado es:

“ (M _ _Chinl _Rrin L
7). - 2R|neo RIn o (8.66)

Aqui & y Vg son los parametros de un estado de referencia'y (u/T)q es una constante de inte-
gracion indeterminada. Introduciendo nuestras tres ecuaciones de estado en la ecuacion de Euler

encontramos directamente que

0 £ 3/2 v/ n -5/2

2ol
No Eo Vo/\ g

donde

Nlo
-]

_ _ [ B
S = o 7). (8.68)

La ec. (8.67) es la ecuacion fundamental deseada. Si se conociera la constante de integracion §,
esa ecuacion contendria toda la informacion termodinamica posible acerca del gas ideal monoa-
tomico.

Este analisis se podria haber abreviado si hubiéramos integrado directamente la ecuacion

oS = %dé+ Py (8.69)

en vez de calcular primero la tercera ecuacion de estado. En este caso obtendriamos de (8.69),
(8.60) y (8.61) que

&=3Raz, gdv (8.70)

((8.71)
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8. Condiciones de equilibrio y otros desarrollos analiticos

que es equivalente a la (8.67). Se puede observar que la ecuacion fundamental (8.67) (o la
(8.71)) viola la Tercera Ley. Esto se debe a que, en realidad, las ecuaciones (8.58) y (8.59) son
solo aproximaciones de las ecuaciones de estado verdaderas, y valen iinicamente en la region de
altas temperaturas. Por lo tanto la ecuacién fundamental que obtuvimos a partir de ellas es una
aproximacion de la ecuacion fundamental verdadera, que vale en la region de alta temperatura.
En tanto y en cuanto apliquemos la ecuacion fundamental aproximada sélo a temperaturas altas,
no tenemos que preocuparnos por la aparente violacion de la Tercera Ley.

El principio entrdpico para un sistema que interactua con el ambiente

Vamos a generalizar los resultados que obtuvimos para un sistema aislado para deducir criterios
de equilibrio para sistemas que interactian con el ambiente de alguna manera especifica.
Recordamos que para un sistema aislado, en cualquier cambio de un estado 1 a un estado 2 la
entropia no puede disminuir, es decir

AS=S,-S§=0 (8.72)

T donde el signo = corresponde a un
Piston diatérmico . . .
cambio reversible, y el signo > a un
cambio irreversible. Consideremos
ahora el sistema aislado compuesto de
: . o la Fig. 8.2, que consiste de un sistema
Sistema Bano calorifico o (o

acoplado tanto térmica como mecani-
camente con un bafio calorifico. Va-
mos a suponer que el bafo calorifico

es tan grande que su temperatura Ty y

To Py

su presion Pg se mantienen constantes
a pesar de la transferencia de calor a
través del piston diatérmico y a pesar

del movimiento de éste.

Fig. 8.2 Sistema en contacto térmico y mecanico cony mos a considerar una situacion en
un bafio calorifico, pero no necesariamente @me el sistema y el bafio no estdn ne-
equilibrio de temperatura y presion con €l. El bafiQsariamente en equilibrio térmico y
calorifico es tan grande que su temperatura y su
presion no cambian a medida que se transfiere calo?
al sistema y el piston se mueve. que el sistema no tenga una tempera-

tura uniforme o una presion uniforme.

canico. Incluso podemos admitir

Obsérvese que las condiciones que estamos considerando corresponden a las que existen en mu-
chos experimentos, en los cuales el sistema esta en contacto térmico con la atmdsfera y sujeto a
la presion atmosférica.

Si S es la entropia del sistema y §; la del bafio térmico, se tendra

S=S+S (8.73)

donde & indica la entropia del sistema compuesto (aislado). Por lo tanto, para cualquier cambio
de estado del sistema compuesto, de la (8.72) tendremos

AS = AS+ AS) = 0 (8.74)

73



8. Condiciones de equilibrio y otros desarrollos analiticos

Supongamos que en este cambio se transfiere al sistema una cantidad de calor Q desde el bano
calorifico, y que el sistema sufre un cambio de volumen AV . Debido al tamafio muy grande del
bafio calorifico, su temperatura Ty y su presién Py se mantienen constantes, por lo tanto el pro-
ceso es reversible para el baio calorifico y entonces

A = _Q (8.75)
To
La (8.74) queda entonces:
2s-20 (8.76)
To

Aplicando la Primera Ley al sistema, tenemos

AE = Q - ppAV (8.77)

Donde ppAV es el trabajo que se ha producido en el bafio térmico debido a la expansion sufrida
por el sistema. Si eliminamos Q en (8.76) por medio de la (8.77) resulta:

_ AE + ppAV .
To -

AS 0 (8.78)

Este es nuestro resultado final, y es la extension del principio del aumento de la entropia (8.1) a
un sistema rodeado por un medio a temperatura Ty y presion Py constantes. La ec. (8.78) da un
criterio para la direccion de los procesos naturales y para el equilibrio. Para un sistema total-
mente aislado donde AE=0y AV =0, la ec (8.78) se reduce a AS= 0, que es la condicion ori-
ginal (8.1).
Observamos que en general la (8.78) no s6lo depende del sistema, sino también de sus alrededo-
res. Solo en casos especiales depende del sistema tinicamente. Por ejemplo, si consideramos
procesos isotérmicos a una temperatura igual a la del ambiente (T = Ty) y que mantienen cons-
tante el volumen del sistema ( AV = 0), la (8.78) queda

AS- A?E =0 (8.79)

que depende solamente del sistema.

De la ec (8.78) se deducen facilmente las condiciones de equilibrio bajo una variedad de restric-
ciones. Estas condiciones de equilibrio se expresan de una manera concisa en términos de la dis-
ponibilidad D, definida por:

D=E+pV-T,S (8.80)

que es, naturalmente, una propiedad del sistema y su medio ambiente. En términos de D, la
(8.78) se escribe como:

AD =0 (8.81)
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es decir, la disponibilidad de un sistema en un ambiente dado tiende a decrecer. Esta es la direc-
cion de los procesos naturales, y D tiene su valor minimo en el equilibrio, cuando ya no pueden
ocurrir mas cambios naturales. El signo = en (8.81) corresponde a procesos reversibles.
Vamos a aplicar ahora estos resultados generales a sistemas bajo condiciones diversas.

Equilibrio de un sistema de volumen constante en un bafio calorifico

Si nuestro sistema evoluciona a volumen constante, y la temperatura de los estados inicial y final
es la misma que la del bafio calorifico (T = Tj), tendremos que

AD = AE - TAS= A(E-TS) = AF <0 (8.82)

Donde F = E-TS es la funcion de Helmholtz que definimos en el Capitulo 7, y el signo = co-
rresponde a un proceso reversible. Para este tipo de procesos la disponibilidad (que en general
depende del sistema y su medio ambiente) es una propiedad del sistema unicamente. Ya obtu-
vimos el resultado (8.82) anteriormente, en la ec. (8.79). En esa ocasion consideramos un pro-
ceso isotérmico en que el sistema estd a la misma temperatura T = Ty en fodo momento. Pero
esa restriccion es innecesaria. En realidad sélo hace falta que los estados inicial y final
correspondan a la misma temperatura T = Ty, pues durante el proceso la temperatura puede
cambiar. Es frecuente que esto suceda en la practica. Consideremos por ejemplo una reaccion
quimica A+ B — AB; las dos sustancias 4 y B estan en un recipiente de volumen fijo sumergido
en un bafo calorifico a la temperatura 7 e inicialmente estan separadas por una division y se
encuentran a la temperatura 7. Al quitar la division se produce la reaccion quimica, que puede
liberar calor de modo que el sistema se calienta. Eventualmente la reaccion termina y el sistema
se enfria hasta recuperar la temperatura 7, entregando el exceso de energia al bafio calorifico.
Del mismo modo que basta que los estados inicial y final correspondan a la misma temperatura
y no hace falta que el proceso sea isotérmico para que valga la (8.82), también basta que los vo-
limenes inicial y final sean el mismo, esto es AV =V, -V, = 0 y se admite que el volumen varie
durante las etapas intermedias del proceso.

Lo que hemos dicho aqui acerca de los cambios de temperatura y volumen vale en general para
la condicion (8.81) pues ésta trata s6lo con los valores iniciales y finales de funciones de estado,
y no se refiere a las etapas intermedias del proceso.

De la ec. (8.82) resulta que:

Si un sistema tiene un volumen constante y una temperatura higiakta en contacto
con un bafio calorifico a la misma temperaflirfos cambios espontaneos ocurren en el

sentido de hacer decrecer la funcion de Helmholtz. Por lo tanto el equilibrio corresppnde al
minimo de la energia libre de Helmholtz.

Equilibrio de un sistema a presion constante en un bafio calorifico

Si el sistema evoluciona de modo que en los estados inicial y final la presion y la temperatura
son las mismas que las del bafio calorifico (p= pg y T = Ty), tendremos que

AD = AE + pAV -~ TAS= A(E+ pV - TS) = 4G < 0 (8.83)
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donde G=E+ pV -TS es la funciéon de Gibbs que definimos en el Capitulo 7 (el signo = co-
rresponde a un proceso reversible). Vemos asi que igual que en el caso anterior, en este tipo de
procesos la disponibilidad es una propiedad del sistema tinicamente. La (8.83) nos dice que

Durante los procesos naturales de un sistema a temperatura y presion constantes,
cién de Gibbs decrece, y es minima en el equilibrio.

Equilibrio de un sistema térmicamente aislado y a presion constante

Si el sistema esta térmicamente aislado y evoluciona de modo que en los estados inicial y final la
presion es igual a la del ambiente ( p = py), tendremos de (8.77) que

AE = - pAV (8.84)

0 sea que

A(E+pV)=AH =0 (8.85)

Donde H es la entalpia. De la (8.78) obtenemos que en estos procesos

AS=0 (8.86)

Vemos entonces que, al igual que para un sistema totalmente aislado, los procesos espontaneos
de un sistema térmicamente aislado que evoluciona a presidon constante incrementan la entropia,
y otra vez el equilibrio corresponde a la entropia maxima, pero ahora con la condicion subsidia-
ria H = cte. en vez de E = cte.

Trabajo maximo

Consideremos nuevamente un sistema en un ambiente de una temperatura T, y una presion py,
pero no necesariamente en equilibrio térmico y mecanico con él. A partir de la ec (8.78) y de la
Primera Ley obtenemos que para cualquier transformacion del sistema en su medio ambiente se
tendra

ToAS= AE + W (8.87)

Donde W es el trabajo que se ha producido en el ambiente debido a la expansion del sistema.
Previamente se consider6 el caso AV =0y W = pyAV (todo el trabajo realizado por el sistema
es efectuado contra la atmoésfera circundante).

Tenemos una situacion mas interesante si, ademas de acoplar el sistema a los alrededores, tam-
bién lo acoplamos mecéanicamente con un segundo sistema (que llamaremos cuerpo) que esta
aislado térmicamente. El sistema puede realizar trabajo sobre el cuerpo, de modo que W, el tra-
bajo total realizado por el sistema consta de dos partes: en primer lugar el trabajo pyAV efec-
tuado contra la atmosfera, y en segundo lugar el trabajo realizado sobre el cuerpo que indicamos
con W,. Este ultimo es el trabajo util realizado por el sistema (el que podemos aprovechar) por
contraposicion con el trabajo inutil (aunque inevitable) realizado por el sistema al expandirse
contra la atmoésfera circundante. Tendremos entonces:

W = poaV + W, (8.88)
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Sustituyendo la (8.88) en la (8.87) obtenemos

W, = —(4E + ppAV - TyAS) = 4D (8.89)

Por lo tanto en un cambio bien definido en un medio ambiente dado, el maximo trabajo 1util que
puede realizar el sistema se obtiene en un cambio reversible y esta dado por la disminucién co-
rrespondiente de la disponibilidad:

(W) max = -AD (8.90)

La deduccion de la desigualdad (8.89) se puede generalizar si ademas del trabajo pyAV se rea-
liza mas trabajo inutil, por ejemplo contra fuerzas de rozamiento; en este caso la desigualdad
(8.89) se hace mas marcada.

Si en los estados inicial y final del proceso el sistema tiene el mismo volumen (AV =0) y la
misma temperatura, igual a la del ambiente (T = Tj) la (8.90) queda

(\Nj)max =-AF (8-91)

Entonces, en estas condiciones, el maximo trabajo util se obtiene en un proceso reversible y es
igual a la disminucién de la energia libre de Helmholtz del sistema. Se debe notar que no hace
falta suponer que el volumen y la temperatura se mantengan constantes a lo largo del proceso, es
suficiente que en los estados inicial y final esas variables tomen los valores prescriptos.

De igual manera, si en los estados inicial y final del proceso el sistema tiene la misma presion y
la misma temperatura, iguales a las del ambiente (p= py, T = Ty), 1a (8.90) queda

(W) max = —AG (8.92)

y entonces el maximo trabajo util se obtiene en un cambio reversible y es igual a la disminucion
de la funcion de Gibbs del sistema. A semejanza del caso anterior, no hace falta suponer que la
presion y la temperatura se mantengan constantes a lo largo del proceso, basta que en los estados
inicial y final esas variables tomen los valores indicados.

Para ilustrar el concepto del méximo trabajo ttil, consideremos un sistema térmicamente aislado
y que evoluciona a volumen constante, que consta de dos cuerpos idénticos que inicialmente es-
tan a temperaturas T; y T,. Cualquier trabajo ganado a partir de este sistema se tendra que com-
pensar por medio de una correspondiente disminucion de su energia. El trabajo maximo corres-
pondera entonces a la maxima disminucion de la energia, esto es a la minima temperatura final
posible. Pero la temperatura final no se puede hacer tan baja como se quiera, porque se violaria
la Segunda Ley (recordar el enunciado de Kelvin). Por la (8.89) se sabe que el resultado 6ptimo
se logra con un proceso reversible, es decir a entropia constante, porque el sistema esta aislado
térmicamente y tiene un volumen constante. Por la ec (8.90) tenemos

(W)max = ~(AB)sy (8.93)

Para un proceso a entropia constante, los cambios de entropia de los dos cuerpos se deben com-
pensar, es decir:
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Aqui T" y T"indican las temperaturas de los cuerpos y G, es la capacidad calorifica a volumen
constante de cualquiera de ellos (son idénticos, y ademds vamos a suponer que G, se mantiene
constante). Integrando la (8.94) se ve que el producto T'T"” se mantiene constante durante el
proceso y por lo tanto es igual al valor inicial T;T,, de modo que la temperatura final del sistema
es Ty =TT, . Por lo tanto el trabajo til maximo es

(W)max = Cl(T + T2) - 2T T2 ] (8.95)
y es siempre positivo. Si los dos cuerpos se pusieran en contacto térmico sin extraer trabajo al-

guno, entonces AW, = -AE =0 y la temperatura final del sistema seria (T; + T,)/2 que siem-
pre es superior a la temperatura T = \/ T, T, que se alcanza en el proceso reversible.
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9. ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO TERMODINAMICO

Sabemos que en el equilibrio la entropia de un sistema aislado debe ser maxima. Esto implica
que para un pequefio apartamiento desde el equilibrio se debe cumplir que dS=0 y que
d?S<0. La primera condicién nos dice que la S tiene un valor extremo y en el Capitulo 8
estudiamos sus consecuencias. La segunda condicion, que nos asegura que la entropia es
maxima, es el requisito para que los equilibrios que estudiamos sean estables y queda todavia
por investigar. Las consideraciones de estabilidad conducen a algunas de las predicciones mas
interesantes y significativas de la Termodindmica. Veremos en el Capitulo 11 las consecuencias
de la inestabilidad para sistemas simples de un solo componente, es decir las transiciones de fase
y los puntos criticos.

El problema de la estabilidad se presenta de dos maneras. Por un lado tenemos la estabilidad
mutua de dos sistemas, es decir la estabilidad de una distribucion predicha de energia, volumen o
niamero de moles entre dos sistemas simples separados por una pared apropiada. Por otro tene-
mos el problema de la estabilidad intrinseca, que se presenta incluso en un sistema simple ais-
lado y puro.

Estabilidad intrinseca de un sistema simple

Consideraremos primero la estabilidad intrinseca. Si tenemos un sistema simple aislado y puro,
lo podemos imaginar subdividido en dos o mas partes, y mediante este artificio lo podemos
siempre transformar en un sistema compuesto. De este modo el problema de la estabilidad in-
trinseca se reconduce a uno de estabilidad mutua. Procediendo de este modo, vamos a aplicar la
condicion de que el equilibrio de los dos subsistemas imaginarios sea mutuamente estable, y asi
deduciremos ciertas condiciones matematicas que debe cumplir la ecuacion fundamental de un
dado sistema simple homogéneo.

Sea un sistema simple de un solo componente caracterizado por E’, S',V' y n'. Podemos defi-
nir en este sistema una superficie imaginaria, de manera tal que en todo momento contenga n
moles de la sustancia. Estos n moles confinados dentro de nuestra hipotética superficie son un
subsistema del sistema original, y el material exterior a la superficie constituye el segundo sub-
sistema, que llamaremos complementario (distinguiremos con E", etc. las cantidades corres-
pondientes al subsistema complementario). La “pared” que separa ambos subsistemas es diatér-
mica y no rigida, pero (por definicion) impermeable. Para facilitar el analisis supondremos que
nuestro subsistema es muy pequeiio respecto del sistema original (N <<n'), y por lo tanto tam-
bién respecto del subsistema complementario, es decir

N<<n". (9.1)

En términos de cantidades molares (omitimos los ~ sobre las cantidades molares para aligerar la
notacion) tendremos

E' =ne(s,v) +n"e"(s",v") (9.2)

El nimero de moles del subsistema es n y el del subsistema complementario es n” = n’ — n. Para
el volumen tendremos

V' =nv+n"v’ (9.3)
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y para variaciones virtuales del volumen de los subsistemas tendremos

ndv+n"dv’ =0 (9.4)

Para aplicar el principio de energia minima, la entropia total se tiene que mantener constante,
esto es

S =ns+n"s" (9.5)
y para variaciones virtuales
nds+n"ds" =0 (9.6)
En virtud de la (9.1) podemos ver que
|av"| << |dv| (9.7)
y
|ds"| <<|dg (9.8)

lo que nos va a permitir despreciar las potencias superiores de dv” y ds” en el analisis.
Supongamos ahora que ocurren cambios virtuales de la entropia y el volumen de los subsiste-
mas. Despreciando términos de orden superior al primero para el subsistema complementario,
podemos escribir la correspondiente variacion de energia del sistema total como

AE’ = n(de + d%e+---) + n"de” (9.9)
donde
de= Lds+ % dv = Tds— pav (9.10)
Js N
d%e = e (ds)? + 2y, dsdv + &, (V)] (9.11)
de’ = ai”ds” + v _Trds - prv” (9.12)
S WN
y donde, a su vez
9% JT T
_se_a_1 9.13
& =2~ ., (9.13)

6 =8s=—0=-2_2 _ P (9.14)
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1 N p°Tal
VKT Cv

% dp
e g=__9F_ 9.15
NN (9.15)

La aplicacion de este formalismo al sistema compuesto requiere en primer lugar la anulacion del
término de primer orden nde+ n"de”. Esto lleva a la igualdad de temperaturas y presiones entre
el subsistema y el subsistema complementario, como ya sabemos.

La estabilidad requiere que los términos del segundo orden sean positivos para cualquier proceso
virtual, esto es que se cumpla

d%e = %[%(ds)z + 26, dsdv + ew(dv)z] >0 (9.16)

para todos los pares posibles de valores de ds y dv excepto el par trivial ds=dv = 0, es decir que
la forma cuadratica homogénea entre corchetes en (9.16) sea definida positiva.

Para diagonalizar nuestra forma cuadratica vamos a introducir en lugar de ds el diferencial de la
temperatura:

dT = e ds+ e,,dv (9.17)

Resolviendo para ds y sustituyendo en (9.16) resulta

d?%e= %[é(dT)z + (ew - %) (dv)zl (9.18)

Antes de continuar, examinemos el coeficiente de (dv)z. Mirando la ec. (9.18) vemos que

&) (%
33,

y con un poco de trabajo (que omitimos para abreviar) se puede mostrar que

&)_ 1

Podemos escribir esta expresion en términos de la funcion de Helmholtz molar

f=F/n=e-Ts (9.22)

cuyas variables naturales son 7'y v y se obtiene entonces

2 2
gt d 1
woE DA e
ess N T oN T VKT
Con este resultado la forma cuadratica (9.18) se escribe como
d2e= 1S (@my2 + L (av)? (9.23)
2| T VKT
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Criterios de estabilidad y el principio de Le Chatelier

Los criterios de estabilidad, que aseguran que la (9.23) sea definida positiva, son entonces:

JT T
=[] =—s>0 9.24
s=(%), 2" (020
y
2
& ») 1L
& _p () _ 0 2
= f (WT e (9.25)

Estos dos criterios implican también que

212
e\/\/:_(@) _ 1 Py (9.26)
N/g VKT &

El criterio de estabilidad (9.24) se puede interpretar mejor si dividimos (9.24) por T (que es
siempre positiva):
dar

I _09T Do (9.27)
JS dQ

14T n
Tos T
se ve entonces que un aporte de calor a un sistema estable tiene que producir un aumento de
temperatura.

Por otra parte, el criterio de estabilidad (9.25) nos dice que una expansion isotérmica de un sis-
tema estable tiene que producir una disminucion de presion, y viceversa, que una compresion
isotérmica tiene que producir un aumento de la presion.

El contenido fisico de los dos criterios de estabilidad se conoce como principio de Le Chatelier':

Principio de Le Chatelier:
los procesos espontéaneos inducidos por una desviacion desde el equilibrio estable se efec-
tian en la direccion que tiende a restablecer el equilibrio.

Consideremos por ejemplo dos porciones de un sistema, que tienen temperaturas T, y T,. Su-
pongamos que se ha producido una perturbacion del equilibrio (en el cual T; = T,) de modo que
T, es mayor que T,. El proceso espontdneo que ocurrira serd entonces un flujo de calor desde la
temperatura mas alta T; hacia la temperatura mas baja T,. El principio de Le Chatelier nos dice
que este proceso tiende a igualar las temperaturas, reduciendo T; y aumentandoT,. Es decir, se
requiere que la cesion de calor tienda a reducir la temperatura y la recepcion a aumentarla. Esto
es precisamente lo que nos dice el primer criterio de estabilidad (9.24).

El segundo criterio de estabilidad se puede reconducir de forma andloga al principio de Le Cha-
telier. Por ejemplo, consideremos dos pequefias porciones del sistema, que imaginamos separa-

' Este principio fue enunciado por Henry-Louis Le Chatelier en 1884. En su obra de 1888 Leyes de estabilidad del

equilibrio quimico, Le Chatelier lo aplico para estudiar el efecto de variaciones de la presion y otras condiciones
sobre las reacciones quimicas. Sin embargo, sus conclusiones habian sido anticipadas por Gibbs. El principio de Le

Chatelier es de enorme utilidad en la industria quimica pues permite determinar los procesos mas eficientes.
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das por una pared diatérmica movil. Cada una de esas porciones esta en contacto térmico con el
resto del sistema, que actiia como fuente de calor para mantener constante la temperatura de las
porciones. Si las presiones de las dos parcelas son diferentes, la pared se desplaza desde la re-
gién de presion mas alta hacia la region de baja presion. La condicion (9.25) garantiza que este
proceso tiende a igualar las presiones.

En cualquier sistema simple de un solo componente, toda parcela del mismo se encuentra en
equilibrio estable con el resto del sistema si, y solo si, la ecuacion fundamental del sistema cum-
ple los criterios de estabilidad (9.24) y (9.25). Si la ecuacion fundamental no satisface estas con-
diciones, el sistema no se puede mantener homogéneo. Se concluye entonces que la ecuacion
fundamental de cualquier sistema simple homogéneo debe por fuerza ser consistente con las
condiciones (9.24) y (9.25).

Ocurre a menudo que un sistema simple satisface los criterios de estabilidad, pero que a medida
que las condiciones externas se modifican en una determinada direccion, las desigualdades
(9.24) y/o (9.25) se aproximan cada vez mas a igualdades. Siguiendo en esa direccion, cabe es-
perar que para ciertos valores particulares de los parametros, el sistema puede llegar a entrar en
conflicto con los criterios de estabilidad. En esos casos se observa que el sistema deja de ser
homogéneo, y se separa bruscamente en dos o mas fases. Los fenomenos de fusion de un sélido
y de licuefaccion de un gas estan ligados a la violacion de los criterios de estabilidad. Examina-
remos esto con mas detalle en el Capitulo 11.

Estabilidad mutua de sistemas de un solo componente

Las condiciones (9.24) y (9.25) garantizan que un sistema simple de un solo componente sea
estable en si mismo. Consideremos ahora dos sistemas intrinsecamente estables, que interactuan
a través de una pared no restrictiva. El estado de equilibrio mutuo estard determinado por el
principio de minima energia. Queremos ahora estudiar la estabilidad de ese equilibrio mutuo.
Veremos que el estado de equilibrio determinado por la condicion dE = O es estable, siempre y
cuando cada uno de los dos subsistemas sea intrinsecamente estable. Por lo tanto la estabilidad
intrinseca determina la estabilidad mutua.

Sean entonces dos subsistemas simples 1 y 2 de un solo componente, que forman parte de un
sistema compuesto. Designaremos a los subsistemas mediante superindices. Suponemos que la
pared interna es diatérmica y movil. La variacién de energia en un proceso virtual es

AE = n®(de® + d2e? +...) + N (de? + d%e®? +...) (9.28)

Aqui, las cantidades de(l),de(z),dze(l),dze(z),--- vienen dadas por expresiones analogas a las
(9.9) y (9.11). Los términos del primer orden nPde® + n@de® determinan el estado de equili-
brio y los del segundo orden nWd?e® + n@d2%e?) determinan la estabilidad.

La condicion que el volumen total de los subsistemas se mantenga constante es

nPdvi® + n@av® =0 (9.29)

y la condicion que la entropia total de los subsistemas se mantenga constante es:

nPds® + nPds? =0 (9.30)

Usando estas condiciones, los términos del segundo orden se escriben
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d2E = nWd %@ + n(29 &(2 =

()2 [(ed e 2. of &, & o (&, &) 2] 93D
= > n(1)+n(2) (dS ) +2 W-FW dS dV + W-FW (dV )

que es una forma cuadratica homogénea en las variables dS(l)y dv®. La condicion de estabili-
dad mutua es que esta forma cuadratica sea definida positiva.
Por analogia con las condiciones (9.24) y (9.25) resultan los siguientes criterios de estabilidad

D &2
€& | &
o+t~ >0 9.32
@@ (9.32)
y
D a2\/ad &2 D a2))\2
&5 . &5’ \(eW . 8w &/ . 6w
(n(l)+n(2))(n(1)+n(2))‘(n(1)+n(z)) >0 (9.33)

Ahora bien, los criterios de estabilidad intrinseca de los dos subsistemas son:

o (2)
070 g0 (9.34)
y
2 2
el (o Q) (&
n@ n®  { n® >0 n@ 1@ | 7@ >0 (9.35)

Se puede verificar facilmente que las condiciones (9.34) y (9.35) garantizan que se cumplan las
(9.32) y (9.33). Que la (9.34) implica la (9.32) es inmediato. Omitimos para abreviar la demos-
tracion que (9.35) implica la (9.33), que es algo mas laboriosa pero no encierra dificultad.

En consecuencia, la estabilidad del equilibrio mutuo de dos sistemas simples de un solo com-
ponente esta garantizada por la estabilidad intrinseca de los sistemas individuales.
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10. GASESY FLUIDOSREALES

En capitulos anteriores estudiamos las consecuencias de la Primera y Segunda Ley y los méto-
dos analiticos para aplicar la Termodinamica a sistemas fisicos. De ahora en mas usaremos esos
métodos para estudiar varios sistemas de interés. Las aplicaciones comprenden:

® el calculo de un conjunto de propiedades en funcion de otro conjunto, y

® la determinacion de condiciones de equilibrio en diversas situaciones.

Estos son el tnico tipo de resultados que podemos obtener en Termodinamica.

Vamos a estudiar la ecuacion de estado de un gas real y mostraremos como usarla para predecir
un conjunto de propiedades de una sustancia a partir de otras propiedades conocidas. De esta
forma ilustraremos un aspecto de la Termodinamica: el empleo de las relaciones entre las varia-
bles de estado que resultan de consecuencia de la Primera y la Segunda Ley para calcular un
conjunto de propiedades del sistema a partir de otras propiedades que se han medido.

La ecuacion de estado de un gas real

La Fig. 10.1 representa en forma cualitativa la ecuacién de estado empirica de un gas real, por
medio de curvas isotermas de presion vs. volumen. En ella se aprecian varias caracteristicas co-
munes a todos los gases.

P

liqui

liquido + vapor

Vv

Fig. 10.1. Representacion esquemética de |a ecuacion de estado de un gasreal.

(1) Para voliimenes molares grandes el comportamiento del gas se aproxima al de un gas ideal y
las isotermas se aproximan a las hipérbolas equilateras pV = nRT = cte.

(2) Hay una temperatura 7;-, llamada temperatura critica, por encima de la cual el gas no se
puede licuar (aunque se puede solidificar a presiones muy grandes). Por debajo de 7 el gas se
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puede licuar si la presion es suficientemente grande. Cuando un gas se encuentra a una tempe-
ratura inferior a 7~ es frecuente hablar de vapor.

(3) En la region marcada liquido + vapor, ambas fases estan presentes y el volumen del sistema
puede variar sin que cambie la presion. Esa presion, que en la region de coexistencia depende
solo de la temperatura, se denomina presion de vapor. La linea de trazos indica los limites de la
region de coexistencia. Los puntos de la parte izquierda de esa linea dan los volumenes del li-
quido saturado, los de la parte derecha los volumenes del vapor saturado. Cuando el volumen
decrece mas alla del que corresponde al liquido saturado, la presion sube muy rapidamente,
puesto que los liquidos son mucho menos compresibles que los vapores.

(4) La isoterma critica toca la region de coexistencia liquido-vapor en un punto llamado punto
critico (PC en la Fig.). En el punto critico los volumenes del liquido saturado y del vapor satu-
rado coinciden y las dos fases son indistinguibles. EI volumen y la presién correspondientes al
punto critico se denominan volumen critico Vo y presion critica p., respectivamente.

Esto completa los comentarios acerca del diagrama. En el Capitulo 11 profundizaremos el estu-
dio de las transiciones de fase y de la coexistencia. Por ahora nos limitamos a considerarlas
como datos de la experiencia.

Ahora veremos como se pueden representar matematicamente las isotermas. En general, la ecua-
cion de estado de una sustancia real no se puede expresar en términos de funciones conocidas.
Tampoco existen funciones sencillas que representen con suficiente precision las propiedades de
un fluido en fodo su intervalo de existencia. Sin embargo, hay muchas ecuaciones que represen-
tan bien el comportamiento cuantitativo en ciertas regiones limitadas de presion y temperatura, o
que representan cualitativamente el comportamiento en regiones grandes. Mencionaremos dos
de entre las mas importantes de esas ecuaciones.

Es bueno aclarar que estas cuestiones no son relevantes en lo que hace a la Termodinamica en si.
Todo lo que necesitamos es un conjunto correcto de valores de p, /'y T. El hecho de tener una
expresion analitica solamente facilita los calculos.

La ecuacion de van der Waals

Es la primera de las ecuaciones de estado que vamos a estudiar y su forma es la siguiente:

(p+%)(V—nb)= nRT (10.1)

En esta expresion a y b son constantes para cada gas. Su significado fisico es que b representa
una correccion al volumen del gas debida al volumen finito de las moléculas, y a es una correc-
cion a la presion debida a las fuerzas atractivas entre las moléculas. En realidad esto es cierto,
pero sélo en forma aproximada. La ecuacion de van der Waals' es importante porque reproduce
muy bien el comportamiento cualitativo de los gases reales, y que se sepa, no predice compor-
tamientos fisicamente absurdos. Sin embargo no es muy exacta cuantitativamente, y para una da-
da eleccion de a y b se puede usar solo sobre una region muy limitada del diagrama p-V.

En la Fig. 10.2 vemos algunas isotermas de la (10.1) y se observa que la ecuacién de van der
Waals imita bastante bien el comportamiento de un gas real (Fig. 10.1) excepto por las oscila-

Propuesta en 1873 por Johannes D. van der Waals en su Tesis doctoral para describir los estados liquido y

gaseoso de la materia.
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ciones en la region de coexistencia. Pero esta caracteristica tiene su remedio, y como se vera en
el proximo Capitulo, las oscilaciones que se aprecian en la Fig. 10.2 tienen cierta correlacién con
el comportamiento de los gases reales. También es facil ver por inspeccion de la (10.1) que la
ecuacion de van der Waals se aproxima a la ecuacion de los gases ideales a volimenes grandes,
como debe ser.

Las oscilaciones de las isotermas de van der Waals son una caracteristica interesante. Para que
esta parte concuerde con el comportamiento que se observa en la Fig. 10.1 se la debe reemplazar
por una linea horizontal, pero la cuestion es por donde trazar esa linea. Al respecto, Maxwell
sugirid que la linea se debe trazar de manera que el area del lazo BCDB debe ser igual a la del
lazo DEFD. Si asi no fuera, argumento, se podria construir un motor que operara a lo largo del
ciclo BCDEFB, y ese motor violaria la Segunda Ley, pues produciria trabajo neto extrayendo
calor de una tnica fuente térmica a la temperatura de la isoterma. El argumento es cuestionable,
pero de todos modos la ecuacién de van der Waals complementada con la construccion de
Maxwell reproduce todas las caracteristicas cualitativas del equilibrio de los fluidos reales.
Ademas, los tramos BC'y FE de las isotermas de van der Waals también corresponden a condi-
ciones que se pueden observar experimentalmente. Volveremos sobre estos temas en el Capitulo
11.

Fig. 10.2. Representacion esquematica de la ecuacion de estado de van der Waals
y de la construccién de Maxwell.

A medida que consideramos temperaturas mas elevadas, la parte oscilatoria de la isoterma se
hace mas angosta y la amplitud de la oscilacion decrece, de manera que los puntos correspon-
dientes a C, D, E se aproximan entre si. Finalmente se llega a una temperatura para la cual la
pendiente de la isoterma no se hace nunca positiva, pero se anula en un punto, que es un punto
de inflexion horizontal de la curva. Ese punto es el punto critico, para el cual
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(‘9_19) _0 vy (P} _, (10.2)
4 c L 07V2 J C

La posicion del punto critico se puede hallar en funcion de las constantes a, b aplicando las con-
diciones (10.2) a la ecuacion de van der Waals (10.1) y resolviendo las ecuaciones simultaneas
que resultan. Lo dejamos como ejercicio para el lector. El mismo resultado se puede obtener si
observamos que la ecuacion de van der Waals es ctbica en V, y que las tres raices de la cubica
coinciden en el punto critico, de modo que la (10.1) se puede escribir en la forma (V' - V- ) =0.
Si expandimos esta expresion y comparamos el resultado con la (10.1) se pueden identificar fa-
cilmente las constantes criticas. Por un procedimiento o el otro se llega a las siguientes relacio-
nes (con ~ indicamos cantidades molares):

La ultima de estas relaciones indica que las constantes criticas estdn en la misma relacion entre
si para todos los gases. Esta regla vale aproximadamente para cierto nimero de gases, pero el
valor de la constante difiere de 3/8, como resulta de la ecuacion de van der Waals. Esto es tipico
de las predicciones de esta ecuacion de estado: son cualitativamente correctas casi siempre, pero
casi nunca lo son cuantitativamente.

Es interesante notar que si tomamos a p-, V- y I como las unidades de presion, volumen y
temperatura, respectivamente, la ecuacion de van der Waals es la misma para todas las sustan-
cias. En efecto, si ponemos

P=" | V= | T=— (10.4)

y sustituimos en la (9.1) resulta

T (10.5)

wl o

)2
/

|
wlk

i\(
T /\

/‘\

Esta ecuacion so6lo contiene constantes numéricas y por lo tanto es independiente de la sustancia.
Los estados determinados por los mismos valores de @, 7y T'se denominan “estados correspon-
dientes”, y la ec. (10.5) se suele llamar ecuacion de los estados correspondientes.

La ecuacion de estado virial

Esta es una ecuacion muy importante, que se escribe en la forma de una serie infinita:

c
v = RT<1+V+V2 ) (10.6)

Los coeficientes B, C, ... se denominan coeficientes viriales y dependen so6lo de 7. Otra forma
de la ecuacidn virial, de uso frecuente es:

pV=RT+Bp+Cp?+... (10.7)
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donde los coeficientes B, C', ... también dependen s6lo de la temperatura. Siempre que trate-
mos la (10.6) y la (10.7) como series infinitas (y no polinomios) se puede demostrar que hay una
relacion bien definida entre sus coeficientes:

B=B , C=B?+RIC’ , etc. (10.8)

Aunque a primera vista pareceria que la ecuacion virial no es mas que un ejemplo del método
usual de representar funciones complicadas mediante series infinitas, es mucho mas que eso,
pues tiene una firme base teorica y cada coeficiente virial tiene una interpretacion fisica bien de-
finida en términos de las interacciones entre las moléculas del gas. En la practica, no se puede
usar la serie completa porque solamente se conocen un nimero finito de valores experimentales,
y porque es muy dificil calcular teéricamente los coeficientes viriales mas elevados. Por ese mo-
tivo se usan s6lo pocos términos de la serie, y €sta se emplea unicamente para presiones y densi-
dades moderadas, donde converge rapidamente. Insistimos sin embargo que todo esto es irrele-
vante a los fines de la Termodinamica.

Ademas de las ecuaciones de estado mencionadas, se han propuesto muchas otras, algunas de las
cuales pueden ser mas utiles en determinadas circunstancias para representar datos empiricos.
Pero las que hemos considerado tienen cierta importancia fuera del ambito termodinamico: la
ecuacion virial porque se funda en la teoria molecular de la materia, y la ecuacion de van der
Waals porque pese a su sencillez describe correctamente el comportamiento cualitativo de los
fluidos.

Como ilustracion vamos a calcular el efecto de la presion y el volumen sobre las capacidades
calorificas de un gas real, y el coeficiente de Joule-Thomson de un gas real.

Las capacidades calorificas de un gas real

Aqui usaremos la ecuacion de van der Waals. Recordemos que para un gas ideal tanto f:p como
Gy dependen solo de la temperatura. Estudiaremos primero (dC,/ V)1, que por la (7.52) es

~ 2
(&—CY) -7[ %P (10.9)
N \daT?)

Si escribimos la ecuacion de van der Waals en la forma

D= RT
V-b

(10.10)

<r\z)|QJ

vemos en seguida que (dzp/ o’*Tz)V = 0. Luego para un gas de van der Waals Gy es funcion sélo
de la temperatura, igual que para un gas ideal.
Sin embargo, la situacion es muy diferente para f:p. De la ec. (7.53) tenemos

Jc 25
(ﬁ) =T(&—‘2’) (10.11)
)~ \ar?)

Para calcular (94V/dT#) p diferenciamos la (10.10) a presion constante:
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B \7Eeb_((\7lfTb)2 _%)(%)p (10.12)

Esta ecuacion se puede resolver para (V/dT) p ¥ luego diferenciar nuevamente. Resulta una ex-
presion bastante complicada que contiene a (9“V/ 07T2)p y (N/ dT)p. Esta ultima se puede eli-
minar usando la (10.12) y finalmente obtenemos:

-3
o 7-b\[3/7- V-b\?
( p) _ 4aZ/V~b\ §(VTb\_1 1_2_a~(VTb\ (10.13)
o), RT2\U 0 ) |2\ ¢ ) RV ¥ )
Si eliminamos a y b a favor de V. y T- se obtiene la forma equivalente
- - ~ 3 - ~ ~ 217
Kp) _9TcVe (1 9e\[3(1_ Y\ _q]|1_9TcY% (1_ Ye) (10.14)
o), 2 72\ 30 [2\7 30) 4 T \" 30/

Esta expresion complicada muestra que para un gas de van der Waals, f:p depende del volumen
(o la presion), ademas de depender de la temperatura. El signo de (&Ep / dp)T puede ser positivo
0 negativo y (&Ep / dp)t puede incluso diverger si se anula el ultimo corchete de la (10.13) o de
la (10.14).

El coeficiente de Joule-Thomson

En este caso usaremos la ecuacion de estado virial. De la ec. (7.73) tenemos

~

~ N ~
C,=1|—]| -V 10.15
o (aT)p ( )

Diferenciamos la (10.7) para encontrar (V/ JT) D'

(ﬂ) L N (10.16)
ar/

y de aqui obtenemos

z __[p \_plo_79€0)
C,=—B-T—-pC'-T— +... 10.17
o =7y ar) " ar) " R

El coeficiente de Joule-Thomson puede ser tanto positivo como negativo, segin sean los valores
de Vy T(&\?/&T)p. Para un gas ideal es nulo, como se ve de la (10.17), pero para todo gas real
depende en general de la temperatura y la presion. Para una presion dada, el valor para el cual u
cambia de signo se denomina el punto de inversion de Joule-Thomson. El limite de presion nula
del punto de inversion se denomina temperatura de inversion de Joule-Thomson. Si representa-
mos en un diagrama 7 - p a los puntos de inversion se obtiene la curva de inversion (ver Fig.
10.3). Por supuesto, la ec. (10.16) s6lo describe la parte superior, de presiones bajas, de la curva
de inversion. Si se quiere describir el comportamiento de los gases reales a presiones altas es ne-
cesario incluir mas coeficientes viriales. La regién donde u >0 es aquella en la cual la tempe-
ratura del gas disminuye en una expansion de Joule-Thomson.
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10. Gases y fluidos reales

T Por encima de la temperatura de inversion
Ty_1 el gas no se puede enfriar mediante
una expansion de esta clase (algunos valo-
res de T;_1 son 621 °K para nitrégeno y
202 °K para hidrégeno). Observando la
figura se ve también que hay una presion

u<o maxima por encima de la cual no puede
haber enfriamiento de Joule-Thomson, sea
cual fuere la temperatura. Esta presion se
indica con una linea de puntos en la figura,
y es de unas 380 Atm para nitrogeno y 164
Atm para hidrogeno.

A medida que se reduce la presion de un

gas real su comportamiento se aproxima a
la idealidad, o sea
p

limy_o(p¥) = RT  (10.18)
Fig. 10.3. Curvade inversion de Joule-Thomson
paraun gasrea. como se puede ver, por ejemplo, de la ec.
(10.7). Si queremos informacion acerca del segundo coeficiente virial B a partir de medidas de p
- V- T debemos entonces trabajar a presiones moderadamente altas, para que la desviacion desde
la idealidad en la que estamos interesados sea suficientemente grande y la podamos medir con
precision. La situacion es completamente diferente en cuanto al coeficiente de Joule-Thomson.
De la ec. (10.16) vemos que

dB’

|imp_)0‘u6p=—B’+TE (1019)

de manera que hay efecto Joule-Thomson atn en el limite de presiones muy bajas, donde el
comportamiento del gas es de otras formas ideal. Ademas, el coeficiente de Joule-Thomson da
informacién directa acerca del segundo coeficiente virial. En cambio, para conseguir dicha in-
formacién por medio de mediciones de p - V' - T hay que determinar pequenas diferencias entre
cantidades del mismo orden de magnitud como (pV) y (RT), lo que hace dificil obtener resulta-
dos precisos. Por este motivo el coeficiente de Joule-Thomson es muy importante para el estudio
de los coeficientes viriales.

El coeficiente de Joule 1 es semejante en algunos aspectos al coeficiente de Joule-Thomson,
pero es de menor importancia. Uno de los motivos por los cuales es asi es que cuando p— 0,
también 1 — 0, y lo hace como p?. Esto lo puede verificar facilmente el lector calculando n
para la ecuacion virial.

Los ejemplos precedentes muestran que las propiedades termodindmicas de un fluido simple se
pueden determinar si se conoce la ecuacion de estado y una de las capacidades calorificas como
funcién de la temperatura.

El potencial quimico de un fluido puro

Ya dijimos que el potencial quimico de una sustancia pura es igual a su funcién de Gibbs molar.
Puesto que para una sustancia pura
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10. Gases y fluidos reales
dG = -dT + Vdp (10.20)

se tiene:

du = -8dT + Vdp (10.21)
Si ahora mantenemos 7 constante e integramos, obtenemos

u =f\~/dp + uo(T) (10.22)

donde ug(T) es una constante de integracion que depende de la temperatura. Si conocemos la
ecuacion de estado, la integral en la (10.22) se puede calcular. Por ejemplo, para un gas ideal
V= RT/py por lo tanto

Para un gas real:

w=RTInp+ up(T) (10.23)

El valor de ug(T) depende de nuestras elecciones del estado de referencia y de las unidades de
la presion, pero de cualquier manera es una funcion tnicamente de la temperatura.

Puesto que la forma de la ec. (10.23) es muy util, frecuentemente se la mantiene para gases rea-
les. Con este fin de define una magnitud f, denominada fugacidad, mediante la ecuacion

w=RTINT + ug(T) (10.24)

La fugacidad se mide en las mismas unidades que la presion, y la constante ug(T) se elige de
modo que cuando p— O (y el gas tiende la idealidad), la fugacidad tiende a la presion, es decir

|impeoiID -1 (10.25)

Si la sustancia es incompresible se puede también integrar la (10.22) y se obtiene

Para un liquido incompresible

=T+ 1(T) (10.26)

Es importante recordar las féormulas aproximadas (10.23) y (10.26) porque se usaran
frecuentemente en los Capitulos siguientes.
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11. Cambios de fase

11. CAMBIOSDE FASE

Discutiremos en este Capitulo las transiciones de fase y el equilibrio de fases, o sea el estudio de
las condiciones bajo las cuales pueden coexistir dos o mas fases. Entre los temas que vamos a
considerar se cuentan las lineas de coexistencia, puntos triples, el efecto de una presion exterior
sobre la presion de vapor, etc.. En estos problemas las variables independientes naturales son la
temperatura y la presion y entonces la funcién de Gibbs es el potencial termodinamico mas con-
veniente para el analisis. Por lo tanto este capitulo servird también para ilustrar algunas de las
propiedades de dicha funcion.

Transiciones de fase de primer orden en sistemas de un componente

Hemos visto que para que un sistema permanezca homogéneo y estable, su ecuacion fundamen-
tal tiene que respetar los criterios de estabilidad que obtuvimos en el Capitulo 9. Si no se satis-
facen dichos criterios, el sistema se separa en dos o mas partes. Esta separacion se denomina
transicion de fase.

Hay muchos ejemplos de transiciones de fase. A 1 Atm de presion, el agua se vuelve inestable a
la temperatura de 0 °C y se separa en una porcion solida (hielo) y una porcidn liquida, las que
coexisten en equilibrio. A la misma presion y a la temperatura de 2.18 °K, el helio liquido se se-
para en dos fases, ambas liquidas, llamadas helio I y helio II. Otras transiciones de fase son las
transiciones de los s6lidos de una forma cristalina a otra, la ebullicion de los liquidos y la apari-
cion de ferromagnetismo o ferroelectricidad. En las transiciones de fase, ciertas propiedades de
la sustancia (como por ejemplo el volumen especifico, los calores especificos, etc.) varian de
forma discontinua de una fase a otra. De acuerdo con ello se clasifican en transiciones del primer
orden, segundo orden, ... etc., como veremos mas adelante.

Para entender el origen fisico de las transiciones de fase, consideremos por un momento de qué
manera puede ocurrir que la ecuacion fundamental de un sistema no cumpla con los criterios de
estabilidad, y como ello lleva a que tenga lugar una transicion de fase. Existen dos formas de
proceder para obtener una tal ecuacion fundamental “de prueba”.

La primera es el cdlculo directo a partir de primeros principios. Para eso necesitamos conocer
las propiedades atdmicas y moleculares de la sustancia en cuestion. Sobre esa base podemos
intentar calcular las propiedades macroscopicas del material. Esto es muy dificil en la practica,
pero en principio es factible. Se podria partir, por ejemplo, de la hipotesis que la muestra ma-
croscopica es homogénea, de modo que en promedio cada molécula estd rodeada del mismo en-
torno que todas las demas. A partir de ahi, podriamos tratar las interacciones entre las moléculas
con los métodos de la Mecanica Cuantica y luego aplicar las técnicas de la Mecénica Estadistica.
De esta forma, si logramos completar con éxito los calculos, llegaremos a deducir una ecuacion
fundamental para el material. Pero aqui hay que subrayar que nuestro resultado es valido supe-
ditado a la hipotesis de partida, esto es, que el material es homogéneo. Si la ecuacion fundamen-
tal que obtuvimos satisface los criterios de estabilidad intrinseca, entonces dicha hipotesis queda
justificada a posteriori. Pero bien puede suceder que la ecuacion fundamental teodrica no satis-
faga del todo los criterios de estabilidad. Si asi ocurre, sabemos que el sistema no se puede
mantener homogéneo, sino que se separa espontdineamente en dos o mas porciones. Esta claro
que en este caso, la ecuacion fundamental verdadera tiene que ser diferente de la ecuacion fun-
damental tedrica inestable que hemos calculado. Surge entonces la cuestion de cudl es la relacion
entre nuestra ecuacion teorica y la ecuacion fundamental verdadera.
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11. Cambios de fase

El segundo procedimiento que nos permite obtener una ecuacion fundamental “de prueba” con-
siste en el ajuste de la curva empirica. Concretamente, supongamos que nos interesan las pro-
piedades del agua, y que determinamos experimentalmente sus ecuaciones de estado. Suponga-
mos ademas que nuestras observaciones se limitan a la region de temperatura alta (por encima de
la temperatura de ebullicion) y la region de temperatura baja (entre la temperatura de ebullicion
y la de solidificacion), y que, en particular, no hacemos observaciones en el entorno de la tempe-
ratura de ebullicion, sino que obtenemos las ecuaciones de estado para ese entorno por interpo-
lacion entre las regiones de alta y baja temperatura. A partir de las ecuaciones de estado inter-
poladas podemos entonces predecir una ecuacion fundamental, pero dicha ecuacion no satisface
las condiciones de estabilidad en la region del punto de ebullicion.

La ecuacion de estado de van der Waals (Capitulo 10) ilustra ambas formas de proceder, pues
por un lado se funda en un modelo molecular (si bien muy simplificado) y por otro es el resul-
tado de ajustar curvas empiricas. Para muchas sustancias simples, la ecuacion de van der Waals
representa bastante bien sus propiedades por encima y por debajo del punto de ebullicion.

Para investigar las consecuencias de la inestabilidad, supongamos que disponemos de una ecua-
cion de estado de prueba de la forma general indicada en la Fig. 10.2. La ecuacion de van der
Waals tiene esa forma, pero nuestra
discusion no se limita a una particu-
V(p) lar ecuacioén analitica.

Observando la Fig. 10.2, vemos que
la ecuacion de estado no satisface en
todas partes los criterios de estabili-
dad intrinseca, pues el criterio

(%)T <0 (11.1)

se viola en la porcion FKM de una
isoterma tipica, que hemos represen-
tado por separado en la Fig. 11.1. En
dicha figura hemos intercambiado los
ejes respecto de la Fig. 10.2, para
mayor claridad de lo que sigue.

Esta claro pues que debe haber una
transicion de fase. Veremos que las
caracteristicas de la transicion se

pueden inferir de la ecuacion de es-

tado de la Fig. 11.1. Para eso con-
p  viene representarla de una manera

Fig. 11.1. Isoterma de prueba de un sistema de dkerente.
componente en el cual tiene lugar una transicion de faBg.el Capitulo 10 vimos que el po-
Notar que se han intercambiado los ejes respecto de ¢

estan en la Fig. 10.2 QRial quimico de una sustancia pura

se puede expresar (ec. (10.22)) como

= [T+ po(T) (11.2)
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donde la integral se debe calcular a temperatura constante y p(T) es una funcion (no determi-
nada) de la temperatura. El integrando V(p) esta representado en la Fig. 11.1. Si asignamos ar-
bitrariamente un valor al potencial quimico en el punto 4, podemos calcular u en cualquier otro
punto B de esa misma isoterma como

g - tta = [ V(p)dp (11.3)

El resultado de este calculo se muestra (cualitativamente) en la Fig. 11.2. Se puede pensar que la
Fig. 11.2 representa una seccion en un plano T = cte. de la superficie u = u(p,T), como se in-
dica en la Fig. 11.3, donde se muestran
varias secciones de dicha superficie co-
u(p) rrespondientes a diferentes isotermas de
la Fig. 10.2. En la Fig. 11.3 se puede no-
tar que el lazo cerrado de la curva
ut = u(p, T =cte), que ocurre porque
V(p) es una funcion trivaluada (cuando
Pg < P < PRr), desaparece a temperaturas
altas (como se puede ver de la Fig. 10.2).
Finalmente, podemos observar que la re-
lacion u = u(p,T) es una relacion fun-
damental para un mol de la sustancia,
pues para un sistema de un solo compo-
nente u es igual a la funcion de Gibbs
molar. Mirando la Fig. 11.3, se podria
pensar entonces que se ha logrado dedu-
cir la ecuacién fundamental a partir de
una sola ecuacion de estado. Sin embargo

hay que notar que si bien las interseccio-
nes de la superficie u = u(p,T) con los
Y planos T = cte. tienen la forma correcta,

Fig. 11.2. Potencial quimico u para la isoterma de en todas ellas figura una constante aditiva
prueba de la Fig. 11.1. Notar €l lazo, que corresponde
a la oscilaciéon de la isoterma.  Los puntos D y O
coinciden en este grafico, y corresponden a la plano a otro. Por lo tanto no conocemos
interseccion del plano T = cte. con lalinea donde la  aun la forma completa de la superficie
superficie u(p,T) se cruzaasi misma.

to(T), que tiene un valor diferente de un

u=u(p,T), aunque es evidente que po-
demos formarnos una imagen correcta de su topologia.

Examinaremos ahora las propiedades de estabilidad de la hipotética ecuacion fundamental que
acabamos de describir. Consideremos un sistema que estad en el estado 4 de la Fig. 11.1 (y de la
Fig. 11.2) y en contacto con un medio ambiente a esa temperatura y presion. Si aumentamos
muy lentamente (cuasiestaticamente) la presion del ambiente, habra un correspondiente aumento
cuasiestatico de la presion del sistema. La temperatura, mientras tanto, se mantiene estrictamente
constante. El sistema entonces evoluciona a lo largo de la isoterma de la Fig. 11.1, del punto 4 al
punto B (para el cual la presion es igual a la que corresponde al punto M). Mientras p sea menor
que psg, el volumen es una funcioén uniforme de p. En cambio, cuando p se hace mayor que pg, el
sistema dispone de tres estados para el mismo valor de p (y de T), por ejemplo, los estados C, L
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y N. El estado L es inestable, pero tanto en C como en N el equilibrio es estable, y corresponde a
un minimo local de la funcion de Gibbs. Estos dos minimos locales de G (o lo que es lo mismo,
de u = G/n) estan indicados en la Fig. 11.2, y el sistema elige el menor, esto es, el minimo ab-
soluto. De la Fig. 11.2 resulta entonces evidente que el estado C es el estado fisico verdadero
que corresponde a esos valores de la temperatura y la presion.

| ﬁ
| ﬁ P
’ /— i
’ ﬁ p

T P
Fig. 11.3. Secciones de la superficie u(p,T) con planos
correspondientes a diferentes temperaturas. Se puede observar

que e lazo desaparece para temperaturas mayores que la
temperatura critica.

Si se sigue elevando lentamente la presion ambiente, y por lo tanto la del sistema, se alcanza el
punto D, que es aquél donde la superficie u = u(p,T) se corta a si misma. Para presiones mayo-
res que pp, el minimo absoluto de G y u corresponde a la otra rama de la curva. Por lo tanto, a la
presion pg (mayor que pp) el estado fisico verdadero es Q.

En conclusion: para p < pp la rama fisicamente significativa de la isoterma de la Fig. 11.1 es la
rama superior, que corresponde a volimenes molares grandes, y para p> pp la rama fisica-
mente significativa es la rama inferior, correspondiente a volimenes molares pequefios. La iso-
terma fisica asi deducida a partir de nuestra isoterma hipotética se muestra en la Fig. 11.4. La
discontinuidad del volumen que ocurre entre los puntos D y O de la isoterma fisica indica la
transicion de fase. Diversas otras propiedades cambian en forma discontinua en la transicion, de
modo que el aspecto de la sustancia es completamente diferente a presiones inmediatamente por
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debajo y por encima de pp. Las dos diferentes formas de la sustancia se denominan fases, y se
dice que los estados de la rama superior de la isoterma pertenecen a una fase del sistema, y las
de la rama inferior a otra fase distinta.

Los puntos D y O quedan determi-

A nados por la condicion up = ug,
V(p) B esto es por
O.
va(p)dp =0 (11.4)

donde la integral se calcula a lo
largo de la isoterma hipotética. Es
facil ver que esta condicion implica
que el area comprendida entre la
cuerdaDK y el arcoDFK debe ser
D igual al area comprendida entre el
\ arcoKMQ y la cuerd&KQ. Esta es
\ la justificacion de la construccion
\ de Maxwell de que hablamos en el
' Capitulo 10 al tratar la ecuacion de
y estado de van der Waals.
Para la isoterma que hemos estado
considerando, la fase de volumen
Mo 0O R S grande y presién baja tiene un valor
grande de-(dV/dp)t y entonces
es facilmente compresible. En cam-
P bio la fase de volumen pequefio y

Fig. 11.4. Determinacion de los punf@y O. La isoterma presion alta tiene uwmalor pequefio
fisicaDKO se debe trazar de modo que las areas entre

arcosDFK y KMO de la isoterma hipotética y la isoterm«':tlﬁ%s_(av/_alo)T y entonces es _poco
real sean iguales . compresible. Cabe esperar isoter-

mas de esta forma para transiciones
gas-liquido, donde la rama superior de la isoterma corresponde al gas y la inferior al liquido.
Haciendo ahora referencia a la Fig. 10.1, se puede observar que partiendo de un punto de la rama
gaseosa de una isoterma como la de la Fig. 11.1, se puede calentar el sistema a volumen cons-
tante hasta una temperatura superior a la temperatura diiticeamprimirlo a temperatura
constante, y luego enfriarlo a volumen constante, de modo de llegar a un punto de la rama li-
quida de la primera isoterma. Como las isotermas: u(p,T = cte) correspondientes & > Tp
no presentan lazo, en este proces@curre ninguna transicion de fase y es imposible decir en
qué punto el sistema deja de ser un gas y se transforma en liquido. Esto muestra que la distincion
entre “estado liquido” o “estado gaseoso” tiene sentido estricto solamente en la regién de coe-
xistencia, dado que saliendo de ella se puede pasar de uno a otro con continuidad. Por otra parte
esto no es relevante a los fines de nuestra discusion de las transiciones de fase.
Si la transicion implica el cambio de la estructura cristalina de un sélido (que es un tipo de cam-
bio de fase que se presenta muy frecuentemente), cabe esperar que en un plsdesnpen-
dientes de las dos ramas de las isotermas sean casi iguales. Por lo demas, la forma de las isoter
mas es basicamente la misma que la de la Fig. 11.1. El formalismo que hemos estudiado es
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completamente general y se aplica a transiciones de todo tipo. La caracteristica esencial que de-
termina que ocurra la transicion es tueuperficie u = u(p,T) se corte a si misma.

La regla de la palanca

Acabamos de ver que a lo largo de una isoterma, el volumen tiene una discontinuidad para la
presion correspondiente a una transicion de fase. Consideremos la isoterma de la Fig. 11.5, y su-
pongamos que la presion del sistema es exactamente la que corresponde a la transicion. En estas
condiciones el sistema se puede encontrar tanto en el estado D como en el O, o bien cierta frac-
cion del sistema puede estar en el estado D y el resto en el estado O. Por ejemplo, a0 °Cy 1 Atm
podemos tener el agua toda en la fase liquida o toda en la fase solida de hielo, o bien cualquier
fraccion de la misma en forma de hielo flotando en equilibrio en la fase liquida.

Si la fraccién Xp del sistema estd en la fase menos condensada, en equilibrio con la fraccion
Xo =1- Xp de la fase mas condensada, el volumen molar medio del sistema total es

\7T = XD\~/D + Xo\70 = \70 + XD(\7D - \70) (115)
p
0 S T_D

' ,"

! 1

o

LI

L

Yy

Vi
| | |

Vo vy Vb V(p)

Fig. 11.5. Regla de la palanca.
El estado de esta mezcla se suele representar, por convencion, mediante el punto 7 del segmento
OD de la isoterma fisica (ver Fig. 11.5). La relacion entre ese estado, que representa un sistema

de dos fases coexistentes, y las fracciones molares de cada una de las fases, se suele expresar por
medio de la regla de la palanca. En efecto, de

(Xp + Xo0)Vr = XpVp + XoVo (11.6)
resulta
Xo _ Vp -V (11.7)
Xp V-V
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Las cantidades Vp -V y Vg — Vg estan representadas, respectivamente, por los segmentos 7D y
OT de la Fig. 11.5. La regla de la palanca establece entonces que las fracciones molares de las
dos fases que coexisten en 7 estan en relacion inversa a las distancias de 7 a los puntos Oy D.

El calor latente de transicion

En una transicion de fase, ademas del cambio discontinuo del volumen molar, también ocurren
cambios discontinuos de la energia y la entropia molares. El cambio de la entropia se puede cal-
cular integrando la expresion

d§=(‘9—§) v (11.8)
N/t

a lo largo de la isoterma hipotética OMKFD (Fig. 11.1). En forma equivalente, usando la rela-
cion de Maxwell M3 (ec. 7.46) podemos escribir

~ ~ o~ J ~
ASp.0=Sp - = (ﬁ) ~dv (11.9)
OMKFD

La variacion de la energia molar estd asociada a un intercambio de calor entre el sistema y la
fuente que lo mantiene a la temperatura 7. El calor cedido por un mol de material que sufre la
transicion de D a O es simplemente

Ip—o = TASp .0 (11.10)

y se denomina calor latente molar de la transicion. En estas formulas, hemos usado el subscripto
D — O para indicar el sentido en que ocurre la transicion (en lo sucesivo lo omitiremos cuando
no pueda surgir confusion).

De acuerdo con el significado estadistico de la entropia como medida del desorden (que veremos
mas adelante), cabe esperar que la fase mas condensada tenga el valor mas pequeiio de la entro-
pia. Por consiguiente, puesto que en la Fig. 11.1 el punto O corresponde a la fase mas conden-
sada, tendremos que ED—>0 > 0. Para el agua pura a 0 °C la transicion liquido-solido ocurre a 1
Atm de presion; el calor latente de fusion /)jqigo—-sslido Vale entonces 80 cal/g (1440 cal/mol). A
la temperatura de 100 °C la transicion liquido-vapor ocurre también a 1 Atm, y el calor latente
de vaporizacion £\qpor siquido €8 de 540 cal/g (9720 cal/mol).

Cuando el sistema pasa de la fase pura O a la fase pura D a presion y temperatura fijas, absorbe
una cantidad de calor por mol dada por la (11.10) y sufre un cambio de volumen dado por

que esta asociado con un trabajo en el ambiente igual a PAVp_,q. Por lo tanto, la variacion de la
energia interna molar es

Alip_ o = Gip — i = (TAS - pAY)p_o (11.12)

99



11. Cambios de fase

Estados metaestables en una transicion de fase

Consideremos ahora el mecanismo fisico de la transicion de fase en un sistema de un compo-
nente. Supongamos que el sistema se encuentra inicialmente en el estado representado por el
punto 4 de la isoterma representada en la Fig. 11.1. Imaginemos que el sistema esta dentro de un
cilindro con un piston movil, y que aumentamos la presion lenta y continuamente, manteniendo
constante la temperatura por contacto diatérmico con una fuente a la temperatura 7. El punto que
representa el estado del sistema se desplaza entonces lentamente a lo largo de la isoterma hacia
el estado B y luego hacia el D. Como vimos, en D el sistema se descompone en dos fases, una de
las cuales permanece en el estado D y la otra adopta el estado O. El motivo por el cual ocurre
esta transicion es que, aunque estados tales como el £ de la Fig. 11.1 corresponden a un minimo
local de u, el estado Q corresponde a un minimo local mas bajo. Por lo tanto, el sistema que
evolucion6 hasta el estado D no continua hacia £ a lo largo de la rama superior de la isoterma
porque encuentra que existe el estado O, con la misma presion y temperatura que D pero mayor
densidad, que es preferible pues tiene menor u, y lo elige. Por lo tanto va de D a Oy de alli hasta
Q por la rama inferior de la isoterma.

No esta claro, sin embargo, como es que el sistema que ha llegado hasta el estado D descubre la
existencia del estado O, y sus posibles ventajas. No es dificil imaginar que el sistema en D, al
encontrar que u crece con la presion explora (por asi decir) el entorno de D, y regresa a D, que
es el minimo local de u. Pero cuesta més imaginar como hace el sistema para conocer que mu-
cho mas lejos, en O, existe un estado igualmente atractivo, o mas.

Para aclarar esta cuestion hace falta tomar el punto de vista de la Mecanica Estadistica. Como se
vera mas adelante, el estado de un sistema en equilibrio, considerado a nivel microscépico, no es
fijo e inmutable, sino que el sistema sufre continuamente fluctuaciones rapidas, debido a la agi-
tacion térmica de las moléculas que lo componen. Por medio de esta fluctuaciones, pequenias
porciones del sistema sondean y exploran continuamente otros estados. Mas especificamente,
considerando el sistema que ha llegado al estado macroscopico D, hay fluctuaciones locales de
densidad de un punto a otro (aunque la densidad media es siempre la que corresponde a D). Las
fluctuaciones mas pequenas son las mas probables, y las fluctuaciones grandes, como las que se
precisan para llevar una pequefia porcion del sistema al estado O, ocurren muy raramente. De
esta forma, el sistema puede permanecer por largo tiempo en D, hasta que eventualmente tiene
lugar una gran fluctuacion espontanea que lleva una porcion pequena del sistema hasta O. Pero
esta fluctuacion, a diferencia de las otras, no decae, porque la porcioén que ha llegado al estado O
encuentra que este nuevo estado es tan satisfactorio como el original. Esa porcion estable que se
queda en O constituye un nucleo para el crecimiento de la nueva fase. El estudio de la formacion
y el crecimiento de esos nucleos de fase es una rama importante de la Teoria Cinética moderna.
En la practica, un sistema que lleg6 al estado D no tiene que esperar que ocurra una fluctuacion
espontanea que lo lleve a O. Lo mas frecuente es que haya fluctuaciones inducidas por meca-
nismos externos. Por ejemplo, una sacudida o un golpe aplicado al sistema produce ondas acus-
ticas, con regiones de condensacion y rarefaccion; las regiones de condensacion pueden facilitar
que el sistema llegue al estado O y se formen nucleos de condensacion.

Sin embargo, si se comprime muy lentamente el sistema y se toman precauciones para evitar
perturbaciones externas, el sistema puede permanecer por un tiempo muy largo en D antes que
se forme un nticleo de la fase O. De hecho es posible, procediendo con cuidado, llevar el sistema
a lo largo de la rama superior de la isoterma mas alla de D, hasta puntos como E. En principio,
deberia ser posible, procediendo con suficiente cuidado, llevarlo hasta (casi) el punto F. La por-
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11. Cambios de fase

cion DEF de la isoterma corresponde entonces a estados metaestables del sistema. Del mismo
modo, también la parte ONM de la isoterma de la Fig. 11.1 corresponde a estados metaestables
que se pueden alcanzar desde O procediendo con precauciones adecuadas'. En cambio, el seg-
mento intermedio MKF viola los criterios de estabilidad intrinseca y corresponde a estados
inestables: por muchas precauciones que se tomen, es imposible conseguir que el sistema adopte
el estado homogéneo correspondiente a un punto de ese segmento.

Un ejemplo de estado metaestable es el agua sobreenfriada. Es agua que se ha enfriado por de-
bajo de 0 °C a 1 Atm de presion. Basta un ligero golpe al recipiente que contiene agua en esas
condiciones para que ocurra una repentina solidificacion de la misma.

La existencia de estados metaestables es importante en la Fisica de la Atmosfera, en relacion con
la condensacion del vapor de agua. También ha dado lugar a interesantes aplicaciones. Una de
ellas es la camara de niebla, un detector de radiaciones desarrollado por Charles T. R. Wilson
entre 1896 y 1912, que jugd un rol muy importante en la Fisica Nuclear y de Altas Energias. En
la camara de niebla se produce un vapor sobresaturado gracias al enfriamiento provocado por
una brusca expansion del vapor saturado contenido en la misma. La expansion se produce me-
diante el movimiento de un piston o de una membrana elastica, y el proceso se debe repetir cada
vez que se usa el detector. El vapor sobresaturado asi obtenido se condensa en gotas liquidas al-
rededor de los iones producidos por el paso de particulas cargadas de alta energia (como parti-
culas a, f3, protones, etc.). De esa forma se revela la presencia de las particulas y se determina su
trayectoria. Posteriormente, en 1952, Donald A. Glaser desarrolld la camara de burbujas, otro
detector de particulas cuya operacion se basa en un principio similar a la cdmara de niebla, pero
que usa un liquido sobrecalentado. El medio se vaporiza en mintisculas burbujas alrededor de los
iones producidos a lo largo de las trayectorias de las particulas subatomicas. Debido a que la
densidad del medio de deteccion (generalmente hidrogeno o deuterio liquido) es relativamente
alta, la camara de burbujas permite observar mejor los procesos de interaccion entre particulas
de alta energia.

Coexistencia de fases

Una fase es una parte homogénea de un sistema, limitada por superficies a través de las cuales
las propiedades cambian en forma discontinua. En general cada fase puede contener varias com-
ponentes (varias especies diferentes de moléculas o iones). Por ejemplo una fase gaseosa puede
consistir de una mezcla de gases, y una fase liquida puede ser una solucion. En esos casos para
especificar las propiedades de la fase se deben especificar las concentraciones de sus diferentes
componentes. Entonces, existe la posibilidad de transferencia de materia entre fases diferentes y
también de reacciones quimicas.

Cuando estan presentes varias fases se puede considerar que cada una de ellas es un sistema
abierto, y en conjunto forman un sistema compuesto. Por lo tanto todo lo que hemos visto en el
Capitulo 8 cuando estudiamos el equilibrio de un sistema compuesto se puede aplicar en el pre-
sente caso. El limite entre las fases no establece ninguna restriccién y entonces se lo puede ana-
lizar con los métodos apropiados para limites no restrictivos,

Cuando varias fases estan en equilibrio se deben satisfacen ciertas condiciones para que no haya
transferencia de masa. Estas condiciones las obtuvimos en el Capitulo 8 donde vimos que para

" Es incluso posible llegar a estados metaestables de liquidos cuya presiéon es negativa (correspondientes a

isotermas que cruzan la linea p = 0, como la que se ha dibujado en la Fig. 10.2).
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11. Cambios de fase

que no haya transferencia de masa de un componente determinado j (j =1,---,r) entre dos fases
1 y 2 se debe cumplir (ec. (8.22)) que los potenciales quimicos de la sustancia j en las dos fases
deben ser iguales

Uj1= 12 (11.13)

Recordamos que el potencial quimico de la componente j en la fase i (i =1,2) se define (ec.
(8.21)) como

AR %)
= on
I BV gD agie My

(11.14)
(G (TP )
B an;

i
J LI RN TR TN B

En general, como se ve de esta definicidn, el potencial quimico de una determinada especie de-
pende de las demas especies presentes en el sistema.

Equilibrio de fases en sistemas de un solo componente

Para comenzar por lo mas simple estudiaremos sistemas de un solo componente. Tales sistemas
pueden existir en varias fases, que pueden ser gaseosas, liquidas y varias formas cristalinas. En-
tre estas diferentes fases puede haber transferencia de materia (por ejemplo, en una mezcla de
agua y hielo, parte del hielo, o todo €I, se puede fundir).
P En el equilibrio la temperatura y la presion
son iguales en ambas fases. Ademas, la
condicion de equilibrio respecto de la
transferencia de masa es en este caso

9<% = (11.15)

>
9-9 Como en cada fase hay un solo compo-

A nente, G;(T, p,n;) es proporcional a n;:

Te

G(T,p,n) =nG(T,p) (11.16)

donde
0,=9,

mim=%QU$m (11.17)
T

: ] : . 1 dient ion de Gibb
Fig. 11.6. Linea de coexistencia sobre la cual g & correspondien ¢ funcion de Gibbs

fases 1 y 2 estan en equilibrio. Esta linea egig/ar- De las ecs. (11.14) y (11.16) se
determinada por la condiciog;=g, y separa desprende que

regiones en las que las fases 1y 2, respectivamente,
son las fases estables. ui =G (T,p) (11.18)
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11. Cambios de fase

es decir, el potencial quimico es simplemente la funcion de Gibbs molar. Por lo tanto, la condi-
cion de equilibrio (11.15) se puede escribir también como

G (T, p) = G(T, p) (11.19)

Esto es, las funciones de Gibbs molares para las dos fases deben ser iguales. Se debe notar, sin
embargo, que la (11.19) es menos general que la (11.14) o la (11.15), pues vale solamente para
sistemas de un solo componente.

Corresponde hacer una aclaracion. Hemos supuesto que el sistema se encuentra a una presion
uniforme. Esto sera cierto en el equilibrio siempre y cuando no tengamos en cuenta efectos de
superficie. Por ejemplo, si se consideran gotas de un liquido suspendidas en su vapor, los efectos
de la tension superficial son importantes si las gotas son pequenias, y las presiones dentro y fuera
de las mismas no son iguales. Veremos mas adelante las consecuencias de esto.

Linea de coexistencia

La condicion (11.19) define una linea en el plano (7, p) denominada linea de coexistencia o
linea de equilibrio de fases (ver Fig. 11.6). En todo punto de la linea de coexistencia los po-
tenciales quimicos de las dos fases son iguales, pero difieren en puntos fuera de esa linea.
Hemos indicado con 1 y 2 las regiones donde ¢ (T,p) <8 (T,p) y G (T,p) < (T, p), respecti-
vamente. La funcion de Gibbs del sistema es

G =y (T, p) + NG (T, p) (11.20)

donde nm; +n, =n. Para un punto como 4
(ver Fig. 11.6), donde §; < @y, la funcion de
Gibbs es minima si toda la sustancia esta en
\ la fase 1, estoes =N, N, =0y G=ng,.

De modo semejante, para un punto como B

1. Solido 2. Liquido donde @, < @, la funcion de Gibbs es mi-
PC nima si toda la sustancia esta en la fase 2,

‘ esto es =0, no=ny G=ng,. Por lo
K tanto, la linea de coexistencia divide al plano
gzj{)\lli?nda?:i an ,," \ (T, p) en regiones donde una u otra de las fa-
- curvadepresion  ses es el estado de equilibrio estable. Solo
A de vapor sobre la curva de coexistencia (donde
g 0, = 0y, y entonces G = ng; independiente-
3. Vapor mente de N, y N, = n-ry) ambas fases pue-

den coexistir en equilibrio. Si las dos fases

curvade fusion

son liquido y vapor, la linea de coexistencia

se llama curva de presion de vapor; si son
Fig. 11.7. Diagramade fases deun sistemadeun  sélido y vapor, se llama curva de sublima-
solo componente que posee un solo punto triple. cién, y si son sélido y liquido, curva de fu-
sion. Vemos entonces que para que puedan coexistir dos fases en un sistema de un componente,
no se pueden elegir la temperatura y la presion arbitrariamente: dada la temperatura, queda de-
terminada la presion, y viceversa. Por ejemplo, el vapor de agua en equilibrio con agua a 100 "C

tiene siempre la presion de 1 Atm.
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Punto triple

Consideremos ahora el equilibrio de tres fases diferentes 1, 2, 3 (por ejemplo s6lido, liquido y
vapor) de un sistema de un solo componente. Puesto que el equilibrio entre las tres fases requiere
que cualquier pareja de ellas esté en equilibrio, encontramos las condiciones

G(T, p) = G(T, p) = G(T. P) (11.21)

Las ecs. (11.20) determinan la interseccion de las tres lineas de coexistencia ¢ (T, p) = 8,(T,p),
Go(T,p)=03(T,p) y 6(T,p)=05(T,p) (ver la Fig. 11.7). Esta interseccion define un punto en
el plano (7, p) que se llama punto triple (PT en la figura).

La Fig. (11.7) se denomina diagrama de fases del sistema. En general, el diagrama de fases (in-
cluso para un sistema de un solo componente) es mucho mas complicado que el que representa-
mos en nuestra figura, pues es comun que una sustancia presente varias fases cristalinas, de ma-
nera que puede haber varios puntos triples. El punto triple que mostramos en la Fig. (11.7) es la
interseccion de tres curvas de equilibrio de fases: la de presion de vapor, la de sublimacion y la
de fusion. En el punto triple las tres fases estan en equilibrio entre si. El punto triple del agua,
por ejemplo, ocurre a p=4.58mmdeHg y T = 0.01°C. Debido a que el hielo, el agua y el va-
por de agua coexisten a una unica temperatura, se usa el punto triple del agua como el punto fijo
de la escala de temperatura absoluta.

P Puesto que las (11.20) son dos ecuaciones
curva de coexistencia con dos incognitas, es evidente que e/ nu-
mero mdximo de fases que pueden coexistir
en un sistema de un solo componente es
tres. Por otra parte una sustancia pura puede
existir en mas de una forma alotrdpica, y
entonces tiene varios puntos triples.
Volviendo a la Fig. 11.7, vemos que las tres
curvas de equilibrio de fases dividen al
plano (7, p) en tres regiones en las cuales la
fase solida, la liquida y la gaseosa son los
estados estables (pues tienen el potencial

quimico mas bajo). En cada una de estas re-
giones, ademas de los estados de equilibrio

T estable, existen estados metaestables que
bajo condiciones apropiadas subsisten por

: L. tiempos bastante largos, como hemos visto.
Fig. 11.8. Dos puntos préximos de la curva de

coexistencia. Por ejemplo puede existir vapor sobresatu-

rado en la region 2 de la Fig. (11.7), por en-
cima de la presion de saturacion del vapor. De modo semejante, puede haber liquidos sobreen-
friados en la region 1, o liquidos sobrecalentados en la region 3. En estos casos la persistencia
del estado metaestable depende de la ausencia de ntcleos que puedan iniciar la condensacion o
de otras perturbaciones.
En la Fig. (11.7) mostramos también el punto critico, donde termina la curva de presion de va-
por. Ya habiamos mencionado este punto al discutir el comportamiento de los gases reales (Ca-
pitulo 10), y mas adelante volveremos sobre el tema.
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La ecuacion de Clausius-Clapeyron

La ecuacion de Clausius-Clapeyron es la ecuacion diferencial de la curva de coexistencia. Dicha
ecuacion determina la pendiente de la curva de coexistencia en funcion del calor latente y de la
discontinuidad del volumen asociados con el cambio de fase.

Consideremos dos puntos 4 y B sobre una curva de coexistencia (ver Fig. 11.8). El equilibrio de
las fases requiere que en dichos puntos

w(A) = uy(A) (11.22)
y
wi(B) = uy(B) (11.23)
Si restamos (11.22) de (11,11) resulta
w1 (B) = 11 (A) = uz(B) - ux(A) (11.24)
Si A y B son muy proximos entre si:
i (B) = iy (A) = -§dT + \dp (11.25)
y
u2(B) = up(A) = -S,dT + Vpdp (11.26)

Aqui §;,5, son las entropias molares y V;,V, los volimenes molares correspondientes a cada una
de las fases. Introduciendo ahora las (11.25) y (11.26) en la (11.24) encontramos la ecuacion di-
ferencial de la curva de coexistencia:

Y23 o (11.27)
dT W% -y AV TAV

Esta expresion es la ecuacion de Clausius-Clapeyron. En la misma AS, AR y AV son las disconti-
nuidades de la entropia, la entalpia y el volumen molares correspondientes al cambio de fase. Un
cambio de fase s6lido — vapor, so6lido — liquido o liquido — vapor esta siempre asociado con
un aumento de la entalpia, de modo que AR es siempre positivo. Dicho aumento AN =7 es el
calor latente molar (de sublimacion, fusion o vaporizacion, segun corresponda). En cuanto al
signo de AV, para la mayoria de las sustancias los mencionados cambios de fase estan acompa-
fiados por un aumento de volumen, de modo que generalmente AV es positivo. Sin embargo, hay
algunas sustancias para las cuales la fusion estd acompafiada por una disminucion del volumen
(esto es, el liquido es mas denso que el sé6lido). Si AV es positivo, vemos de la (11.26) que
dp/dT es positivo, esto es, si se incrementa la presion, la temperatura de coexistencia aumenta
(por ejemplo, el punto de ebullicion del agua aumenta con la presion). Esto no es cierto, en cam-
bio, para la fusion del hielo; el volumen especifico del agua (a presiones ordinarias) es menor
que el volumen especifico del hielo a la misma presion y temperatura. Por lo tanto AV es nega-
tivo para la transicion hielo — agua, y el punto de congelacion del agua desciende si se aumenta
la presion.
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11. Cambios de fase

Es interesante observar que la ecuacioén de Clausius-Clapeyron se podria haber obtenido direc-
tamente a partir de la tercera relacion de Maxwell (ec. (7.46)):

(=),-(2)

Sobre la curva de coexistencia la presion no depende del volumen y es funcion de la temperatura
solamente. Por lo tanto el segundo miembro de la (11.28) es (dp/dT).oe ¥ €l primer miembro
es AS/ AV (o bien AH/TAV).

Aplicaciones de la ecuacion de Clausius-Clapeyron

Dependencia del punto de fusién con la presion

Dijimos antes que el punto de congelacion del agua disminuye con la presion. Veamos la mag-

nitud de este efecto. El calor latente molar de fusién del agua es de aproximadamente

6.02 x 1010 erg/mol, el volumen molar del hielo a 273 °K es de 19.6 cm’/mol y el del agua a la

misma temperatura es de 18.0 cm®/mol. Reemplazando estos valores en la ecuacion de Clausius-

Clapeyron resulta (recordando que 1 bar = 10° dinas/cm” y 1 Atm = 1.01325 bar):
dp  6.02x10% bar Atm

- =138 = 1362
dT  273x(18.0-19.6) K K

(11.29)

Este resultado indica que el efecto es pequefio: para reducir en 1 °K la temperatura de fusion del
hielo la presion tiene que aumentar en 136 Atm.

Es el descenso del punto de fusion del hielo por efecto de la presion lo que permite el movi-
miento de los glaciares. Las partes mas profundas de un glaciar se pueden fundir bajo el peso del
hielo que tienen encima y esto permite que fluyan. De esta manera el hielo que esta en contacto
con alguna roca del lecho del glaciar puede fluir alrededor de la roca. De modo semejante,
cuando se patina sobre hielo, la fusion del hielo que esta en contacto con el patin produce una
lubricacion que facilita que éste de deslice.

Dependencia del punto de ebullicién con la presion

Puesto que AV es siempre positivo en la transformacion liquido — vapor, si se aumenta la pre-
sion sobre un liquido el punto de ebullicion asciende siempre. Consideraremos otra vez el caso
del agua. El calor latente especifico de vaporizacion del agua es de 2.257 x 101° erg/g, el volu-
men especifico del agua a 373 K y 1 atm es de 1.043 cm’/g y el del vapor a la misma tempera-
tura y presion es de 1.673x 103 cm’/g. Introduciendo estos valores en la ecuacion de Clausius-
Clapeyron resulta:

10 -
dp  2257x10 _362x10% dinas o7 MM Hg

dT  373x1.762x 103 cm?°K °K

(11.30)

La presion atmosférica al nivel del mar es (aproximadamente) 1 Atm = 1.0132 x 108 dinas/cm?.
A 8 km de altura la presion es aproximadamente 3.6 x 10° dinas/cm®. Luego Ap = — 6.5x10°
dinas/cm” y resulta AT = -18°C, es decir, a esa altura el agua hierve a poco mas de 80 °C. Se
puede apreciar que el efecto es importante y relativamente facil de observar.
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La curva de presion de vapor

Para obtener la curva de presion de vapor hay que integrar la ecuacion de Clausius-Clapeyron,
en general en forma numérica. Solo haciendo simplificaciones bastante groseras la curva se
puede calcular analiticamente. En primer lugar podemos despreciar el volumen del liquido en
comparacion con el del vapor (pues V; << V,) y poner AV =V, (para agua cerca del punto de
ebullicion esto introduce un error menor del 0.1%). En segundo lugar supondremos que el vapor
se comporta como un gas ideal, esto es pV, = RT. Sustituyendo en la (11.27) resulta:

d /
—In(p) = —
dT (P) RT?

(11.31)

Para agua en el punto normal de ebullicion, esta formula da dp/dT = 3.56 x 10* dinas/cm?°K ,
que difiere en un 2% del valor exacto (11.30). Si se supone que el calor latente de vaporizacion
/,, se mantiene constante, la ec. (11.31) se puede integrar y resulta:

ZV
p = cte. x e RT (11.32)

La formula (11.32) s6lo se puede usar sobre intervalos pequefios de temperatura. Sobre inter-
valos considerables de T los errores de la (11.32) se hacen grandes debido a que el calor latente
de vaporizacion varia de manera muy apreciable. En particular, Ev se anula a la temperatura cri-
tica (para el agua Te = 647.31°K).

Remitiéndonos a la Fig. 10.1, las dos fases coexisten en el intervalo horizontal (V = const) de
las isotermas correspondientes a T < T. Supongamos que ese diagrama corresponde a 1 mol de
fluido. En un punto intermedio de ese intervalo hay una fraccion « del fluido en la fase liquida y
una fraccion 1- a en la fase vapor, y el volumen del fluido es

V = dViquigo + (1= @) Vyapor (11.33)

El extremo derecho del tramo horizontal corresponde a tener todo el fluido en el estado de vapor
saturado (o = 0) y entonces

V = Wapor (11.34)
En el extremo izquierdo del tramo todo el vapor se ha condensado (a =1) y tendremos
V = Viquido (11.35)

Por lo tanto la linea de trazos de la Fig. 10.1 representa los volumenes molares de las dos fases,
en funcion de la presion, y tiene una forma semejante a la Fig. 11.11 en la que se representan los
volumenes molares en funcion de la temperatura.

El punto critico

La curva de presion de vapor termina abruptamente en el punto critico (marcado PC en la Fig.
11.7). Vamos a analizar ahora el significado fisico de este punto.

A medida que se sigue la curva de presion de vapor hacia el punto critico (ver Fig. 11.9) el calor
latente de vaporizacion Ev y el cambio de volumen AV decrecen y finalmente se anulan en el
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Fig. 11.9. La curva de presion de vapor y e punto
critico. La trayectoria de trazos indica una
transformacién de vapor a liquido sin transicion de
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Fig. 11.10. Dependencia con la
temperatura del calor latente de
vaporizacion del agua.

11. Cambios de fase

punto critico. En la Fig. 11.10 mostra-
mos el comportamiento del calor latente
de vaporizacion del agua y en la Fig.
11.11 el comportamiento tipico de los
volimenes molares de un liquido y su
vapor en equilibrio como funcién de la
temperatura: se ve que a la temperatura
critica los volumenes molares del li-
quido y su vapor se hacen iguales (ver
también la Fig. 10.1 donde se representa
la ecuacion de estado de un gas real). A
temperaturas inferiores a la temperatura
critica el fluido puede coexistir en dos
estados con volumenes molares
diferentes: la fase liquida con
Viiquido <Vc 'y la fase vapor con
Vyapor < V- A la temperatura critica Te
ambos volimenes molares se hacen
iguales a V. Si la temperatura es supe-
rior a Tc la sustancia existe en una sola
fase fluida.

vapor

PC

liquido

T T

Fig. 11.11. Dependencia con la tem-
peratura del volumen especifico de un
liquido en equilibrio con su vapor.

Experimentalmente se encuentra que la isoterma critica de una sustancia tiene un punto de infle-

x10n en el cual
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2
(@) =(_07 2) _0 (11.36)
Ny, V)

y donde ademas se anulan también derivadas de orden superior, en contraste con lo que predice
la ecuacion de van der Waals. Por este motivo, en el entorno del punto critico una sustancia pre-
senta propiedades peculiares, y es muy dificil dar una descripcion adecuada de las mismas.

En el punto critico la compresibilidad isotérmica Ky es infinita. Por lo tanto, las fluctuaciones
de densidad pequefias no inducen fuerzas de recuperacion, y pueden crecer hasta hacerse muy
grandes. Debido a las grandes fluctuaciones de densidad que ocurren en un fluido en las proxi-
midades del punto critico, un haz de luz que atraviesa el fluido se dispersa fuertemente, lo cual
confiere al medio un aspecto opalescente. Este fenomeno se denomina opalescencia critica y
desempefio un rol importante en el desarrollo de la teoria de las fluctuaciones termodinamicas.
Surge natural preguntarse si existe también un punto critico sobre la curva de fusion. La eviden-
cia experimental parece indicar que no. Esta conclusion se apoya en un argumento tedrico (que
sin embargo no goza de aceptacion general). La diferencia fundamental entre los solidos
cristalinos y los liquidos, es que los primeros tienen una estructura geométrica en la cual hay
direcciones preferidas, mientras que los liquidos son isotropos. Ahora bien, o un sistema posee
ciertas simetrias geométricas, o no las posee. No es posible una transicién continua entre un
estado de cosas y el otro. Pero la existencia de un punto critico implica que tales transiciones
continuas pueden ocurrir, pues a medida que nos aproximamos a ¢l a lo largo de la curva de
coexistencia, las propiedades de las dos fases se hacen cada vez mas semejantes, hasta que
coinciden en el punto critico. Como no parece posible tal transicion continua entre una fase con
simetrias y otra que no las tiene, no deberia existir un punto critico sobre la curva de fusion”.

Efecto de la presion externa sobre la presion de vapor

Se ha observado que cuando un liquido esta sometido a una fuerte presion externa, la presion de
vapor aumenta. La presion externa sobre el liquido se puede ejercer empleando un gas inerte. En
la préctica esto significa que, en primera aproximacion, solo la fase liquida esta experimentando
la presion, mientras que el vapor no la experimenta. Esta situacion se puede idealizar como se
muestra en la Fig. 11.12, donde las dos fases 1 y 2 estan separadas por una membrana que es
permeable para la fase 2 pero no para la fase 1.

Para encontrar el efecto sobre p, de una variacion dp; de p; usaremos la relacion

Puesto que la temperatura es constante, tendremos
dus =[Wdpy ,  duy =[¥odp, (11.38)

Sustituyendo estas expresiones en (11.37), obtenemos

? Este argumento es cuestionable. En efecto, en los liquidos existen grupos de moléculas que tienen estructuras
ordenadas; por otra parte, salvo que se trate de monocristales, las estructuras simétricas de los sélidos no se
extienden a todo el material, sino que éste estd compuesto por un conjunto de granos cristalinos orientados mas o

menos aleatoriamente. Por lo tanto no es impensable una transicién continua entre ambos.
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Vidp, =[¥,dp, (11.39)
de donde resulta
do Y% _pa (11.40)
do v oy

donde p es la densidad. Esta ecuacion se conoce como la relacion de Poynting.
T =cte. En el caso que la fase 2 sea un vapor
y la fase 1 un liquido o un so6lido, la

[ — p, (11.40) se puede integrar en forma
aproximada, suponiendo que el vapor

\ se comporta como un gas ideal, y que

la densidad de la fase condensada no

permeable solo alafase 2 es afectada por la presion. Suponemos

entonces V, = RT/p, con lo cual la

Fig. 11.12. Diagrama para obtener larelacion de (11.40) se escribe

Poynting.
RTdInp, =wdp,  (11.41)

Si ahora suponemos V; = cte. podemos integrar esta ecuacion y obtener la ecuacion de Gibbs:

RTIn== =% (p; - p) (11.42)

AAIRS1

En el caso de un liquido sometido a una presion externa, p, es la presion de vapor normal a la
temperatura 7 (y en este caso p; = P,), y P; es la presion de vapor cuando la fase condensada
esta sometida a una presion externa py.

Estos resultados son importantes para el equilibrio de aerosoles, esto es, sistemas heterogéneos
constituidos por gotas liquidas dispersas en un medio gaseoso. Debido a la tension superficial el
liquido dentro de una gota estd sometido a una presion de superficie que es inversamente pro-
porcional al radio de la gota y que se suma a la presion del medio gaseoso que la rodea. En este
caso, entonces, la tension superficial es el agente que provee la presion externa. Debido a que
esta presion externa depende del radio de la gota, las gotas de diferente tamafio no estan en
equilibrio y las mas grandes (cuya presion de vapor es menor) tienden a crecer a expensas de las
mas pequeas (que tienen una presion de vapor mayor) como veremos en el Capitulo 15.

La regla de las fases de Gibbs para sistemas de muchos componentes

En un sistema de muchos componentes los respectivos numeros de moles se encuentran gene-
ralmente en proporciones diferentes en cada fase, por lo que las fases difieren no so6lo en su
forma cristalina o su estado de agregacion, sino también en su composicion. Por ejemplo, si se
lleva a la ebullicidon una solucion de sal en agua, ocurre un cambio de fase en el cual la fase ga-
seosa es agua casi pura, mientras que la fase liquida coexistente contiene ambos componentes.
La diferencia de composicion entre las dos fases es en este caso la base de la purificacion por
destilacion.
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El problema de como tratar la coexistencia de fases en un sistema de varios componentes es en
realidad simple. Basta considerar cada fase como un sistema simple diferente, y el sistema dado
como un sistema compuesto. Los limites entre las fases no imponen restricciones y se analizan
con los métodos apropiados para limites no restrictivos. Esto es, pediremos que haya equilibrio
respecto de la temperatura, la presion y el intercambio de materia entre las fases coexistentes.
Por ejemplo, consideremos un recipiente mantenido a la temperatura 7'y la presion p y que con-
tiene una mezcla de dos componentes.

Supongamos que se observa que el sistema contiene dos fases, una solida y una liquida. Quere-
mos encontrar la composicioén de cada una de ellas.

El potencial quimico del primer componente en la fase liquida es ,u{L)(T, o] X{L)) y en la fase
solida es ,u{s) (T, p, X}S)) donde Xi"'s) es la fraccion molar del primer componente:

L,S)

(
(LS _ nl—
R A (0 (11.43)

La condicion de equilibrio respecto de la transferencia de masa del primer componente de una
fase a otra es

wD (T, p XYy = 19T, p, %) (11.44)

De manera semejante el potencial quimico del segundo componente en la fase liquida es
,ug‘)(T, o] X{L)) y en la fase solida es ,ugs) (T, p, X}S)) donde hemos escrito estos potenciales en
funcion de x{- en vez de x{-), puesto que en cada una de las fases ¥ + X, = 1. Asi obtene-

mos una segunda ecuacion:

WS (T, p, ) = w1, p ) (11.45)

En consecuencia, dados T'y p, el sistema (11.44), (11.45) nos permite determinar x}") y X}S).
Supongamos ahora que observamos tres fases coexistentes en nuestro sistema de dos compo-
nentes, que designamos I, II y III. Tendremos dos ecuaciones para el primer componente:

w (Topoxg) = ' (Topoxg') = ' (T, pog" (11.46)

y un par de ecuaciones semejantes para el segundo componente. En total tenemos entonces cua-
tro ecuaciones y solo tres variables de composicion: X1, Xl” y Xl”' . Esto significa que no tene-
mos la libertad de especificar a priori tanto 7 como p: si especificamos 7, las cuatro ecuaciones

determinaran p, x{, x{' y x{"

. Es posible entonces especificar arbitrariamente una temperatura
y una presion y encontrar un estado de dos fases, pero si se especifica la temperatura, un estado
de tres fases puede existir solamente para un valor particular de la presion.

En el mismo sistema, nos podemos preguntar si es posible que exista un estado en el cual coe-
xistan cuatro fases. De forma andloga a la (11.46) tendremos ahora tres ecuaciones para el pri-

mer componente y otras tres para el segundo. Por lo tanto tenemos ahora seis ecuaciones para 7,

I TIT
P, X1, X, X

para una temperatura y una presion unicas. Ni la presion ni la temperatura se pueden elegir arbi-
trariamente: son propiedades intrinsecas del sistema.

y Xllv. Esto significa que podemos tener cuatro fases coexistentes, pero sélo
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Es evidente que en un sistema de dos componentes no pueden coexistir cinco fases, porque las
ocho ecuaciones que resultan sobredeterminan las siete variables 7, p, x{, x{', x"', x{V'y x’ y
en general no hay solucion.

Es facil repetir el recuento anterior de variables y ecuaciones para un sistema multicomponente y

polifasico.
En un sistema con » componentes, los potenciales quimicos en la fase / son funciones de las va-
riables 7, p, Xll, e Xrl—l; los potenciales quimicos de la fase II son funciones de 7, p, Xl” Y ey

Xr“-1= y asi sucesivamente. Luego, si tenemos m fases el conjunto completo de variables inde-

pendientes esta constituido por 7, p y m(r —1) fracciones molares: en total 2+ m(r —1) varia-
bles. Por otra parte existen m-1 ecuaciones de igualdad de los potenciales quimicos para cada
componente, o sea en total r(m-1) ecuaciones. Por lo tanto, el numero f de variables que po-
demos asignar arbitrariamente es [2 + mM(r —1)] - [r(m-1)], esto es

f=r-m+2 (11.47)

Este resultado se puede enunciar del modo siguiente:

Regla de las fases de Gibbs’:
en un sistema con » componentes y m fases coexistentes es posible fijar arbitrariamente los

valores de f =r-m+2 variables del conjunto [T, p,Xll,Xé,---,le] o del conjunto

[T, P g, gy e ]

El namero f'se puede interpretar también como el numero de grados de libertad termodindmicos
(que ya introdujimos al estudiar la relacién de Gibbs-Duhem), definidos como el nimero de pa-
rametros intensivos capaces de variacion independiente. Para justificar esta interpretacion po-
demos calcular directamente el numero de grados de libertad termodindmicos y comprobar que
ese numero esta de acuerdo con la ec. (11.47). En efecto, existen I + 2 parametros intensivos,
pero entre ellos hay m relaciones de Gibbs-Duhem (una para cada fase) y en consecuencia
f=r-m+2.

Transiciones de fase de orden superior

En las transformaciones de fase del primer orden que estudiamos hasta aqui, la entropia, el vo-
lumen y otros parametros molares sufren cambios discontinuos. La discontinuidad de la entropia
da lugar al calor latente de transicion. Este no es el tinico tipo de transicion que se observa, pues
en la naturaleza ocurren transiciones de fase de orden superior, en las cuales los parametros mo-
lares son continuos, pero sus derivadas (es decir, magnitudes como Cj, a y Ky) son disconti-
nuas. No trataremos aqui en detalle el tema de las transiciones de fase de orden superior, sino
que nos limitaremos a presentar algunos comentarios de caracter general.

Un primer intento de clasificacion de las transiciones de fase fue dado por Ehrenfest. De acuerdo
con ese esquema, en una transicion de fase del primer orden § es continua, pero sus derivadas

’ La Regla de las Fases fue deducida por Gibbs en 1875 a partir de una teoria general del equilibrio de sistemas
heterogéneos que el mismo publicd en una modesta revista (Transactions of the Connecticut Academy). El trabajo
original, On the Equilibrium of Heterogeneous Substances, es de fundamental importancia. Tiene casi 300 paginas y
no se limita a considerar sélo los efectos quimicos, sino que incluye también los producidos por la gravedad, la

capilaridad y las deformaciones no homogéneas.
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primeras §=~(d9/dT), y V=—(d§/dp)y son discontinuas; en una transicion de fase del se-
gundo orden @, Sy V son continuas, pero las derivadas segundas de § (esencialmente Cp, ap
y Ky) son discontinuas, y asi sucesivamente para las transiciones de orden superior al segundo.
Al proponer esta clasificacion, Ehrenfest tenia en mente discontinuidades finitas, esto es, saltos
de las derivadas segundas de §, analogos a los saltos finitos del volumen molar y la entropia
molar que ocurren en las transiciones de fase del primer orden. Sin embargo, este tipo simple de
transiciones de fase de orden superior es muy raro. Actualmente se cree que la aparicion de su-
perconductividad para campo magnético nulo es la unica transicion de fase de segundo orden en
la cual las derivadas de § tienen un salto finito. En los demas casos conocidos de transiciones de
orden superior, las discontinuidades de las derivadas de § son infinitas. Asi ocurre, por ejemplo,
en la transicion del segundo orden que marca el comienzo de una disposicion idnica ordenada en
una aleacion, en la cual C, se hace infinitamente grande a la temperatura de transicion.

Una teoria de estas ultimas transiciones fue desarrollada por Laszlo Tisza para estudiar la “linea
A” que marca la transicion entre las fases normal (helio I) y superfluida (helio II) del *He, en la
cual C, diverge. La idea basica de esta teoria es que una transicion de fase del segundo orden
ocurre cuando el sistema atraviesa una region critica. Una region critica es analoga al punto cri-
tico que ya estudiamos en relacion con la coexistencia liquido-vapor para un sistema de un com-
ponente, alli también aparecen discontinuidades infinitas en las derivadas de §. Observando la
Fig. 11.9 vemos que a lo largo de la linea de coexistencia de fases no se satisfacen los criterios
de estabilidad, que si se satisfacen mas alla del punto critico. El punto critico marca pues la
frontera entre la estabilidad definida y la inestabilidad definida. De manera analoga, una transi-
cion de fase de segundo orden se puede considerar como la manifestacion de una inestabilidad
incipiente.

En un sistema de un unico componente, la transicion que ocurre en el punto critico tiene lugar
para un unico juego de valores de la presion y la temperatura, es decir, en un dominio de dimen-
sion nula en el plano (p, 7). Pero en un sistema de varias componentes pueden existir regiones
criticas multidimensionales que se observan facilmente. De hecho, de acuerdo con la Regla de
las Fases, un sistema de dos fases y » componentes tiene » grados de libertad. Por lo tanto en ese
caso el limite de la region de dos fases tiene r — 1 grados de libertad. El limite de la region de
dos fases es una region critica, luego las regiones criticas tienen r —1 dimensiones.

Los criterios de estabilidad que estudiamos en el Capitulo 9 surgen de pedir que la forma cua-
dréatica que expresa el diferencial segundo de la energia interna molar d2€ sea definida positiva
para todo desplazamiento infinitesimal desde el estado de equilibrio. En un sistema inestable,
d?@ puede ser negativo para algiin desplazamiento desde el equilibrio. La frontera entre la esta-
bilidad y la inestabilidad ocurre entonces cuando d?& es semidefinido positivo, esto es, cuando
para cualquier desplazamiento infinitesimal la correspondiente forma cuadratica es positiva o
nula, pero nunca negativa. Para investigar las transiciones de fase de segundo orden es preciso
entonces estudiar las condiciones matematicas bajo las cuales la forma cuadratica que expresa
d?@ en el entorno de la region critica es semidefinida positiva.

El lector puede encontrar mas detalles acerca de estos temas en los libros siguientes: H. B.
Callen, Termodinamica, L. D. Landau, E. M. Lifschitz y L. P. Pitaevskii, Statistical Physicsy
M. W. Zemansky y R. H. Dittman, Calor y Termodindamica.
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12. TERMODINAMICA DE SOLUCIONES

Estudiaremos ahora algunas propiedades termodinamicas de soluciones y mezclas de gases. Es
bien sabido que si disolvemos azucar en agua, las propiedades de la solucion difieren de las del
agua pura en muchos aspectos importantes. Entre ellos se encuentra que hierve a una tempera-
tura mayor y se congela a una temperatura menor. Si separamos la solucioén del agua pura por
medio de una membrana semipermeable, es decir impermeable al azucar y permeable al agua,
para tener ambos liquidos en equilibrio es preciso que las presiones sobre los mismos sean con-
siderablemente diferentes; esta diferencia de presion (llamada presion osmotica) es de gran im-
portancia en los procesos bioldgicos. Lo que haremos ahora es usar la Termodindmica para rela-
cionar esas propiedades de las soluciones con otras propiedades como la presion de vapor.

Para comenzar recordaremos algunas propiedades de la presion de vapor de mezclas y solucio-
nes. Se trata de un conjunto de “leyes” empiricas, en realidad idealizaciones que las sustancias
reales cumplen s6lo aproximadamente, asi como los gases reales siguen en forma aproximada la
ley pV =nRT. A partir de estas leyes empiricas deduciremos otras propiedades de las solucio-
nes usando los métodos de la Termodinamica.

La ley de Gibbs-Dalton

Esta ley es una extension a las mezclas de la ley de los gases ideales. Trataremos solamente
mezclas de dos gases, puesto que la generalizacion a mezclas de varios gases es obvia. Conside-
remos entonces una mezcla de n, moles de un gas 4 con ng moles de un gas B. Vamos a supo-
ner que cada gas puro cumple la ecuacion de los gases ideales. Queremos saber como sera el
comportamiento de la mezcla.
Supongamos que ponemos esta mezcla en contacto con el gas puro 4 a través de una membrana
Permeable solo A ideal permeable s6lo a 4, y que ajustamos la
presion del gas puro A a un valor pp, tal que

haya equilibrio respecto del intercambio de
masa de 4 a través de la membrana. Suponemos
que la temperatura es la misma en todas partes.

A+B Para el gas B adoptamos una disposicion
semejante (Fig. 12.1).

P=p, +Pg La ley de Gibbs-Dalton se puede enunciar del
modo siguiente: si p y ¥ son la presion y el vo-
lumen totales de la mezcla, entonces

P=Ppa+Ps (12.1)
donde
Permeable solo &
NpRT ngRT
. . S Pa = AV » Pg= BT (12.2)
Fig. 12.1. Diagrama para discutir la ley de
Gibbs-Dalton.

De estas ecuaciones resulta de inmediato que

pV = (ny + Ng)RT (12.3)
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pA=( L )p=XAp : pB=( )p=XBp (12.4)

Np + Ng

donde Xp,Xg son las fracciones molares de 4 y B en la mezcla (Xa + Xg = 1). Esta ley fue enun-
ciada por John Dalton en 1801, y se puede deducir de la Teoria Cinética si se supone que 4 y B
son gases ideales que no interactian. Debe quedar claro que no necesariamente una mezcla de
gases cumple la ley de Gibbs-Dalton, incluso cuando 4 y B por separado cumplen la ecuacion de
estado de los gases ideales. Por ejemplo, puede ocurrir que 4 y B reaccionen quimicamente al
mezclarlos. De cualquier forma, el concepto de equilibrio representado en la Fig. 12.1 (que se
debe a Gibbs) vale siempre, incluso si la mezcla no cumple la ley de Gibbs-Dalton (o sea si
P = pPa+ Pg, € incluso si los gases puros no son ideales). Las presiones p, y Pg correspon-
dientes a dicho equilibrio se denominan presiones parciales de A y B, respectivamente.

Podemos usar el resultado (10.24) para obtener una expresion del potencial quimico de 4 en la
mezcla (suponiendo que 4 sea un gas ideal en el estado puro). En el equilibrio de la Fig. 12.1, el
potencial quimico de 4 debe ser el mismo de ambos lados de la membrana, luego

up=RTINps +uR(T) (12.5)

En esta expresion up es el potencial quimico de 4 en la mezcla, y pp es la presion del gas puro
A en equilibrio con la mezcla.

Si se cumple la ley de Gibbs-Dalton, p = Xap, donde p es la presion total de la mezclay Xp la
fraccion molar de 4 en la mezcla. Sustituyendo esta expresion de pp en la (12.5) se encuentra

tp=RTINXa + RTINp+u3(T) (12.6)

Si no estamos considerando variaciones de la presion total de la mezcla, entonces el término
RT In p se puede también considerar una constante de integracion.

La expresion (12.5) se puede extender a los gases reales si definimos la fugacidad f, del com-
ponente 4 de modo que up = RTInf, + MR(T). Es decir, la fugacidad de un gas real se define
de manera tal que la expresion del potencial quimico del gas es formalmente idéntica a la de un
gas ideal, con la fugacidad' jugando el mismo rol que la presion.

La ley de Raoult

La ley de Raoult es una relacion empirica entre la presion de vapor de una solucion y su com-
posicion. Fue formulada por Frangois Marie Raoult alrededor de 1866 cuando descubrié que el
punto de congelacioén de una solucion acuosa descendia en proporcion de la concentracion de un
soluto (no electrolitico), y tuvo una importancia fundamental para el desarrollo de la teoria de las
soluciones pese a que pocas soluciones reales la cumplen estrictamente.

Supongamos mezclar Ny moles de un liquido puro 4 con ng moles de un liquido puro B para
formar una solucion homogénea. Sean pg la presion de vapor del liquido puro 4 y p(B) la del li-
quido puro B, ambas a la misma temperatura que la solucion. Entonces la ley de Raoult establece
que

1 i . <y . I
Por supuesto, la relacion entre la fugacidad y la presion se debe determinar empiricamente.
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Na 0 0 Ng 0 0
= —0 = X , =|—- =X 127
Pa (nA+nB)pA APA Ps (nA_mB) P = XgPg ( )

donde p,y pg son las presiones parciales de 4 y B en el vapor, respectivamente. Estas relacio-
nes se representan en la Fig. 12.2 para el caso que el vapor cumpla la ley de Gibbs-Dalton.

Algunas soluciones cumplen bastante bien la ley de Raoult, pero muchas muestran grandes des-
viaciones. Sin embargo se encuentra que es una

p A0 ley limite correcta para todas las soluciones,
AN cuando son muy diluidas, es decir, ps — XApx
\\\ P =pstPg cuando X, — 1. Por consiguiente las relaciones
D \\\ termodindmicas que se obtienen a partir de la
A sl ley de Raoult valen en el limite de soluciones
\\\ 00 muy diluidas. Las soluciones que cumplen la
B ley de Raoult se denominan soluciones ideales.
Ps En el equilibrio, el potencial quimico de 4 en la
fase vapor debe ser igual al potencial quimico
0 ., . .
de A en la solucion. Si el vapor es ideal, ten-
0 Xg 1
dremos
Fig. 12.2. Presion de vapor de una solucién 0
que cumple laley de Raoult. (undiiq = RTINpa +(ta)vap  (12.8)

Sustituyendo la ley de Raoult y recordando que pg depende solo de la temperatura, podemos
escribir para la solucion

(tadiiq = RTINXa + ug (T) (12.9)

donde incluimos el término que proviene de pg en la constante de integracion. Esta ecuacion se
toma a veces como la definicion de una solucion ideal, pero conviene recordar que ademas de la
ley de Raoult, la (12.9) implica que el vapor tiene un comportamiento ideal. Observamos
también que ,ug es el potencial quimico del solvente puro, porque INX, =0 si Xp =1.
Anélogamente al caso de los gases, resulta conveniente escribir el potencial quimico en la forma
(12.9) incluso para soluciones no ideales. Esto se logra definiendo la actividad a, de modo de
preservar la forma de la expresion de pp:

tp=RTInay + ul = RTINy gXp + ul (12.10)

donde y 5 es el coeficiente de actividad. A veces la constante de integracion ,ug se elige de ma-
nera que la actividad coincida con la fraccion molar en el limite de dilucion infinita, cuando el
comportamiento de la solucion es ideal, esto es, limy 5 = 1. Otras veces se elige la constante de
integracion de manera que la actividad y la molalidad (que definiremos mas adelante) coincidan
para dilucion infinita. Tales elecciones son arbitrarias y se hacen por razones de conveniencia.
Las leyes empiricas que hemos comentado junto a las leyes de la Termodindmica permiten de-
ducir varias consecuencias, entre las cuales a manera de ejemplo consideraremos tres: la eleva-
cion del punto de ebullicion, la depresion del punto de congelacion y la presion osmética.
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Elevacion del punto de ebullicion de una solucion

El punto de ebulliciéon de un liquido se define como la temperatura para la cual la presion de va-

por es igual a la presion exterior (generalmente
Solvente puro Solucion 1 Atm). Consideremos el caso en el cual se
1 Atm disuelve una sustancia no volatil (como azucar)
en un liquido volatil (como agua). Puesto que
el azticar no ejerce presion de vapor, y que por
la ley de Raoult Pagya = XaguaPagua- 1a presion
de vapor del agua disminuye a medida que se
disuelve azucar, por lo que cabe esperar un
cambio en el punto de ebullicion. Esto se ve
claramente en la Fig. 12.3. Podemos calcular el
ascenso del punto de ebullicion (de To a T'en la
temperatura figura) usando la ley de Raoult y la ecuacion de
Clausius-Clapeyron.

presion de vapor

Fig. 12.3. Curvas de presion de vapor de un )
solvente puro y una solucién gue muestran la Si A es el solvente y B el soluto no volatil, la

elevacion del punto de ebullicion. variacion de la presion de vapor en funcion de
la temperatura y la composicion de la solucion se puede escribir como

épA (épA)
dpa =|—=| d A+ —— dT 12.11
(f»( )T § J1 X ( )

Por la ley de Raoult (dpp/dxa)7 = PR, y la forma aproximada de la ecuacion de Clausius-
Clapeyron es (dpa/dT)y, = padh,/ RT<. Resulta entonces

~

dpp = pRdx, + pFAzTi?VdT (12.12)

donde AF\, es el calor latente molar de vaporizacion.
Si variamos 7'y X, de modo que la presion total de mantenga constante, se debe cumplir

0 pash, XAP24h,
dx, = -2V dT = - AV dT 12.13
PASXA RT? RT? ( )
de donde obtenemos
AhN,
dinx, = ——2dT 12.14
A~ RT? ( )

Integrando esta ecuacion resulta

—InxA=ﬂ(i—1) (12.15)

donde Ty es el punto de ebullicion del solvente puro y 7 el punto de ebullicion de la solucion. En
general esta ecuacion es precisa solo para soluciones diluidas.

117



12. Termodindmica de soluciones

Cuando X, —1 tenemos una solucién diluida con Xg<<1. Por lo tanto Ty=T vy
InXa = IN(1- Xg) = —Xg, de manera que la (12.15) se puede escribir en la forma aproximada

xg = A AT (12.16)
R T
donde AT =Ty - T es el ascenso del punto de ebullicion. En soluciones diluidas
xg =8 . Ns_NsMa (12.17)

donde wp es el peso y My el peso molecular del solvente 4. Con estas definiciones, la ec.
(12.16) toma la forma

_RT§¢ ng.

AT =
Ah, wp

(12.18)

donde Ah, es el calor latente de vaporizacion por gramo del solvente puro. Finalmente, se suele
escribir el cociente ng/w, como m/1000 donde m, que se denomina la molalidad de la solu-
cion, es el nimero de moles del soluto por 1000 g de la solucion. Tenemos entonces, finalmente:

2
_ Rlg m = K.m
Ah, 1000

(12.19)

donde K, se denomina constante molal de elevacion del punto de ebullicion, y es una propiedad
del solvente puro. Para el agua Kg = 0.520 y para el benceno K, = 2.67.

Se puede aprovechar la elevacion del punto de ebullicion para determinar en forma practica el
peso molecular de un soluto no volatil, o el calor latente de vaporizacién de un solvente.
Podemos usar el potencial quimico para obtener expresiones termodinamicamente exactas para
la elevacion del punto de ebullicion de una solucion. En el equilibrio a la presion p y la tempe-
ratura 7 el potencial quimico del solvente en la fase liquida (subindice /) debe ser igual al del
vapor (subindice V ):

ta, (T, p) =lta, (T, P) (12.20)

Cuando el solvente es puro, estard en equilibrio con el vapor a la misma presion p, pero a una
temperatura Ty mds baja:

R /(To. P) = tipy (To. D) (12.21)
La relacion (12.21) se refiere a liquido puro y vapor puro. Para una sustancia pura,

-3 (12.22)

—| o

<l
T

Si diferenciamos esta expresion obtenemos
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d(%) % B%dh 5 = hd/ St L 15 + Yap) - d&
(12.23)
\T)0 T
y entonces, a presion constante
~ (1
d&)=fd(Z) . p=cte 12.24
\p) =T P (229
Podemos integrar esta expresion desde Ty a 7'y obtenemos
UT
w(T, p) _ M(TO1 P) _ ﬁd(l\‘ (12.25)
T T \T)
1T,
Habra dos expresiones como esta, una para el liquido puro y otra para el vapor puro:
0 (T 0 (T UT
up(T.P)  ua(To.P) _ ﬁRgd(l\ (12.26)
T T AT
17T,
y
T T UT
MA,\/( 1p) ALI'AV( 0 p) hAV (1\ (1227)
T T \T)
1T,
Restando (12.26) de (12.27), usando la (12.21), y multiplicando por 7 obtenemos:
UT
~ ~ 1
b (TP B, T =TT [ (i, = R 7 (12.28)
17T,
Si ahora usamos la condicion de equilibrio (12.20) obtenemos finalmente:
UT
~ ~ 1
TP =8 (TP =T [ (R, R (7 (12.29)
1T,

Este resultado es exacto. Podemos observar que AF\, = (FIA’W - FIRJ ) es el calor latente molar de
vaporizacion del solvente puro a la presion p, y es una funcidon de la temperatura, pero de todos
modos es una cantidad que se puede determinar experimentalmente.

Si queremos avanzar mas, necesitamos conocer up ,(T,p) como funcion de la composicion y
Ahv como funcion de 7. Si la solucién es ideal y Ahv es constante, podemos facilmente integrar
la (12.29) y obtenemos nuestro resultado anterior (12.15).
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12. Termodinamica de soluciones

Descenso crioscopico de una solucion

Haremos la hipdtesis que cuando la solucion se congela, en la fase solida hay solo la sustancia
pura 4 y no una mezcla sélida de 4 y B. Por lo tanto nuestros resultados no se aplican a sistemas
que forman soluciones sélidas al solidificarse.

Asi como el punto de ebullicion de un liquido
asciende si se le agrega un soluto no volatil,
el punto de fusion desciende. Esto se ve en la

Inp
Solvente p/uvro

Solido puro Fig. 12.4, donde representamos el logaritmo

de la presion de vapor del sélido puro, el sol-
vente puro y la solucion, en funcién de la in-

Solucién versa de la temperatura. Estas curvas son casi
rectas de acuerdo con la forma aproximada de

la ecuacion de Clausius-Clapeyron (11.19).

)
|
! La curva de presion de vapor del solido corta
|
|

la curva de presion de vapor del solvente puro

uT uT .
0 en el punto 1/ Ty correspondiente al punto de

1/temperatura congelacion del solvente puro, y también

corta la linea de presion de vapor de la solu-

Fig. 12.4. Curvas de presion de vapor de un cion en el punto 1/T que corresponde al

solido puro, un solvente puro y una solucion M
que muestran el descenso del punto defusion. nuevo punto de congelacion en el cual la

solucidn esta en equilibrio con el sélido puro.
Segun la (11.19) la presidon de vapor del sélido puro depende de la temperatura de acuerdo con

dinp; __Ah, (12.30)
dUT) - R

donde AF}S es el calor molar latente de sublimacion. La presion de vapor de la solucién depende
tanto de la temperatura como de la fraccion molar X, del solvente de modo que

alnp, ((?Inp/)
dl = - d —| d@WT 12.31
O S K P I (12:31)
A
de donde obtenemos
dinp, _(dlnp, dXa +(o7lnpg) (12.32)
d(@/T) Xp )1 d@/T) \a(2/T) ‘n

Usando la ley de Raoult y la forma aproximada de la ecuacion de Clausius-Clapeyron, la (12.32)
toma la forma

dinp, dinx, _4h,
d/T) d@/T) R

(12.33)

Para mantener el equilibrio, las variaciones de la presion de vapor del sélido y de la solucion de-
ben ser iguales, y entonces de las (12.30) y (12.33) resulta
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dinxy  Ahg- AR, __Aﬁf
d(L/T) R R

(12.34)

En esta deduccion tomamos sin demostracion que Aﬁf = AFg - AF\, y que las presiones de vapor
del solido y de la solucion son iguales en el equilibrio. Dejamos a cargo del lector las demostra-
ciones. Si suponemos que el calor latente molar de fusién no depende de 7, e integramos esta
ecuacion diferencial desde el solvente puro hasta la composicion de la solucion resulta

Xp noUT
[dinx, " [d@) (12.35)
1 R 1T,
esto es:
Ah
Iy, = (L 1 (12.36)
RIT T,

La (12.36) expresa el descenso del punto de fusion de la solucion en funcion de la composicion.
Cuando Xa — 1 tenemos Xg<<1, To=T y InXy =In(1- Xg) = —Xg, y la (12.36) se puede es-
cribir en la forma aproximada

Ahg AT

-2 (12.37)

Xp =
57 R T2

donde AT =Ty - T es el descenso crioscopico.
Con un argumento semejante al que usamos para la elevacion del punto de ebullicion se obtiene

AT =Kim (12.38)
donde
2
(= _Rlg (12.39)
1000Ahy

es la constante molal de descenso crioscopico. Su valor es de 1.855 para el agua, 5.12 para el
benceno y 40.0 para el alcanfor.

Podemos obtener un resultado exacto usando los potenciales quimicos, de manera semejante a
como lo hicimos para calcular el ascenso del punto de ebullicién. El razonamiento es el mismo,
poniendo el solido puro 4 en lugar del vapor puro 4. Omitimos detalles. El resultado final es:

T

ua (T,0) -t (T,p) =T J(ﬁA,S - ﬁR,g)d(%) (12.40)
T,

donde Ah =|‘_ﬂ~10 —h, . es el calor latente molar de fusion del sélido puro a la presion p. Si Ah
f =UMAr = Nas f

es constante y la solucion es ideal, podemos integrar la (12.40) y obtenemos nuestro resultado
anterior (12.36).
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Presion osmatica

Si un solvente puro y una solucidon se ponen en contacto a través de una membrana permeable al
solvente pero no al soluto, se encuentra que en el equilibrio (es decir cuando no pasa solvente de
. . un sistema al otro) la presion hidrostatica
presion de presion de -
vaporp, vaporp sobre la solucion debe ser mayor que sobre
el solvente. La diferencia & =p-py se
denomina presion osmotica (Fig. 12.5).
Cuando p- pg = 7 se produce dsmosis, es
presion decir un pasaje espontaneo de.l agua (o del
solvente de que se trate) tendiente a resta-

osmoticar agua + s
azUcar blecer el equilibrio. Este proceso es muy
agua importante en Biologia, y la regulacion del
pura | [T P mismo (osmoregulacion) permite a los or-

ganismos mantener el equilibrio interno
entre el agua y las sustancias disueltas pese

\_ W a los cambios del ambiente. La dsmosis fue
& /l ) estudiada exhaustivamente en 1877 por

Calcularemos primero 7 a partir de las pro-
Fig. 12.5. Presién osmética. piedades del solvente y la solucion, usando
la ley de Raoult y la relacion de Poynting.
El resultado vale s6lo para soluciones diluidas.
Ordinariamente la solucion tiene una presion de vapor p y el solvente una presion de vapor py,
pero suponemos ahora que se disminuye la presion sobre el solvente en una cantidad s, que es
exactamente la necesaria para reducir la presion de vapor del solvente puro de modo que sea
igual a la de la solucion. Si aplicamos la ecuacidon aproximada de Gibbs (11.42) al solvente, po-
demos escribir

P ~
RTIn-= = —{yr (12.41)
Po

donde Vj es el volumen molar del solvente (que suponemos constante). De acuerdo con la ley de
Raoult para un soluto no volatil, p= XaPg, y sustituyendo en la (12.41) obtenemos

RTInX, = —Vor (12.42)

Como antes, para X, — 1 tenemos Xg <<1, y InXp =In(1-Xg) = —Xg, y la (12.42) se puede
escribir en la forma

_ RTxg (12.43)
Vo
Si ahora usamos
xg=—8 1B (12.44)
Na+Ng N
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y observamos que NpVg =V =V, la (12.43) se puede escribir de una forma semejante a la ecua-
cion de los gases ideales:

_ ngRT
\Y

T

(12.45)

Este resultado (obtenido por van’t Hoff en 1886) vale s6lo para soluciones muy diluidas, pero
generalmente es también una buena aproximacion también para soluciones moderadamente
diluidas.

Podemos obtener formulas exactas mas generales usando el potencial quimico. En el equilibrio
el potencial quimico del solvente 4 en la solucion, a la temperatura 7'y la presion p, es igual al
potencial quimico del solvente puro 4 a la misma temperatura pero a una presidon menor
pP'=pg—m.Aqui pyes lapresion de vapor del solvente puro 4 y 7 es por definicion la presion
osmotica. Por lo tanto:

ua(T.P) = ta(T, po - ) (12.46)
Pero de acuerdo con la (10.21), para un fluido puro a temperatura constante

dul = Vodp (12.47)

donde Vj es el volumen molar del solvente puro. Si integramos la (12.47) desde py — 7 hasta py
resulta

Po
uR(T, po) = ul(T,pp —7) = [Vodp (12.48)
Po-7
Restando la (12.48) de la (12.46) obtenemos
po~
ua(T,p) - ud(T, po) = - [Yodp (12.49)
Po-7

Este resultado es exacto. Si hacemos las aproximaciones de que el primer miembro es igual a
RTInXx, y que Vg es independiente de la presion, podemos integrar la (12.49) para obtener

RTInX, = —Vor (12.50)

que coincide con la (12.42).
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13. TERMODINAMICA QUIMICA

Estequiometria de las reacciones quimicas

Una reaccion quimica es un proceso en el que cambian los nimeros de moles de las diversas sus-
tancias del sistema, aumentando unos a expensas de la disminucidn de otros. Las relaciones en-
tre los cambios de los numeros de moles estan regidos por las leyes de la quimica (que basica-
mente expresan la conservacion de la materia) y se describen por medio de ecuaciones quimicas.
Algunos ejemplos son los siguientes:

2H2 + 02 <> 2H20 (131)
20<> O, (13.2)
3H, + SO, <> SH, 2 H O (13.3)

El significado de la primera ecuacion es que los cambios de los numeros de moles de H,, O, y
H,0O guardan la relacion —2:—1:+2. Las tres ecuaciones (13.1)-(13.3) son pues equivalentes a las
tres siguientes expresiones:

dny, 1dng, 1dny,o =-2:-1:+2 (13.4)
dng :dng, =-2:+1 (13.5)
dny, 1dngo, 1dngy, tdny, o=-3:-1:+1:+2 (13.6)

Conviene definir un factor de proporcionalidad di de modo tal que la ec (13.1) (o la (13.4)) im-
plica

dny, = -2dn, dno, = -dn, dny,0 = +2dn (13.7)
y andlogamente para las (13.2) y (13.3).
En general, una reaccién quimica se puede escribir de la forma
V]’_A]_ + VéAz +...+ V|/(_1Ak_1 <> V|,(Ak + V|,(+1Ak+l +... (138)
donde las A; son los simbolos de las sustancias quimicas y vj son niimeros enteros pequefos

que se denominan coeficientes estequiométricos. La ecuacion quimica (13.8) es la notacion que
usan los quimicos para representar el conjunto de ecuaciones

dn, = —vidi s j<k (13.9)
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13. Termodinamica quimica
dn; = +vjdi si j=zk (13.10)

Es conveniente definir otra serie de coeficientes estequiométricos mediante

vi=-vj § j<k (13.11)

=
Il
+
<
n

j=k (13.12)

Los coeficientes estequiométricos v; son negativos para los reactivos y positivos para los pro-
ductos de la reaccion (13.8). Si pasamos todos los términos de la (13.8) al miembro derecho,

podemos escribirla en la forma compacta

i

y tendremos que la conservacion de la masa se expresa como

La identificacion de los reactivos y productos en una reaccion quimica no es unica, porque la
reaccion se puede producir en ambas direcciones. La asignacion de una direccidn es por lo tanto
arbitraria y en consecuencia los signos absolutos de los coeficientes v; no tienen sentido fisico.
Lo tnico que esta definido es el signo relativo de los coeficientes entre si. Una convencidon que
se usa con frecuencia es tomar la direccion de una reaccion como aquella en que la misma es
exotérmica, de acuerdo con el principio de Thomsen y Berthelot (ver mas adelante). Mas ade-
lante también consideraremos el tema de la absorcion o liberacion de calor en el curso de una

reaccion quimica.

Equilibrio quimico
El tratamiento termodinadmico de los procesos quimicos es andlogo al de los procesos de los sis-

temas simples que vimos en capitulos precedentes. Consideremos un sistema con » componentes
entre los cuales puede tener lugar la reaccion quimica

r

(13.15)

Si uno o mas de los componentes no intervienen en la reaccion los correspondientes coeficientes
estequiométricos son nulos, de modo que la suma se hace siempre sobre fodos los componentes.
El cambio de la funcion de Gibbs asociado a un cambio virtual de los nlimeros de los moles es

r

i=

pero los cambios de los nimeros de moles estan relacionados con los coeficientes estequiométri-
cos por la (13.14), de modo que
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4G = | S ujv: | 13.17
j=1

Si el sistema estad a temperatura y presion constantes (por ejemplo en un termostato y a la presion
atmosférica), la condicion de equilibrio es que dG sea nulo para cualquier valor de di, lo que
implica que se debe cumplir la

Ley del equilibrio quimico

r
j=1

Esta condicion es analoga a la condicion de igualdad de temperatura para los procesos diatérmi-
cos, de igualdad de presion para los cambios de volumen y de igualdad de potencial quimico
para los procesos con intercambio de materia.
Si el sistema contiene originariamente n}) moles del componente j (j =1,---,r), la reaccion qui-
mica se verificara en cierto grado y los nimeros de moles finales seran n; (j =1,---,r). La ecua-
cion quimica (13.14) requiere que para todo j

n; = njo +vjAn (13.19)
Por lo tanto queda solo por determinar el tnico parametro Afn. Cada uno de los potenciales qui-
micos de la ec. (13.18) se puede expresar en funcién de 7, p, y el conjunto de los n;, que por la
(13.19) son funciones de Af. Si conocemos Ty p, entonces la ec. (13.18) es una sola ecuacion
con la inica incognita AR, y por lo tanto permite resolver el problema.

Grado de una reaccion

Si la variacion AR es muy grande, uno de los niimeros de moles n; podria llegar a hacerse nulo,
en otras palabras, si la reaccion avanza uno de los reactivos se puede agotar. En consecuencia, el
valor maximo de AR para el cual todos los n; siguen siendo positivos determina el mayor
avance posible de la reaccion. De igual manera, el valor algebraicamente minimo de AN para el
cual todos los n; siguen siendo positivos determina el mayor avance posible de la reaccion in-
versa. El valor real de AR en el equilibrio estd comprendido entre estos extremos. El grado de
reaccion ¢ se define como

L A Afy,
Anmax - Anmin

(13.20)

Puede ocurrir que al resolver la condicion de equilibrio (13.18) se obtenga un valor de AR ma-
yor que Af, 0 menor que Afy,,. En ese caso el proceso termina por agotamiento de uno de
los componentes. Cuando eso ocurre el sistema no satisface la condicion de equilibrio (13.18),
sino que alcanza el valor més pequeno de |E viu j| compatible con valores no negativos de los
n; . El grado de la reaccion es entonces 0 6 1, y se dice que la reaccion es completa.

' La ley del equilibrio quimico o ley de accién de las masas, como también se la llama, fue publicada en la forma

general (13.18) por Gibbs en 1876, pero permaneci6 virtualmente ignorada por los quimicos durante muchos afos.
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Reacciones simultaneas

Si son posibles dos o mas reacciones quimicas entre los constituyentes del sistema, cada reac-
cion da lugar a una condicion de equilibrio semejante a la (13.18).
Consideremos, en efecto, las reacciones

Lo
0 Y vPA, (13.21)
j=1
y
r
0= 3 viPA, (13.22)
j=1

En cada una de ellas, por supuesto, los coeficientes estequiométricos de los constituyentes que
no intervienen en la reaccioén son nulos. Para la primera reaccion definimos el factor de propor-
cionalidad dii®), y para la segunda el factor di®® . Entonces tendremos

dn{? = viPdA® (13.23)

dn{?) = v{2di(? (13.24)

La variacion total dn j es la suma de los cambios debidos a cada reaccidon

dn; = dn{? + dn{? (13.25)

La variacion virtual de la funcidon de Gibbs es

f (1 )= [
dG = ¥ u;jdn; = LE ijj(l)Jdn(l) +L
j=1 j=1

r
_Elujvgz)) di® (13.26)
J=

Puesto que en el equilibrio dG se tiene que anular para valores cualesquiera de di® y di®,
obtenemos las condiciones

r r
2
zlujv}l) =0 vy Elujvg ) =0 (13.27)

Estas dos ecuaciones simultaneas permiten determinar las dos incognitas di@® y di®, que a su
vez determinan todos los nimeros de moles en el equilibrio mediante las relaciones

n; = nJQ + vj(l)Aﬁ(l) - v}z)Aﬁ(z) (13.28)

El concepto de grado de la reaccion no es util si puede ocurrir mas de una reaccion, y no vamos
a ampliar su definicion en estos casos.
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Calor de reaccion

Cuando una reaccion quimica tiene lugar a temperatura y presion constantes puede haber des-
prendimiento o absorcion de calor. Para estudiar estos fendmenos, recordemos que, a presion
constante, el intercambio de calor esta dado por la variacion de la entalpia.

La relacion entre la entalpia y la funcion de Gibbs® es

H =G+TS=G—T(£) (13.29)
JT PN ...
Si se produce una reaccion quimica infinitesimal dii tanto H como G varian. Tenemos:
aH= e L1 (ﬁ) i (13.30)
dn dn ari\on/pr| .
T o
La variacion de G es:
(L)
=)
de donde
dG
= _ e 13.32
= 121” Vi ( )

En el equilibrio dG/dn se anula, pero su derivada con respecto de la temperatura no es nula. Por
lo tanto, cerca del estado de equilibrio la (13.30) se escribe

dH J(r

La cantidad dH/dn se conoce como calor de reaccion y es el calor absorbido por unidad de
reaccion en las proximidades del estado de equilibrio. Es positivo para las reacciones endotérmi-
cas y negativo para las reacciones exotérmicas.

Aqui se ha supuesto que la reaccion considerada no llega a completarse. Si se completara, la
suma del miembro derecho de la (13.32) no se anularia en el estado final y esa suma apareceria
como un término adicional en la ec. (13.33).

Puesto que la suma de la ecuacion (13.33) se anula para la composicion de equilibrio, es evi-
dente que hay una relacion entre la derivada de esa cantidad respecto de la temperatura y la de-
pendencia de las concentraciones de equilibrio con la temperatura. Mas adelante encontraremos
la forma explicita de esa relacion para el caso de los gases ideales. Sin embargo es interesante
observar aqui la existencia de la misma, y reconocer que gracias a ella se puede determinar el
calor de reaccion a partir de las composiciones de equilibrio a diferentes temperaturas, en vez de
hacerlo mediante dificultosos experimentos calorimétricos.

* La (13.29) recibe el nombre de ecuacion de Gibbs-Helmholtz.

128



13. Termodinamica quimica

La estabilidad y el Principio de Le Chatelier en presencia de reacciones quimicas

Los criterios de estabilidad en presencia de reacciones quimicas se obtienen pidiendo que la fun-
cion de Gibbs sea minima. Esto es, en el equilibrio

2
37(23 >0 (13.34)
lo que implica
d r
dn j=1

Quizas la consecuencia mas interesante que resulta del criterio de estabilidad es la forma del
Principio de Le Chatelier para los sistemas quimicos. Consideremos primero el efecto de un
cambio de temperatura a presion constante; veremos que un aumento de temperatura desplaza el
equilibrio quimico en la direccidon en que absorbe calor.

El desplazamiento del equilibrio se describe por el cambio en AR producido por la variacion de
temperatura dada. Suponemos que la presion se mantiene constante, y como lo que nos interesa
es el equilibrio quimico, la magnitud Y v;u; es tambien constante (de hecho nula). Nos interesa
pues la cantidad

i IANViui 1dT) | 45
(ﬂ) _ OBV 19T p (13.36)
aT P.3viu; (O’)EVJMJ /ﬁn)p’T
El numerador esta relacionado con el calor de reaccion por la (13.33) y entonces
(13.37)

ar T T (a3 viuy )T

( aﬁ) 1 dH /dn
P.2Vju;

En esta expresion, el denominador es positivo por el criterio de estabilidad (13.35), por lo que el

signo de (dn/ dT) p €s el mismo que el del calor de reaccion dH/df: un aumento de temperatura

hace aumentar AR para una reaccion endotérmica, mientras que para un reaccion exotérmica lo

hace disminuir. Es decir:

Si se aumenta la temperatura a presion constante, el equilibrio quimico se desplaza en la
direccion en que se absorbe calor.

Un resultado analogo se obtiene si se considera una variacion de presion a temperatura cons-
tante. Tenemos:

N aNviuild =
(@) __ ( 2 jU; pN)T,An (1338)
R S ORI RDRS,
El significado del numerador se obtiene derivando la (13.32) respecto de la presion:
ISV u: 2 2
( ) J“J) _9GC _0CG _N (13.39)
o) PR didp R
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13. Termodinamica quimica

En forma equivalente podemos escribir

J UL AU
SR e
T,AR T,n,No,...

=S¥, (13.40)
y vemos de nuevo que esta magnitud es dV/dn, esto es el cambio de volumen por unidad de
reaccion. La ecuacion (13.38) indica, por lo tanto, que el signo de dn/dp es opuesto al de
V1 on. Esto es:

Un aumento de la presion a temperatura constante desplaza el equilibrio quirico en
aquella direccién en que el volumen total disminuye.

La regla de las fases para sistemas quimicos

Es facil modificar la regla de las fases de Gibbs para adaptarla a sistemas en que ocurren reac-
ciones quimicas.

Consideremos un sistema con » componentes y m fases. Repetiremos la cuenta de los grados de
libertad como lo hicimos con anterioridad. Supongamos que pueden ocurrir ¢ reacciones quimi-
cas entre los componentes. Los (r + 2) parametros intensivos 7, p, yy, ... , W, son iguales en
todas las fases por las condiciones de equilibrio para la transferencia de calor, volumen y mate-
ria. Entre estos (r + 2) parametros se tendran m relaciones de Gibbs-Duhem, y hay g ecuaciones
de equilibrio quimico de la forma (13.18), (13.27). Por consiguiente el nimero de grados de li-
bertad es

f=(r+2-m-q (13.41)

El nimero maximo posible de fases coexistentes es (con f =0)de r —q+ 2.

Es interesante considerar el caso especial de las reacciones quimicas completas. Cuando esto
ocurre uno de los componentes se agota y de hecho no aparece en el sistema. Si ignoramos la
existencia de ese componente y nos olvidamos también de la reaccion quimica asociada, tanto
como ¢ en la (13.41) se reducen en una unidad, y el nimero de grados de libertad sigue siendo el
mismo. Todas las predicciones fisicas siguen siendo validas en tanto que la reaccion quimica sea
completa. Esta circunstancia es responsable de la simplicidad de la Termodinamica, porque seria
practicamente imposible considerar explicitamente todas las reacciones quimicas imaginables.

La ley de accion de las masas para reacciones quimicas en gases ideales

Para obtener resultados especificos acerca de la composicion de equilibrio de un sistema en par-
ticular es necesario explicitar las ecuaciones de estado w; = u;(T,p,n;,My,...). A temperaturas
altas, cuando todos los componentes estan en fase gaseosa, la ecuacion de estado del gas ideal da
una buena descripcidon aproximada del sistema. Las expresiones que obtuvimos en los parrafos
precedentes toman entonces formas analiticas explicitas. Estos resultados tienen gran importan-
cia practica, y también son interesantes como ejemplo de la aplicacion de los principios genera-
les del equilibrio quimico.

En lo que queda de este Capitulo particularizaremos los resultados generales al caso de las reac-
ciones entre gases ideales.

El potencial quimico del componente j de una mezcla de gases ideales es (ec. (12.6)):
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13. Termodinamica quimica
uj = RTInX; + RTInp+uf(T) = RT[IN X; +In p+¢;(T)] (13.42)

donde X; =n;/yng es la fraccion molar, y ¢(T) = pLJQ/ RT es funcion solamente de la tempe-
ratura. La ecuacion del equilibrio quimico para una reaccidon con coeficientes estequiométricos
V1,V2,... €8

y si sustituimos la expresion (13.42) de u; obtenemos

EVJ' |an = _E.Vj In P- EVJ¢J (T) (1344)
J J J

Si definimos la magnitud K(T) por medio de

viud(T)  AG?

INK(T) ==Sv;¢:(T) =- 13.45
(T %V,fibj( ) % T T ( )

la ec. (13.44) se puede escribir en la forma
leXjVj = p 2VIK(T) (13.46)

Esta ecuacion expresa la ley de accién de las masas’. La magnitud K(T) recibe el nombre de
constante de equilibrio para la reaccion considerada. Si conocemos K(T) en funcion de 7 para
la reaccion considerada, la ley de accion de las masas nos permite calcular las concentraciones
de equilibrio.

Dependencia de la constante de equilibrio con la temperatura

La constante de equilibrio K(T) esta definida en términos de las funciones ¢(T) = u})/ RT (ec.
(13.45)). Estas funciones, a su vez, se pueden definir en términos de integrales de los calores es-
pecificos molares a presion constante (N:p’ j(T). En efecto, se puede mostrar (no daremos la de-
mostracién®) que para un gas ideal

T T
uf =P =T~ Rinp®) =T [ 5 B, (T)lT” (13.47)
o 70

En esta formula, p® y TO son la presion y la temperatura del estado de referencia, y hO , §j0 son
la entalpia molar y la entropia molar del componente (gas ideal) j-ésimo en el estado de referen-
cia.

* Esta ley fue formulada en 1864 por Cato M. Guldberg y Peter Waage, pero fue ignorada hasta que fue

redescubierta por William Esson y Vernon Harcourt, ya en el Siglo XX. Se desconoce el origen de la denominacion
“accion de las masas”.

* El lector interesado la puede encontrar el H. B. Callen, Termodindamica, Apéndice D.
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13. Termodinamica quimica

Ademas, los calores especificos (N:p’ i (T) se pueden representar como series de potencias de la
temperatura de la forma (N:p’ j=a+bT+ CJ-T2 +... (para valores de T en el entorno de la tempe-
ratura ambiente).

Teniendo en cuenta estos hechos, es evidente que podemos escribir K(T) explicitamente como
una serie de potencias de 7, cuyos coeficientes estan relacionados con los coeficientes de los de-
sarrollos de los calores especificos (N:p’ i (T).

Introduciendo la serie de potencias de (N:p’ j(T) en (13.47) podemos calcular las integrales y luego
introducir el resultado en la (13.45), y se obtiene una expresion de la forma

(Ldiy 1

an(T)=\Rdﬁ/oT

+AINT+B+CT +... (13.48)

El coeficiente del término 1/T es, como veremos, el calor de reaccion a temperatura cero. Los
coeficientes 4, B, C, ... se suelen encontrar en tablas.

Calor de reaccion de las reacciones entre gases ideales

Por la ec. (13.33) tenemos que

aH _ _Tikjé ijj) (13.49)

y usando la expresion (13.41) para u; se obtiene

dH g 1 \
ﬁ= —Ta—TkRTjglVJ[lnXJ + |np+¢J(T)]J
S —RT22 5 v () (13.50)
Vi 3TLJ=1 i?] J '

En el equilibrio, se anula Y u;v;; ademas la (13.45) nos dice que InK(T) = -3 v;¢;(T), luego
la (13.50) nos da

g2 9 k) (13.51)
dn dT

Esta importante relacion recibe el nombre de relacién de van’t Hoff”.

Cuando antes hablamos del calor de reacciéon mencionamos la existencia de una relacion entre el
calor de reaccion por un lado y de la composicion de equilibrio en la temperatura por el otro. La
ec. (13.51) expresa explicitamente esa relacion para los gases ideales. Gracias a la (13.41) es
posible determinar el calor de reaccion sin usar métodos calorimétricos: para ello basta con
determinar la constante de equilibrio de la reaccion a diversas temperaturas. La constante de

equilibrio se obtiene midiendo las concentraciones X;.

> Jacobus Henricus van’t Hoff publicé esta relacion en su libro Etudes de Dynamique Chimique (1884).
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13. Termodinamica quimica

Aditividad de las reacciones

Una reaccion quimica se puede a veces considerar como la suma de dos reacciones. Por ejemplo,
consideremos las reacciones

2H, + O, <= 2H,0 (13.52)
2CO+ O, == 2CQ (13.53)
Restando (12.53) de 12.52) se obtiene
2H, - 2CO <= 2H,0-2CO, (15.54)
0, lo que es lo mismo,
2[H, - CO <= H,0-CO,] (15.55)

Veremos ahora que las magnitudes InK(T) de las diversas reacciones se pueden restar de igual
modo.
Consideremos dos reacciones

Lo
0 Y VvPA, (13.56)
j=1
y
r
0 YDA, (13.57)
j=1

y una tercera reaccion obtenida multiplicando la primera por una constante By, la segunda por
B, y sumando:

r r r
0< _Elv}3)A = Bl_Elvj(l)A [ +B, _Ele(Z)A J- (13.58)
I= I= I=

Las constantes de equilibrio son InK(T) = —Evj(l)q)j (T) vy InKy(T) == v}z)q)j (T) para la
primera y la segunda reaccion, respectivamente. La constante de equilibrio de la tercera reaccion
viene definida por una ecuacion analoga:

INK3(T) = -3v¥¢,(T)  con ¥ = BwY + By (13.59)

Por lo tanto

INK3(T) = B, InKy(T) + B, InKx(T) (13.60)

Esta regla de aditividad de los logaritmos de las constantes de equilibrio permite obtener la
constante de equilibrio de una reaccion en términos de constantes de equilibrio de otras reaccio-
nes que ya se conocen.
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14. La Tercera Ley

14. LA TERCERA LEY

Comentarios previos y trasfondo historico

Para completar nuestro estudio de los principios fundamentales de la Termodinamica clasica,
nos falta todavia examinar las consecuencias de la Tercera Ley, que ya introdujimos en el Capi-
tulo 8. La Tercera Ley tiene un caracter distinto de la Primera y la Segunda Ley. En primer lu-
gar su contenido termodindmico es algo limitado. En segundo lugar no es facil enunciarla de
forma tal que no parezca haber excepciones demostrables experimentalmente. En esto difiere de
la Segunda Ley, que nadie cree que tenga excepciones en escala macroscopica, pues no se cree
posible que exista un movil perpetuo de segunda especie. En cambio, hay excepciones experi-
mentales a muchos de los enunciados usuales de la Tercera Ley.

Cuando en el Capitulo 13 estudiamos el equilibrio quimico, vimos que la constante de equilibrio
RTINK(T) = —AG? = —(AH® - TAS?) est4 definida en términos de los potenciales quimicos
ul(T), que a su vez dependen de ﬁoy §°, la entalpia molar y la entropia molar del componente
i-ésimo en el estado de referencia. Estas cantidades, en principio, se deben obtener experimen-
talmente. Ahora bien, del punto de vista de un quimico experimental, seria muy deseable poder
determinar las dos constantes desconocidas AH® y AS® por medio de mediciones térmicas, que
son mucho mas faciles de realizar que las medidas directas de las constantes de equilibrio. Puede
ser muy dificil lograr el equilibrio termodindmico en un sistema donde ocurren reacciones qui-
micas y medir con exactitud las concentraciones de todas las diferentes especies, algunas de las
cuales pueden estar presentes en cantidades minusculas.

En principio, la constante AH® se puede siempre determinar mediante mediciones térmicas,
pero para encontrar AS® se necesita una medicion del equilibrio. El resultado importante de la
Tercera Ley es que, si se toma Ty =0°K como la temperatura de referencia, entonces resulta
que A%’ =0 en un gran nimero de casos. A este resultado se llegod gracias a la acumulacién
sistematica de datos experimentales sobre las funciones termodinamicas.

Enunciado de la Tercera Ley

No conviene enunciar la Tercera Ley diciendo que A%’ = 0 porque hay muchas excepciones. Se
debe tener cuidado en el enunciado para que no tenga excepciones, y no afirme nada que no se
pueda medir (al menos en principio) en la escala macroscopica. Se han dado muchos enuncia-
dos, pero pensamos que el mas satisfactorio del punto de vista termodinamico es:

La Primera y la Segunda Ley de la Termodindmica se pueden aplicar hasta el ligite del
cero absoluto, siempre y cuando en este limite las variaciones de entropia sean nulas para
todo proceso reversible.

Subrayamos que este enunciado no define el valor absoluto de la entropia, sino solamente dife-
rencias de entropia en el cero absoluto. Solamente podemos medir diferencias de entropia, del
mismo modo que el valor absoluto de la energia no esta definido y solamente podemos medir
diferencias de energia. Por otra parte, si en el cero absoluto todos los estados que se pueden co-
nectar en forma reversible tienen el mismo valor de la entropia, entonces ese valor se puede por
conveniencia tomar igual a cero. Eso fue lo que hicimos cuando dimos nuestro otro enunciado
en el Capitulo 8.
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El principio de Thomsen y Berthelot y la evidencia experimental de la Tercera Ley

Es oportuno recordar parte de la evidencia experimental que llevo a formular la Tercera Ley. Por
medio de celdas electroquimicas se pueden llevar a cabo medidas muy precisas del equilibrio y
determinar tanto AG como AH. Esas medidas muestran que al disminuir la temperatura, el va-
lor de AG disminuye y el de AH aumenta, y ambos convergen al mismo valor para T — 0.
Esto es de esperar pues AG = AH - TAS, pero ademas los experimentos indican que cuando

T — 0 las tangentes de las curvas AG(T) y
AG AH(T) tienden a ponerse horizontales (Fig.

14.1).

Esto significa que cuando T — 0O,

(%) 0y (ﬁ) -0 (14.)
JT on JT o

AH El primero de estos resultados implica que

AS—0 (14.2)

0 T
y el segundo que

Fig. 14.1. Comportamiento de AG y AH
abajas temperaturas. AC, =0 (14.3)

Estos hechos se relacionan con una regla empirica para predecir los estados de equilibrio en
cierto tipo de procesos, conocida como principio de Thomsen y Berthelot' y que sigue siendo to-
davia una regla util en quimica. Fue precisamente con la intencion de dar una base teodrica a este
principio que en 1906 Walther Hermann Nernst lleg6 a su postulado.

Consideremos un sistema mantenido a presion y temperatura constantes, que tiende al equilibrio
a partir de un estado inicial por eliminacién de ligaduras. De acuerdo con el principio de
Thomsen y Berthelot, el estado de equilibrio hacia el cual evoluciona el sistema es aquél que
desprende la mayor cantidad de calor (es decir, se realiza el proceso mas exotérmico). Si recor-
damos que en los procesos a presion constante el calor desprendido es igual a —AH, podemos
concluir que el principio de Thomsen y Berthelot equivale a afirmar que el estado de equilibrio
es aquél que minimiza la entalpia (H;igq — Hfing = —AH maximo). Pero nosotros sabemos que
el criterio termodinamico de equilibrio a 7'y p constantes es que sea minima la funcion de Gibbs.
El problema de Nernst era entonces el siguiente: ;porqué el minimo de entalpia permite predecir
en tantos casos el mismo estado de equilibrio que el minimo de la funcion de Gibbs?

La experiencia indica que el principio de Thomsen y Berthelot es confiable solo si la tempera-
tura no es demasiado alta. Para muchos sistemas es enteramente confiable a temperatura am-
biente, pero falla claramente a temperaturas elevadas. La clave del principio es entonces exami-
nar la situacion a temperaturas bajas. Los resultados de las mediciones con las celdas electro-
quimicas muestran que efectivamente, debido a las (14.1), AG y AH son muy aproximadamente

Recordando al danés Julius Thomsen y el francés Marcellin Berthelot quienes hacia fines del Siglo XIX
investigaron sistematicamente los calores de reaccion. Puede ser interesante recordar que Berthelot también

descubrio la onda de detonacion.
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iguales a lo largo de un intervalo considerable de temperatura y eso justifica la validez (aproxi-
mada) del principio de Thomsen y Berthelot a esas temperaturas.

Poco después de que se formulara la Tercera Ley, se encontraron varios resultados experimen-
tales que en apariencia la contradecian. Sin embargo, investigaciones posteriores mostraron que
en realidad, los sistemas en cuestion no estaban en equilibrio termodinamico. En otras palabras,
los procesos estudiados no eran reversibles. Hasta ahora todas las aparentes excepciones se de-
ben a esa causa.

Por ejemplo, la glicerina presenta para T — 0 dos diferentes estados: uno cristalino y otro
amorfo. El estado amorfo se produce facilmente sobreenfriando el liquido por debajo de su
punto de fusion (a 291 °K) , mientras que para formar el estado cristalino es preciso introducir
una “semilla” en el liquido que se esta enfriando. Las medidas de la entropia de las dos formas
solidas (tomando como estado de referencia el liquido en el punto de fusion) muestran que para
T =0 la entropia molar del sélido amorfo excede la del sélido cristalino en 19 J/°K. Sin em-
bargo este resultado no viola nuestro enunciado de la Tercera Ley, porque en T =0 no existe
ningun proceso isotérmico reversible que conecte los dos estados. El estado amorfo es metaes-
table, y se puede destruir por el proceso espontaneo (irreversible) de cristalizacion. La tnica
manera de llevar la glicerina en forma reversible de un estado al otro es pasando por el estado
liquido, lo que requiere llegar al punto de fusion.

Calores especificos y otras propiedades a baja temperatura

Volviendo a nuestro enunciado de la Tercera Ley vemos que una consecuencia inmediata de que
AS=0en T =0es que

AG=AH , AF=AE en T=0 (14.4)

Mas consecuencias vienen de las relaciones

_ AE-AF
T

_AH-AG
T

AS ., AS (14.5)

cuyos miembros derechos son indeterminados para T — 0. Si usamos la regla de L’Hospital y
diferenciamos los numeradores y denominadores del segundo miembro, obtenemos

ACy =0 , AC,=0 en T=0 (14.6)

No solamente AC, y AC, son nulos en T =0, sino que las mismas capacidades calorificas de-
ben ser nulas, y ademas deben tender a cero con 7 linealmente o mas rapido, pues de lo contrario
la entropia divergeria. Esto se ve de la relacion

dT (14.7)

=0

.
s-%=J
0

Como el primer miembro de la (14.7) se tiene que mantener finito de acuerdo con la Tercera
Ley, C debe tender a cero por lo menos tan rapidamente como 7, de lo contrario S divergeria.
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Ademas, como en T = 0 la entropia de una sustancia debe ser la misma en todos los estados que
se pueden conectar mediante procesos reversibles, ese valor de la entropia debe ser una cons-
tante independiente del volumen y la presion. Por lo tanto

(is) =0 , (&—S) =0 en T=0 (14.8)
)+ N )¢
Si usamos las relaciones de Maxwell M-3 y M-4 resulta
(‘9—5) =-(ﬂ) ~ Ve, =0 en T=0 (14.9)
P/t T/
y
(‘9_5) - _(@) - —pay =0 en T=0 (14.10)
N/ at /)y

Luego los coeficientes de expansion térmica ¢, y ay deben tender a cero para T — 0. Este re-
sultado fue confirmado experimentalmente.

De la ecuacion de Clapeyron

dp) AS

dT)

( o= (14.11)

concluimos que (dp/dT)gyex — O cuando T — 0, siempre y cuando AV no tienda también a
cero. Por ejemplo, las curvas de fusion del He’ y el He® solidos se hacen horizontales a bajas
temperaturas.

Constantes de equilibrio y funciones termodinamicas

La principal utilidad de la Tercera Ley es que permite obtener las constantes de equilibrio y las
variaciones de las funciones termodinamicas para un dado cambio de estado a partir inicamente
de mediciones térmicas. Esto es de gran importancia practica porque es relativamente facil obte-
ner ese tipo de datos.

Por ejemplo, la entropia de un sistema A a la temperatura 7" estd dada por una expresion de la
forma:

.
S\(T)=Sa(0) + [CpdInT + T (AH/T) (14.12)
0

transiciones

Un expresion semejante se tendrd para otro sistema B. La variacion de entropia en la transforma-
cion A— B es AS= S3(T) — Sa(T). Pero por la Tercera Ley S3(0) = S5(0), y por lo tanto para
determinar AS para cualquier transformacion fisica o quimica basta conocer las capacidades
calorificas y los calores de transicion. La variacion de entalpia AH para la transformacion
A — B se puede obtener con medidas calorimétricas. Entonces, la variacion de la funcion de
Gibbs se calcula a partir de AG = AH - TAS, y conocido AG se puede obtener la constante de
equilibrio. Para ello basta pasar del AG para los reactivos y los productos al valor standard AG°
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de los reactivos y productos en sus estados de referencia, y finalmente la constante de equilibrio
se calcula a partir de la relacion RTINK(T) = —AG® = —-(4H? - TASY).

Cuando se usa la Tercera Ley, la mayor incertidumbre es asegurar que el sistema esta en un es-
tado de equilibrio cuando se llevan a cabo las medidas a temperaturas muy bajas. Afortunada-
mente, los conocimientos tedricos y experimentales acerca de la estructura y el comportamiento
de la materia con que contamos hoy permiten averiguar con suficiente grado de confianza si un
determinado sistema esta (o0 no) en equilibrio.

No estan demas algunos comentarios acerca de las medidas de capacidad calorifica a bajas tem-
peraturas. Puesto que las mediciones no se extienden nunca hasta T = 0, es preciso extrapolar
los datos correspondientes a temperaturas no nulas. Esas extrapolaciones se fundan en teorias de
la materia. Por ejemplo, para no metales se cuenta con la teoria de Debye de los calores especifi-
cos, que predice que a bajas temperaturas G, o T y por lo tanto las extrapolaciones de las ca-
pacidades calorificas de estas sustancias se hacen de acuerdo con esa ley. Del mismo modo, la
teoria de metales predice que a bajas temperaturas G, « T, debido al efecto de los electrones de
conduccion. De esta manera se obtienen los valores de las funciones termodinamicas que figuran
en tablas.

No estd demads subrayar que los valores de la entropia y la entalpia se pueden obtener de otras
formas, que no implican la Tercera Ley, ni emplean métodos calorimétricos. En realidad, a bajas
temperaturas muchas veces se prefieren otros métodos para obtener valores confiables, por la
dificultad practica de asegurar que el sistema esté en equilibrio. Un método que ya mencionamos
es la medicion directa del equilibrio a temperatura alta. Otra posibilidad consiste en usar la me-
canica estadistica junto con datos espectroscopicos; este método da valores muy precisos de las
funciones termodindmicas para gases diatomicos simples.

Inalcanzabilidad del cero absoluto

El hecho que la escala Kelvin tiene un limite inferior finito en T =0 ha dado lugar a muchas
discusiones acerca de la posibilidad de alcanzar el cero absoluto. Se trata en realidad de una
cuestion no fisica, y esto se puede ver si recordamos la definicién termodindmica de la tempe-
ratura absoluta (Capitulo 5). Todo el contenido fisico del asunto esta en la relacion

_Q_ W) (14.13)
Q  9(ty)

donde Q; y Q, son los calores absorbidos a las temperaturas t; y t, por una maquina reversible
que opera entre t; y t, y ¢(f) y ¢(t,) son funciones solamente de t; y t,. La escala que se
establece a partir de este resultado termodinamico depende de una eleccion arbitraria, sometida
tan s6lo a la condicion que ¢(t) sea una funcion monotonica para que se preserve el
ordenamiento de las temperaturas como lo requiere la Ley Cero.

Por lo tanto, en lugar de la escala de Kelvin, definida por

) T (14.14)
oty) T

se podria haber elegido otra escala. Por ejemplo, podriamos elegir la escala
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) _ B2 (14.15)
o(t2) B

que se relaciona con la escala de Kelvin por 8 =-1/KT, donde k es una constante que depende
de la eleccion de la temperatura de referencia. La escala 8 va de —o a 0, mientras que la escala T
va de 0 a +oo. El cero absoluto de la escala Kelvin corresponde a —o en la escala f3, y por cierto
no parece ser “alcanzable”. La escala 3, sea dicho de paso, es la escala de temperatura que apa-
rece en forma natural en la mecanica estadistica. En cuanto a la escala 7, se trata de la “segunda
escala” de Kelvin y fue adoptada porque Joule sefial6 que se aproximaba mucho a la escala ba-
sada en el termometro de aire, que en esa época era de uso corriente. Por todo lo dicho, deberia
resultar claro que cuando se habla de T =0 se estd hablando de un limite matematico, que no
corresponde a ninguna fuente térmica de existencia real.

Por otra parte, no hay nada en las leyes de la Termodinamica (ni tampoco en la evidencia expe-
rimental) que nos prohiba acercarnos al cero absoluto todo lo que se desee (al menos en princi-
pio). Si T =0 se puede o no alcanzar exactamente es entonces una cuestion académica.

Lo que se desprende de la Tercera Ley es que no se puede llegar a T = 0 mediante un proceso
isoentropico simple. Este hecho se presenta a veces como el enunciado fundamental de la Ter-
cera Ley. Por lo tanto vale la pena indicar como se deduce a partir de nuestro enunciado.
Daremos la demostracion sélo para sistemas simples que se pueden describir mediante dos va-
riables termodindmicas, ademas de la temperatura. Para sistemas mas generales se obtiene el
mismo resultado, pero la demostracion es mas complicada.

Sea entonces un sistema simple. Para alcanzar el cero absoluto tenemos que partir con nuestro
sistema a la temperatura T > 0 y llevar a cabo un proceso isoentropico que disminuya la tempe-
ratura; de esta forma la curva isoentropica seguida por el sistema cruzara una isoterma corres-
pondiente a una temperatura menor que la temperatura inicial 7. Vamos a ver que de esta forma
no se puede llegara T = 0.

En primer lugar, para T = O las curvas isotérmicas e isoentropicas coinciden. En efecto, conside-
remos un proceso isotérmico reversible a T = 0. Por la Tercera Ley la variacion de entropia en
este proceso es AS= 0. Por lo tanto el sistema tiene entropia constante a lo largo de la isoterma
T = 0. Esto significa que la isoterma de 0 °K es también una adiabatica.

Ademas, nuestro enunciado de la Tercera Ley requiere que las consecuencias de la Primera y la
Segunda Ley valgan en el limite T — 0. Luego en ese limite la entropia es una funcion de es-
tado y por lo tanto es univaluada. Ninguna otra curva isoentropica puede intersecar la isoentro-
pica de 0 °K puesto que dos adiabaticas no se pueden cortar nunca (es facil mostrar que si se
cortaran se violaria la Segunda Ley).

Por lo tanto ninguna adiabatica (diferente de la de T = 0) puede cortar la isotermade T =0y en
consecuencia ningun proceso adiabatico iniciado a una temperatura T > O puede llegara T = 0.
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15. TERMODINAMICA DE LAS SUPERFICIES Y DE LA RADIACION

Comentarios previos

Los sistemas que estudiamos hasta ahora s6lo necesitan las variables mecénicas presion y volu-
men para describir sus estados. No es necesario limitarse a eso y estudiaremos ahora algunos
sistemas en cuya descripcion intervienen otras variables. En cada caso tenemos que comenzar
dando una descripcion fenomenoldgica o macroscopica; veremos luego que los principios de la
Termodinamica requieren que se cumplan ciertas relaciones entre las variables de esos sistemas.
Por lo tanto, buena parte de este Capitulo no se ocupa de Termodindmica, sino de la descripcion
macroscopica de los sistemas, que es el punto de partida para su estudio termodinamico.

Los cambios que tenemos que introducir en la Primera y la Segunda Ley para que se puedan
aplicar a estos sistemas consisten simplemente en introducir en la expresion del trabajo dW a
otros términos, ademas de pdV. En algunos casos, las contribuciones de los términos nuevos
son mucho mas importantes que la del término pdV del cual nos hemos ocupado hasta ahora.
Por lo tanto, primero daremos la descripcion no termodinamica del sistema e introduciremos los
nuevos términos en la expresion del trabajo, luego mostraremos como se modifican los enuncia-
dos de la Primera y la Segunda Ley, y finalmente deduciremos algunas consecuencias termodi-
namicas por medio de los métodos analiticos habituales.

Efectos de superficie

La superficie de un liquido se comporta bajo muchos aspectos como si fuese una membrana
elastica en estado de tension, de modo que la superficie tiende a contraerse para que su area sea
minima.

Descripcion fenomenolégica

La idea basica es que un sistema en el cual los efectos de superficie son importantes se puede
imaginar como compuesto de una parte superficial y una parte de volumen. En otras palabras,
trataremos a la superficie como si fuera una “piel” o “membrana” que reviste el resto del sis-
tema, y la estudiaremos como un (sub) sistema a parte. Esta idealizacion es una muy buena
aproximacion para muchos sistemas reales que nos pueden interesar.

El trabajo necesario para aumentar en dA4 el area de la pelicula superficial es

dW = —odA (15.1)

donde o (que tiene dimensiones de fuerza/longitud) es el coeficiente de tension superficial del
film. El signo en (15.1) difiere del que aparece en la expresion dW = pdV porque la tension su-
perficial actia en sentido opuesto a la presion de un gas. En efecto, para aumentar el area debe
desaparecer trabajo del ambiente.

El proceso correspondiente el trabajo (15.1) puede ser o no reversible. Sera reversible sélo si la
deformacion del film ocurre sin histéresis, es decir, si la deformacion es elastica (y no plastica),
de modo que a temperatura constante haya una relacion biunivoca entre oy A.

Para completar nuestra descripcion necesitamos una relacion entre o, A y T (el andlogo de una
ecuacion de estado). La primera parte de ésta es que o no depende de 4: o = o(T). La segunda
parte es una relacion empirica que expresa o como funcioén de 7. Una relacion de este tipo, que
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describe con razonable aproximacion el comportamiento de muchas superficies liquidas, es la
.7 e, e ]
ecuacion de E6tvos

Tc-T

donde V es el volumen molar del liquido, T¢ es la temperatura critica, y k es una constante que
se determina experimentalmente. El volumen molar de un liquido depende de la temperatura,
pero no muy fuertemente, y depende muy débilmente de la presion a que esta sometido el grueso
del liquido cuya superficie estamos considerando. La ecuacioén de Eotvos predice que el coefi-
ciente de tension superficial disminuye con la temperatura, hasta que se anula (y desaparece la
superficie) a la temperatura critica.

Consecuencias termodinamicas

La expresion combinada de la Primera y Segunda Ley para la membrana superficial es entonces

dE = TdS+ odA (15.3)

Procediendo en forma analoga a como hicimos en el Capitulo 7 podemos introducir otros poten-
ciales termodindmicos para dicho sistema:

dF =d(E-TS) = -dT + odA (15.4)
y también
d(E - 0A) = TdS- Ado (15.5)
d(F - 0A) = -OT - Ado (15.6)
De (15.3) y (15.4) resulta
o= (E) _ (f) (15.7)
A} g \IA/t

de modo que o se puede interpretar como la variacion de la funcion de Helmholtz por unidad de
variacion de area superficial, a temperatura constante.

De las ecs. (15.3) y (15.4) podemos también obtener relaciones analogas a las relaciones de
Maxwell:

(0),=(%), =

' El Bar6n Roland von Eétvos fue quien introdujo el concepto molecular de la tension superficial. Se lo recuerda

también por haber inventado la balanza de torsion, gracias a la cual fue posible medir en forma directa la constante

gravitacional de Newton.
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IS d
2,
oA+ dt /) a
que nos permiten hacer calculos analogos a los que presentamos en capitulos anteriores. Veamos

algunos ejemplos.

Variaciones de entropia

Usando la (10.9) podemos calcular la variacioén de entropia del film cuando se modifica su area,
si conocemos o(T). Si usamos la ecuacion de E6tvos obtenemos:

(is) =_(a_0) k. (15.10)
PNV N ZZER

donde hemos despreciado la dependencia del volumen molar en la temperatura. Para una trans-
formacion A — A, tenemos

I

(o}
52-51=TC_T(A2—P1) (15.11)

Variaciones de temperatura

Calculemos la variacion de temperatura asociada con una variacion adiabatica reversible del area
del film. Usando 7'y 4 como variables independientes,

d5=(is) dT+(07—S) dA (15.12)
Y

de donde obtenemos

(0w
(ﬂ) __\dAg (15.13)
e
AN
La capacidad calorifica del film es
Cy- T(&—S) (15.14)
T/ A
Usando esta expresion y la relacion (15.9) obtenemos finalmente
(%) = (5] (15.15)
A} g Cp\dT/p

Este resultado es exacto. Puesto que Cp es positivo 'y (do/dT), negativo, un aumento adiaba-
tico del area produce una disminucion de la temperatura del film.
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Si usamos la relacién empirica (10.10) para calcular (do/dT),, podemos obtener una formula
explicita (pero aproximada) para la variacion de la temperatura:

(ﬂ) ot (15.16)
dA/s  Ca(Tc-T)

[

Energia de superficie

Podemos calcular la energia E asociada a la pelicula superficial por medio de la funciéon de
Helmholtz, puesto que la ec. (15.7) nos dice que el coeficiente de tension superficial es igual a la
funcion de Helmholtz por unidad de area. Si suponemos que o es estrictamente independiente
del area podemos integrar la (15.7) a T constante y resulta

F-F=0A (15.17)

donde Fy(T) es una funcion de la temperatura. Puesto que S=—(dF/dT),y E=F + TS, la en-
tropia de la superficie es

Jo
S- =- a_T)A (15.18)

y la energia interna es

E-E - A[o - T(Z—_‘?) ) (15.19)

donde &)y Ej son funciones de 7. Notar que la (10.18) no es otra cosa que la integral de la se-
gunda relacion de Maxwell (15.9). Si usamos la ecuacion de Eotvos e ignoramos la dependencia
del volumen molar en la temperatura, podemos obtener una expresion aproximada de la energia
de superficie por unidad de area:

E-E K¢

y vemos asi que es casi independiente de la temperatura.

Presion de vapor de pequefias gotas

El ultimo ejemplo que vamos a considerar es el efecto de la tension superficial sobre la presion
de vapor de una gota. Veremos que la presion de vapor aumenta considerablemente si se reduce
el diametro de la gota, un resultado éste de considerable interés en la fisica de nubes y la meteo-
rologia. La idea basica del calculo es que la superficie actia como una membrana permeable al
vapor pero no al liquido, de modo que el liquido dentro de la gota esta a una presién mayor que
el vapor que la rodea y con el cual esta en equilibrio. Primero calcularemos el exceso de presion
sobre el liquido y luego usaremos la relacion de Poynting (que obtuvimos en el Capitulo 11)
para encontrar el efecto sobre la presion de vapor.

El calculo del exceso de presion Ap sobre el liquido es un problema puramente mecanico. Usa-
mos el principio de los trabajos virtuales y calculamos el trabajo necesario para aumentar en dV
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el volumen de una gota esférica, y lo igualamos a odA, donde d4 es el aumento de area asociado
al aumento dV del volumen. Puesto que el trabajo es igual al producto ApdV, tenemos

ApdV = odA (15.21)

Si r es el radio de la gota, V = (4/3)ar3 y A= 4ar? de modo que dV = 4ar?dr y dA=8ardr,y
entonces la (15.21) nos dice que

Ap=20/r (15.22)

Por otra parte, la relacion de Poynting (ec. (11.40)) establece que en el equilibrio entre el liquido
y el vapor se debe cumplir (el subindice 1 se refiere al liquido y el 2 al vapor):

v dp; = %,dp, (15.23)

Ahora integramos la (10.23) entre r = © (cuando la presion de vapor es py) y 7 (cuando la pre-
sion en el liquido es Py + Ap= Py + 20/t y la presion de vapor es p):

fp"*z"” Wy = [ Gdp, (15.24)
Po Po

Para calcular explicitamente las integrales necesitamos conocer las ecuaciones de estado del li-
quido y del vapor. Si suponemos que el liquido es incompresible y el vapor es ideal, podemos
integrar la (10.24) y resulta

V(2o /1) =RTIn(p/ py) (15.25)

Este resultado (que se puede obtener directamente de la (15.22) y de la ecuacion de Gibbs
(11.42)) muestra que la presion de vapor aumenta a medida que disminuye el radio de la gota.
Por lo tanto, un conjunto de gotas no puede estar en equilibrio con la misma fase vapor: las gotas
mas grandes tienden a crecer a expensas de las mas pequefas.

Radiacion

La radiacion emitida por cuerpos calientes ha sido un tema de estudio de enorme importancia,
dado que dio origen a la Fisica Cuantica. Por ese motivo la discutiremos con detalle en estas
notas. En este Capitulo vamos a introducir los aspectos termodinamicos del problema, y mas
adelante volveremos sobre el tema en el Capitulo 18. Podemos describir la radiacion por medio
de las variables mecanicas p, V, igual que un fluido ordinario. La razon de incluirla en este Ca-
pitulo es que la radiacion tiene una ecuacion de estado peculiar y no se conserva como la materia
ordinaria, porque puede ser emitida o absorbida. Pero antes de entrar en la termodinamica de la
radiacion, conviene presentar una breve introduccion, comenzando por la descripcion de las in-
vestigaciones realizadas por Gustav Kirchhoff en 1859.

La ley de Kirchhoff

La discusion termodindmica requiere que la radiacion esté en equilibrio. Consideremos entonces
un cuerpo en equilibrio térmico con la radiacion, a la temperatura 7. Sea E, la emisividad del
cuerpo, de modo que E,dv es la densidad de flujo de energia (energia por unidad de superficie y

144



15. Termodinamica de las superficies y de la radiacion

en la unidad de tiempo) que el cuerpo emite en el intervalo de frecuencia (v,v + dv). Sea A, el
coeficiente de absorcion del cuerpo para la frecuencia v. Vamos a suponer que la energia ra-
diante que absorbe el cuerpo se convierte en energia térmica Unicamente, y no en otra forma de
energia. Con estas hipotesis, Kirchhoff demostré que el cociente E,/ A, depende solamente de
vy T,y es independiente de cualquier otra caracteristica del cuerpo. El Teorema de Kirchhoff
establece entonces que

E,/A =m(v,T) (15.26)

donde J(v,T) es la intensidad de la radiacion de frecuencia v, esto es, el flujo de energia ra-
diante de frecuencia v (energia que atraviesa en la unidad de tiempo una unidad de area perpen-
dicular a la direccion de propagacion).

Para ver como se llega a la (15.26), supongamos tener dos cuerpos My N encerrados dentro de
un recipiente cuya pared interior es perfectamente reflectora. Los cuerpos estan separados por un
filtro que deja pasar solamente radiacion de la frecuencia v y refleja las demds frecuencias
v’ = v. La demostracion del teorema se basa en la Segunda Ley y consta de tres pasos.

(a) Consideremos una cualquiera de las dos partes del recipiente. En el equilibrio el campo de
radiacioén debe ser homogéneo e isotropo. En efecto, si asi no fuese, la radiacion transportaria
mas energia en una direccién que no en otra, o de un punto a otro que viceversa, lo cual es
inadmisible en el equilibrio. Luego la intensidad de la radiacion es

J, =—u, (15.27)

donde u es la densidad de energia radiante de frecuencia v. El factor ¢/ 4w viene porque la ra-
diacion se propaga con la velocidad ¢ y en todas las direcciones por igual.

(b) La energia de frecuencia entre vy v + dv perdida por el campo en la unidad de tiempo por-
que ha sido absorbida por el cuerpo se obtiene integrando la radiacién que incide sobre S desde
todas las direcciones del semiespacio exterior al cuerpo, y vale A, J,,Sdv donde S es la superfi-
cie del cuerpo. En el equilibrio esta energia se debe compensar exactamente con la energia emi-
tida por el cuerpo en la unidad de tiempo, que es E,Sdv. Luego

E, (15.28)

Este resultado, naturalmente, vale para cada uno de los dos cuerpos 4 y B.

(c) Supongamos ahora que el cociente E, /A, dependiera de alguna caracteristica del cuerpo, de
modo que (E, /A )y = (E,/A,)y. Siasi fuese, se tendria que la intensidad de la radiacion J{M)
de frecuencia v en equilibrio con el cuerpo M en una parte de la cavidad seria diferente de la in-
tensidad de la radiacion J(N) en equilibrio con el cuerpo N en la otra parte de la cavidad. Su-
pongamos, por ejemplo, que J‘(,M) > J\(,N); entonces a través del filtro pasaria mas radiacion
desde la parte de la cavidad ocupada por M hacia la parte ocupada por N que la que pasa en la
direccion inversa. Esto conduciria a un aumento neto de la energia de la parte del sistema ocu-
pada por N, lo cual contradice la hipdtesis de equilibrio. Por lo tanto, independientemente de las
caracteristicas de los cuerpos, debemos tener siempre

IM) = 3N = g (15.29)
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Por lo tanto J, puede depender so6lo de v y 7, con lo cual queda demostrado el teorema.
Resumiendo, la Ley de Kirchhoff nos dice que la emisividad E, y el coeficiente de absorcion
A, de un cuerpo no son independientes, sino que su cociente es una funcion universal de la
temperatura y de la presion.

Definicion de cuerpo negro

Kirchhoff denomind cuerpo negro aquél que absorbe toda la radiacion que incide sobre €l, esto
es, un cuerpo para el cual A, =1. Entonces la (15.26) nos dice que #J(v,T) es igual a la emisi-
vidad de un cuerpo negro. Por lo tanto un cuerpo negro es al mismo tiempo un absorbente per-
fecto y un emisor perfecto. Kirchhoff dio también una definicion operacional de un sistema que
se comporta como un cuerpo negro perfecto: una cavidad dentro de un medio opaco de alguna
especie, de modo que la radiacion encerrada en la cavidad debe estar en equilibrio con las pare-
des de la misma, que estan a una temperatura constante dada. Tal radiacion se denomina radia-
cion de cavidad (en aleman hohlraumstrahlung) o radiacion de cuerpo negro, y es la inica clase
de radiacion que estudiaremos aqui. Se puede obtener una muestra de esta radiacién practicando
un pequenio orificio en el medio, que permita que una pequeia porcion de radiacion salga al
exterior. Esta porcion debe ser suficiente como para ser una muestra significativa pero no de-
masiado grande para no perturbar el equilibrio dentro de la cavidad.

Por lo tanto la radiacion de cavidad es homogénea, isotropa y no polarizada, y su intensidad es

c

J(v,T) = .

u(v,T) (15.30)

donde u(v,T) es la densidad espectral (energia por unidad de volumen y por unidad de intervalo
de frecuencia). Claramente u(v,T) depende s6lo de la temperatura y de la frecuencia, y es
independiente del volumen y forma de la cavidad y del material de sus paredes.

Kirchhoff sefal6 la importancia de determinar, tanto experimentalmente como teéricamente, la
forma de la funcién u(v,T). La tarea experimental fue harto dificil: se precisaron 40 afios para
reunir datos suficientes para conocer la forma completa de u(v,T). La determinacion tedrica de
u(v,T) planteo problemas fundamentales cuya solucion requirié abandonar conceptos de la Fi-
sica Clasica, dando origen a la Teoria Cuantica. Volveremos sobre estos temas mas adelante.

La presion de la radiacién de cuerpo negro

Para continuar los argumentos termodindmicos hace falta conocer mas propiedades de la
radiacion de cavidad. Es hasta cierto punto cuestion de gustos cudles propiedades tomar como
punto de partida; nosotros elegiremos la relacion entre la presion de la radiacion y la densidad de
la energia radiante (energia por unidad de volumen, de radiacion de cualquier frecuencia). Desde
hace tiempo se sospechaba que la luz ejerce presion cuando incide sobre un objeto material, pero
la demostracion tedrica de esta propiedad recién se obtuvo a partir de la teoria electromagnética
de Maxwell. En efecto, Maxwell demostrd que la presion ejercida por un haz de luz paralelo es
igual a su densidad de energia. En el caso de radiacion isétropa, como la de cuerpo negro, la
presion de la radiacion es 1/3 de la presion ejercida por un haz paralelo de igual densidad de
energia. En conclusion, las propiedades que necesitamos son las siguientes:

(T)=— ., p=3e (15.31)
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donde la densidad de energia radiante &(T) vale

gT) = ofou(v,T)dv (15.32)
0

y depende solo de la temperatura de la cavidad. Los resultados expresados por la (15.31) son su-
ficientes para nuestro estudio termodindmico. Vamos a ver primero como dependen p y e de la
temperatura (ley de Stefan-Boltzmann) y luego estudiaremos el comportamiento de la radiacién
para expansiones isotérmicas y adiabaticas.

Ley de Stefan-Boltzmann

Partimos de la expresion combinada de la Primera y Segunda Ley:

dE = TdS- pdv (15.33)

Por la (15.31):

dE = edV + Vde (15.34)
Sustituyendo en (15.33) y usando p = e/3 resulta

ds=2av+Yde (15.35)
3T T

Puesto que dS es un diferencial exacto se debe cumplir

ﬂ( a(e/T))V _ (é’(V/T))e (15.36)

3 e N

Pero e constante implica T constante, y entonces podemos calcular las derivadas en (15.36). Re-
sulta:

4 4dedlT 1

3T 3% de T (15.37)
lo que nos lleva a
LU (15.39)
e T
Esta ecuacion se integra de inmediato y se obtiene la ley de Stefan-Boltzmann®:
e=cte.x T4 =aT* (15.39)

Puesto que p=e/3, la presion de la radiacidon crece con la cuarta potencia de la temperatura.
Que la Termodinamica permita obtener este importante resultado muestra claramente su poder.

? La ley (15.39) fue formulada por Josef Stefan en 1879, basandose en la evidencia empirica. En 1884 Ludwig

Boltzmann la dedujo en base a las consideraciones termodinamicas que hemos presentado aqui.
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Al mismo tiempo quedan en evidencia sus limitaciones: la constante que aparece en la (15.39) es
indeterminada y su valor no se puede obtener por argumentos termodinamicos.

El flujo de energia radiante que sale por un pequeio orificio de area 4 practicado en las paredes
de la cavidad esta dado por AR(T) donde

27 mwl2

R(T)=% [dg  [sen(6)cos(6)de
0 0

& _ ot , O=
4

MO

a (15.40)

La magnitud R(T) es la radiancia del cuerpo negro y o se denomina constante de Stefan-
Boltzmann. Experimentalmente se obtiene que o = 0.567 x 10~ W/m?2 °K“. Veremos luego que
o esté relacionada con otras constantes fundamentales de la fisica.

Expansion isotérmica
Es interesante calcular cuanto calor se requiere para mantener constante la temperatura cuando

se expande el volumen de la cavidad con su radiacion en equilibrio. Puesto que dQ = TdS, vol-
vemos a la (15.35) y escribimos, usando la (15.39)

dQ =TdS= g T4V + 4avT3dT (15.41)

En un proceso isotérmico el segundo término del miembro derecho es nulo, y obtenemos

Q= g T4AV , T=cte (15.42)

La radiacion se comporta en cierta medida como un gas, por lo cual podriamos tener la tentacion
de aplicar los resultados conocidos para la expansion isotérmica de un gas ideal, y escribir
dQ = TdS= dE + pdV = pdV, de donde se obtendria Q = aT*AV /3, al sustituir la expresién de
la presion de radiacion y la ley de Stefan-Boltzmann. Este resultado es erroneo y el motivo de la
discrepancia con la (15.41) es que la radiacion no se conserva: en una expansion isotérmica las
paredes deben emitir mas radiacion a medida que la cavidad se expande, en proporcion al volu-
men. En efecto, el segundo miembro de la (15.41) se puede escribir como la suma de
Q= aT*AV /3 (que viene de la expansion isotérmica de la radiacion presente en la cavidad an-
tes de la expansion) mas Q, = aT*AV (que viene de la radiacion que deben emitir las paredes
para que se mantenga constante e y por lo tanto 7). Este resultado muestra que la radiacion de la
cavidad se comporta como un vapor en equilibrio con la fase liquida. Si imaginamos que nuestro
sistema es el vapor, entonces cuando aumenta el volumen se produce mas vapor a partir del li-
quido y entra a formar parte del sistema. Del mismo modo si aumenta el volumen de la cavidad
aumenta la cantidad de radiacion, porque “se evapora” radiacion de las paredes, por eso la canti-
dad de calor necesaria para mantener la temperatura constante esta dada por la (15.42). Podemos
pensar entonces que la (15.42) es analoga a la ecuacién de Clausius-Clapeyron (11.27). En
efecto la (11.27) vale para todo sistema cuya ecuacion de estado tiene la forma p= p(T). En
realidad podriamos haber obtenido de inmediato la (15.42) si nos hubiéramos percatado que la
ecuacion de Clausius-Clapeyron se aplica a la radiacion de cuerpo negro y que por lo tanto
dp

Qp = AH =TAV (15.43)
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De (15.43), usando la ley de Stefan-Boltzmann, se obtiene de inmediato la (15.42). Por lo tanto
la analogia entre la radiacion de cuerpo negro y el equilibrio liquido-vapor no es casual sino que
proviene de la forma de la ecuacion de estado (15.31).

Expansion adiabatica
Para llevar a cabo una expansion adiabatica tenemos que imaginar que las paredes de la cavidad

son muy delgadas, de modo que su capacidad calorifica se pueda considerar nula. Podemos en-
tonces partir de la (15.41) y poner dS= 0. Se obtiene entonces

av.__3dr (15.44)
\Y T

e integrando resulta
VT3 = cte. (15.45)

Si L es el tamaiio lineal de la cavidad , se tieneV o L3; por lo tanto la (15.45) nos muestra que en
una expansion adiabatica la temperatura de la radiacion varia en proporcion inversa a la dimen-
sion lineal de la cavidad. Este resultado es de gran importancia en cosmologia.

La distribucion espectral de la radiacion de cuerpo negro y la crisis de la fisica clasica

Hasta ahora sélo sabemos que por razones termodinamicas u(v,T) debe ser funcién solamente
de la temperatura y de la frecuencia, y no del volumen, ni de la forma y los materiales de las pa-
redes de la cavidad. Luego la densidad de energia por unidad de intervalo de frecuencia es

e . (15.46)
dv

Puesto que se debe cumplir la ley de Stefan-Boltzmann, u(v,T) debe cumplir

ofou(v,T)dv =aT? (15.47)
0

Ahora queremos investigar la forma de u(v,T). Es inmediato ver, usando un simple argumento
basado en el analisis dimensional, que con base a la fisica cldsica no se puede obtener una ex-
presion razonable de u(v,T). Para eso vamos a suponer cuatro dimensiones fundamentales: la
temperatura (que indicaremos con 6), y las tres dimensiones mecanicas que elegiremos como
longitud ( £), tiempo (¢) y energia (). Por definicién, las dimensiones de u son &t/~3. En la ex-
presion de u deben figurar vy T (cuyas dimensiones son t™1 y 6, respectivamente), y eventual-
mente algunas constantes universales. Es razonable suponer que entre estas ultimas figure la
velocidad de la luz ¢ (dimension /t™1) y la constante de Boltzmann &, cuya dimensién es €0~*
(0, lo que es equivalente, la constante universal de los gases R que tiene la misma dimension).
Podemos reunir en una lista las cinco magnitudes mencionadas, junto con sus dimensiones:

magnitudes: u v T c k

15.48
dimensiones: el=3t t-1 6 1 01 ( )
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Trataremos de formar una combinacion adimensional con estas magnitudes. Sin pérdida de ge-
neralidad podemos suponer que u aparece elevada a la primera potencia en la combinacion. Es
facil ver que hay una sola manera de formar tal combinacion, y que la misma es

(15.49)

En la (15.49) IT indica un nimero puro. De la (15.49) podemos obtener la expresion de la distri-
bucion espectral:
v2KT
c3

I (15.50)

Esta es la unica respuesta (a menos del valor numérico de IT) que puede dar la fisica clésica al
problema de la distribucion espectral de la radiacion de cuerpo negro. Por clasica, entendemos
aqui la fisica conocida a comienzos del Siglo XX, época en la cual ¢ y k eran las Gnicas cons-
tantes universales conocidas que podrian tener relevancia en este problema. La ec. (15.50) fue
deducida por Lord Rayleigh y James Jeans en 1900 a partir de la Mecanica Estadistica clasica
(ver el Capitulo 18), y se encontrd al mismo tiempo que la constante IT tiene el valor

=8t (15.51)

Es evidente, sin embargo, que la expresion (15.50) de u es incorrecta, pues conduce a resultados
absurdos y que contradicen las observaciones. En particular, la (15.50) diverge para v — «,y en
consecuencia, si se la usa en la (15.47) se obtiene un resultado divergente (hecho que Paul
Ehrenfest llamo la “catéastrofe ultravioleta™).

La ley de desplazamiento de Wien y la constante de Planck

La formula (15.50) reproduce bien el espectro del cuerpo negro en el limite de bajas frecuencias,
pero falla a frecuencias grandes, donde la curva verdadera u(v,T) (a T constante) tiene un ma-
ximo y luego disminuye para tender a cero para v — %, como se necesita para que la integral
(15.47) sea finita. En 1893 Wilhelm Wien demostré mediante argumentos termodinamicos que
u(v,T) debe ser de la forma

u(v,T)=cp3g(c,v/T) , ¢, ¢, =cte (15.52)

donde g es una funcidon desconocida. Wien consider6 la variacion del espectro de la radiacion
cuando se refleja en un espejo movil. Es sabido que cuando un haz monocromatico se refleja
sobre un espejo movil, la frecuencia de la luz reflejada difiere de la frecuencia de la luz incidente
si la componente de la velocidad del espejo en la direccion del haz no es nula (efecto Doppler), y
también la intensidad del haz reflejado es diferente de la intensidad del haz incidente. Wien
supuso ademas que si el proceso se realiza de forma conveniente, el espectro modificado
mantiene las propiedades de la radiacion en equilibrio. La (15.52) se conoce como Ley de
desplazamiento de Wien, o Ley de Wien, y es facil mostrar que implica que el valor de v (que
indicaremos con v,;) para el cual u(v,T) es maximo depende de la temperatura segun la ley

Vm=XT , X=cte (15.53)
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Para ver esto escribimos la (15.52) en la forma equivalente

3 3
u(v, T) = 3o/ T) = %239(2) _ % f(2) (15.54)

donde z=c,v/T. Para T fijo, la posicion del maximo de u estd dada por la condicion
dul v =0, o lo que es lo mismo, por la condicion

= = 15.55
= (15.55)

Sea 7, la raiz real, positiva y no nula de esta ecuacion; se tiene entonces
Vi = 20T (15.56)

C

que equivale a la (15.53) si identificamos x con Z,,/C,. El valor de v, determina el color que se
percibe al observar la luz emitida por la cavidad, y por lo tanto la ley de Wien explica el hecho
bien conocido que la coloracion de un cuerpo pasa del rojo al blanco a medida que se lo calienta.
Nosotros no vamos a presentar aqui la demostracion termodinamica de la (15.52), que se puede
dar en base a los resultados que obtuvimos para la expansion adiabatica de la cavidad. En cam-
bio vamos a mostrar que la (15.52) se puede deducir por medio del analisis dimensional; esto
tiene la ventaja que enfoca la atencion sobre lo que esta fallando en la Fisica Clasica, que como
vimos arroja un resultado que no se puede conciliar con la (15.52).

Ademas de u, vy T, en el problema no puede intervenir ninguna otra variable. Por lo tanto se
concluye que para interpretar la evidencia experimental es preciso introducir una nueva cons-
tante universal, hasta aqui desconocida. Veamos qué nos dice el analisis dimensional acerca de
esta nueva constante. Al disponer de una constante mas, se puede formar una nueva combina-
cion adimensional, IT', que podemos suponer sin pérdida de generalidad que no contiene u, y
que en ella v figura a la primera potencia. Tendremos entonces

I =ovi" (15.57)

En esta ecuacion n es un exponente a determinar y a indica una combinacion (atin no especifi-
cada) de ¢, k£ y la nueva constante universal. Debemos tener entonces que

= (1) (15.58)
y por lo tanto
2
(v, T) = VC‘S‘T (v T™) (15.59)

Tenemos que elegir el exponente n para que se cumpla la ley de Stefan-Boltzmann. Para eso es-
cribimos la expresion de e:

® e 1-3n ®
e= [u(v,T)dv _KT [v3f (VT dv = KT [21())dz (15.60)
0 0 0

c3 a3c3
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donde hemos efectuado el cambio de variable de integracion z = avT". De la (15.60) vemos que
para cumplir la ley de Stefan-Boltzmann tenemos que elegir n = -1, y en consecuencia

u(v,T) = VEET f(%} (15.61)

Conviene introducir la constante de Boltzmann £ en el argumento de f, para lo cual ponemos
a =h/k, donde % es la nueva constante universal, cuya dimension (como se puede ver facil-
mente) es de accion, esto es et. Con esto, la (15.61) toma la forma mas familiar

(v, T) = VZ‘;T f(%)

(15.62)

Como veremos en el Capitulo 18, /4 es la constante de Planck, que juega un rol fundamental en la

Mecanica Cuantica. Desde luego, nuestro argumento dimensional no permite determinar su valor

numérico, sino sélo su dimension. Experimentalmente se sabe que h = 6.6260755x1073* Js. Si

en (15.62) multiplicamos y dividimos el coeficiente de f'por /v resulta
hv3 f(2) ,_hv

uv,T)=———+ , z2=— 15.63
0T) c z KT ( )
Si identificamos ¢; con h/c®, ¢, con h/k'y f(2)/z con g(2) se ve que la (15.63) tiene la forma
requerida por la ley de Wien (15.52). La constante a que aparece en la (15.39) se expresa en
términos de 4, ¢ y k de la forma

4

k [ee}
a=h3_c3| , I=£zzf(z)dz (15.64)

de modo que la constante de Stefan-Boltzmann vale

k4

La Ley de Planck

La forma exacta de f(z)no se puede obtener mediante argumentos dimensionales. Se requiere,
por supuesto, la Mecéanica Cuantica. Mencionaremos, por ahora sin demostracion, el resultado
obtenido por Planck:

f(zg 8n 81
S T g1 VN1 (15.66)
de modo que
82  hv
u(v,T) = R (15.67)

Usando la (15.67) en la (15.64) se puede ver que
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8r° k*

y por lo tanto la constante de Stefan-Boltzmann esta dada por
27° k*

Volveremos sobre el tema de la radiacion en el Capitulo 18.

153



16. Nociones de Mecanica Estadistica

16. NOCIONES DE M ECANICA ESTADISTICA

Comentarios previos

En el Capitulo 4 mencionamos la analogia entre los sistemas termodinamicos y los sistemas me-
canicos, pero dejamos de lado momentaneamente ese tema para desarrollar la Termodinamica
evitando hacer referencia a teorias de la materia. Esto tiene sus ventajas, por cuanto los resulta-
dos termodinamicos tienen gran generalidad, pero también ciertas limitaciones, como hemos te-
nido ocasion de constatar y comentar. El nexo entre las propiedades macroscopicas que trata la
Termodindmica y las propiedades moleculares y atdmicas de la materia estd dado por la Meca-
nica Estadistica, cuyos principios fundamentales fueron introducidos por James Clerk Maxwell y
Ludwig Boltzmann durante la segunda mitad del Siglo XIX, y cuya estructura matematica fue
establecida por Gibbs en su libro Elementary Principles in Statistical Mechanics (1902). Aqui
nos limitaremos a presentar las ideas basicas y algunas aplicaciones, ya que un tratamiento com-
pleto de la Mecanica Estadistica excede los limites de estas notas.

Alrededor de 1870, el gran logro de Boltzmann fue el de relacionar el concepto de entropia, que
es una propiedad macroscdpica del sistema, con las propiedades moleculares del mismo. La idea
basica es que la especificacion del estado macroscopico de un sistema es muy incompleta. En
efecto, un sistema que se encuentra en un determinado estado macroscopico puede estar en uno
cualquiera de un numero inmensamente grande de estados microscopicos. La descripciéon ma-
croscopica no permite distinguir entre ellos.

Consideremos por un momento un sistema en equilibrio termodindmico (macroscépico). El es-
tado microscdpico del sistema cambia continuamente (por ejemplo, en un gas, debido a la agita-
cion térmica y a los choques entre las moléculas). No todos los estados microscopicos por los
que pasa el sistema corresponden al equilibrio, pero el nimero de estados microscopicos que co-
rresponden al equilibrio macroscopico es enormemente grande en comparacion con el numero
de los demas estados microscopicos (que no son de equilibrio). Por lo tanto, la probabilidad de
que se observen desviaciones apreciables desde el equilibrio es absolutamente insignificante.

Un ejemplo puede ayudar para comprender esto. Sea un recipiente que contiene gas (ver Fig.
16.1 (a)), digamos 10> moléculas. En el equilibrio la densidad es uniforme y cada mitad del re-
cipiente (indicadas con 4 y B en la figura) contiene en cualquier instante la mitad de las molé-
culas. En realidad no es exactamente la mitad, porque el nimero de moléculas presentes en una
dada parte del recipiente fluctua continuamente, pero la magnitud de las fluctuaciones es insigni-
ficante comparada con el nimero total de moléculas. Veremos luego que para 10*° moléculas,
las fluctuaciones son del orden de 10'° moléculas'. Por ese motivo no se observa nunca que el
gas, partiendo del estado de densidad uniforme (a), pase espontdneamente a un estado en el cual
todas las moléculas estan en una de las mitades del recipiente (como en la Fig. 16.1 (b)). Por su-
puesto podemos preparar el sistema para que quede en el estado representado en la Fig. 16.1 (b),
por ejemplo comprimiendo el gas con un piston hasta la mitad del volumen e introduciendo una
divisién. Si quitamos la division (tendriamos que hacerlo muy rapidamente), el gas queda por un
brevisimo intervalo de tiempo en el estado representado en la Fig. 16.1 (b). Pero en seguida se

! Este numero puede parecer grande, pero en realidad equivale a fluctuaciones de la densidad de una parte en 10'°,

que son inobservables.
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expande hasta ocupar todo el volumen disponible, regresando al estado uniforme” representado

en (a). Después las fluctuaciones serdn muy pequefias. Seria necesario esperar un periodo de
tiempo enorme, inmensamente mas largo que la edad del universo, para que ocurriera una fluc-

tuacion grande en escala macroscopica, y aun asi, subsistiria apenas una minuscula fraccion de

segundo. En consecuencia, se pueden ignorar por completo esas fluctuaciones. La expansion de

un gas en el vacio es un tipico proceso irreversible. Abandonado a si mismo, un gas que inicial-

mente esta en el estado (b) evoluciona hasta el estado (a), pero el proceso inverso no ocurre. Esto

es cierto pese a que las leyes de la Mecanica, que rigen el movimiento de las moléculas, son re-

versibles.

(a)

(b)

(©)

La diferencia basica entre los estados inicial y
final de un proceso irreversible es que el cono-
cimiento de los estados microscopicos en que
se puede encontrar el sistema en el estado final
es menos preciso que en el estado inicial. Por
ejemplo, en el caso de la Fig. 16.1, en el es-
tado (a), cada molécula puede estar en una
cualquiera de las dos mitades 4 o B del reci-
piente, mientras que en el estado (b) sabemos
con certeza que esta en la mitad 4. En otras
palabras, en el estado final contamos con me-
nos informacion acerca de la posicion de las
moléculas. El estado final es un estado menos
ordenado del sistema.

Veremos que la entropia (o el peso estadistico,
que esta intimamente relacionado con la en-
tropia) es una medida cuantitativa del “grado
de desorden” del estado (macroscopico) del
sistema: cudnto mas desordenado estd, mayor
es su entropia. Por ejemplo, si un cristal mo-
noatoémico se sublima convirtiéndose en vapor,
el estado inicial es muy ordenado pues los

Fig. 16.1. Moléculas de gas en un
recipiente: (@) distribucién uniforme en
el volumen completo (A+B), (b)
fluctuacion grande de la densidad con
todas las moléculas en la mitad A, (c) €l
gas comprimido hacia A y mantenido alli
por medio de un tabique.

atomos realizan vibraciones de pequefia am-
plitud alrededor de posiciones de equilibrio
regularmente dispuestas en la red cristalina; en
cambio, en el estado final los 4&tomos del vapor
se mueven casi completamente al azar en todo
el volumen disponible.

Por ser una medida del grado de desorden del estado de un sistema, la entropia es una funcion de
estado: si el sistema sufre una transformacion de un estado inicial a uno final, su variacion no
depende de como se efectia la transformacion. Volvamos por un momento sobre los experi-
mentos de Joule (Capitulo 4): la temperatura del agua se puede aumentar ya sea realizando tra-
bajo mecanico sobre ella, o poniéndola en contacto con una fuente térmica. En ambos casos ocu-

? El tiempo caracteristico para que eso ocurra es del orden de ¢ = L/c, donde L es la dimensién del recipiente y ¢ la

velocidad del sonido en el gas. Para L ~ 10 cm y ¢ ~ 3x10* cm/s resulta £ ~ 3x10*s.
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rre el mismo aumento del desorden (asociado con la agitacion térmica de las moléculas), esto es,
la misma variacién de la entropia. En este caso también hay una variacion de la energia del sis-
tema, pero esto no es esencial en lo que se refiere a la entropia. En la expansion libre (adiaba-
tica) de Joule la energia del gas no varia porque no entra calor al sistema y no se realiza ninglin
trabajo en el ambiente, pero como vimos la entropia aumenta. La entropia no se refiere al ba-
lance de energia de los procesos, que se relaciona con la energia interna y la Primera Ley. La
entropia tiene que ver con la direccion de los procesos naturales y proporciona criterios cuanti-
tativos al respecto.

El peso estadistico de un macroestado

Para aplicar las ideas basicas que presentamos recién es preciso formularlas con precision, intro-
duciendo una medida cuantitativa del “desorden” de un sistema. Con ese fin vamos a considerar
con mas detalle la relacion entre la descripcion de los estados macroscopicos y microscopicos,
que para abreviar llamaremos macroestados y microestados, respectivamente.

Macroestados

Para simplificar la discusion consideraremos un sistema de N moléculas idénticas (un solo com-
ponente). El macroestado del sistema se puede especificar de varias maneras, segun sean las
restricciones que se impongan. Por ejemplo, el volumen de un gas dentro de un cilindro de pare-
des rigidas tiene un valor fijo, pero si el cilindro estd cerrado por un piston que mueve libre-
mente, sobre el cual aplicamos una presion externa constante, el gas (si esta en equilibrio) esta
obligado a mantener la misma presion. En general, llamaremos restricciones a las condiciones
impuestas sobre el sistema que obligan que una o mas de sus variables tomen valores definidos.
Consideraremos por ahora un sistema totalmente aislado. Entonces E, 'y N son fijos y deter-
minan por completo el macroestado de equilibrio del sistema. Para un macroestado que no sea
de equilibrio hay que especificar otros parametros macroscopicos. Por ejemplo, si nuestro sis-
tema es un gas, hay que especificar (entre otras cosas) la densidad de particulas en todo punto y
en todo instante. O, si queremos ser mas realistas, tendremos que especificar la densidad de par-
ticulas promediada sobre elementos de volumen finitos e intervalos de tiempo finitos, segiin sean
las resoluciones espacial y temporal de nuestras medidas. En el equilibrio estas variables adicio-
nales tienen valores definidos: por ejemplo la densidad de particulas de un gas es N/V. Indicare-
mos con « al conjunto de estas variables adicionales (que pueden ser muchas) de modo que un
macroestado se especifica dando (E, V, N, a). Se debe notar que para los estados de no equili-
brio, nuestra especificacion depende del cuan exactas sean nuestras observaciones.

Microestados

La descripcion completa de un microestado es muy complicada, pues en ella interviene un ni-
mero de parametros del orden de N (para un mol N = Ng = 6 x 10%%). Afortunadamente, para la
discusion del equilibrio no hace falta un conocimiento detallado de los microestados, basta con
saber cuantos microestado corresponden a cada macroestado. La idea basica es pues simple,
pero es necesario recurrir a un artificio. Consideremos por ejemplo un gas en una caja de volu-
men ¥V, completamente aislado. Claramente, hay un niimero enorme de maneras de asignar las
posiciones Iy,5,...,Iy y las cantidades de movimiento Py, Po,..., Py de las moléculas de modo
que correspondan a un dado macroestado (por ejemplo, el estado de equilibrio con energia E).
Ademas, cada posicion puede tomar una infinidad continua de valores (todos los puntos dentro
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de V), y lo mismo ocurre con las cantidades de movimiento. En una descripcion clésica, los dife-
rentes microestados forman un continuo no numerable, lo cual plantea una dificultad.

Se puede eludir la dificultad, si recordamos que ninguna medicion tiene precision matematica
absoluta: toda medida de la posicion de una molécula tiene un margen de incerteza or y toda
medida de la cantidad de movimiento tiene una incerteza p (que dependen de la resolucion de
nuestros instrumentos). Por lo tanto, los valores de ry,l5,...,Iy ¥ Pp, P2,---, PNy que se pueden
observar forman en realidad un conjunto discreto, y entonces los microestados también forman
un conjunto discreto y los podemos contar. Sin embargo, esta forma de “contarlos” contiene un
elemento de arbitrariedad. El problema de contar los microestados se aclara si adoptamos el
punto de vista de la Mecanica Cuantica. De acuerdo con la Mecéanica Cuéntica, los microestados
no forman un conjunto continuo, sino discreto. En consecuencia existe un nimero entero de mi-
croestados y éstos se pueden contar sin incurrir en arbitrariedad.

En vista de lo anterior, haremos la suposicion que en general todo macroestado de un sistema
comprende un numero perfectamente definido de microestados.

Peso estadistico de un macroestado

Dejando por ahora de lado el problema de como proceder para contar los microestados, supon-
gamos que lo sabemos hacer. Indicaremos entonces con Q(E,V,N,a) el nimero de microesta-
dos que corresponden al macroestado especificado por (E,V,N,a), y cuya energia estd com-
prendida en el pequefio intervalo entre £y E + 6E. El nimero Q(E,V,N,a) se llama peso esta-
distico del macroestado (a veces se lo llama también “probabilidad termodinamica” pero no es
un buen nombre, pues €2 no es una probabilidad en el sentido ordinario del término). Del mismo
modo, indicaremos con Q(E,V, N) el peso estadistico del estado de equilibrio.

Equilibrio de un sistema aislado

Queremos ahora encontrar la condicion de equilibrio de nuestro sistema. El estado de equilibrio
esta completamente determinado, como se dijo, por (E, V, N); para los macroestados fuera del
equilibrio hay que especificar también las variables adicionales a. A cada eleccion de o le co-
rresponde un peso estadistico Q2(E,V,N,a). Ahora bien, debido a la agitacion térmica y a las
interacciones entre las moléculas, el microestado del sistema cambia continuamente. De resultas
de esto, con el correr del tiempo el sistema pasa por todos los microestados compatibles con los
valores fijos de E, 'y N.

Vamos a introducir ahora el postulado de las probabilidades iguales a priori:

Todos los microestados compatibles con las restricciones impuestas al sistema son igual-
mente probables.

Este postulado tiene como consecuencia inmediata que la probabilidad de encontrar al sistema
en el macroestado especificado por (E,V,N,a) es proporcional a Q(E,V,N,a). El estado de
equilibrio del sistema corresponde a un valor particular de a. Introducimos ahora un segundo
postulado:

El equilibrio corresponde al valor depara el cualQ(E,V,N,a) alcanza su valor ma
ximo, con E, V, N) fijos.

Este postulado implica que el estado de equilibrio es el estado de probabilidad maxima. Su justi-
ficacion es que el peso estadistico del estado de equilibrio de un sistema macroscopico (que tiene
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un nimero muy grande de particulas), es enormemente mayor que el de los macroestados que
difieren apreciablemente de €l. Puesto que el lapso durante el cual el sistema permanece en cada
macroestado es proporcional al peso estadistico del mismo, es evidente que si se lo observa du-
rante cierto tiempo, en el cual pasa de un microestado a otro, se lo encontrara casi siempre en el
estado de maximo peso estadistico (salvo fluctuaciones que, como veremos, son casi insignifi-
cantes). También resulta claro que si se prepara especialmente al sistema para que esté en un es-
tado fuera del equilibrio (como en el ejemplo que dimos al comienzo de este Capitulo), tendera
rapidamente al equilibrio. Incluso fluctuaciones muy pequenas respecto del equilibrio seran muy
poco frecuentes. En la practica nunca se observan desviaciones sustanciales desde el equilibrio,
salvo que se perturbe al sistema desde el exterior.

Estas afirmaciones parecen razonables, pero no las hemos probado, y su justificacion consiste en
el éxito de la teoria que se desarrolla a partir de los postulados anteriores.

Definicion de la entropia de un sistema aislado

El hecho que el estado de equilibrio de un sistema aislado es aquél de maximo peso estadistico
sugiere que debe existir una relacion entre 2y la entropia. En efecto, en Mecanica Estadistica se
define la entropia mediante la ecuacion

SE,V,N,a) = KkInQ(E,V,N,a) (16.1)

donde k es la constante de Boltzmann®. Veremos ahora que la entropia que acabamos de definir
con la (16.1) coincide con la que introdujimos en el Capitulo 5 basandonos en consideraciones
puramente termodinamicas.

Con base en la (16.1) podemos traducir nuestros enunciados acerca de £2 en enunciados acerca
de la entropia:

Durante los procesos reales de un sistema aislado la entropia siempre crece. En |el estado
de equilibrio, la entropia alcanza su valor maximo.

Este enunciado es la Segunda Ley de la Termodinamica, que ahora aparece como una conse-
cuencia de los postulados de la Mecanica Estadistica. Este enunciado junto con la (16.1) dan la
conexion entre el punto de vista microscopico de la Mecanica Estadistica y la Termodindmica
clasica que desarrollamos en los capitulos precedentes.

El postulado de equilibrio que introdujimos en este Capitulo es muy importante. En efecto, como
ya vimos en el Capitulo 8, a partir de ¢l se pueden deducir los conceptos de temperatura y pre-
sion y sus definiciones matematicas en términos de la entropia. Repetiremos brevemente esas
consideraciones para mostrar la conexion con el concepto de peso estadistico de un macroestado.
Con este fin aplicaremos el postulado de equilibrio a un sistema aislado 4, que tiene una energia
E, ocupa un volumen /'y contiene N moléculas. Vamos a suponer que ese sistema esta dividido

’ Esta ecuacion esta grabada en la tumba de Boltzmann. No estd demas mencionar aqui que los trabajos de

Boltzmann fueron muy criticados en su tiempo, y entendidos mal. Sus conclusiones recién se impusieron cuando los
descubrimientos de la Fisica Atdmica que comenzaron a producirse poco antes de 1900 consolidaron la teoria
atomica de la materia, y cuando finalmente se reconocié que los fenomenos asociados con las fluctuaciones (como

el movimiento Browniano) sélo se pueden explicar por medio de la Mecanica Estadistica.
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en dos subsistemas, que llamaremos 1y 2 (ver la Fig. 16.2). El limite que separa los dos subsis-
temas tiene caracteristicas que por ahora no especificamos. Tendremos entonces que

E1+E2=E y V1+V2=V , N1+N2=N (162)

donde E, V'y N son fijos. Supongamos que esta division de la energia, el volumen y la cantidad
de materia entre 1 y 2 no corresponde al equilibrio. Para cada division (16.2) de E, V'y N entre
los dos subsistemas, de acuerdo con la ec. (16.2) tendremos que

Q(E,V,N,Vj, Ny) = Q1(E1, Vi, N QL (B, Vs, Ny) (16.3)

donde £2; es el peso estadistico del
macroestado (E;,Vj,N;) del subsiste-
ma 1 y anadlogamente para €. El pri-
mer miembro de la (16.3) es el peso es-
tadistico del macroestado del sistema
compuesto correspondiente a esa divi-
sion de energia, volumen y numero de
particulas. La ec. (16.3) expresa el he-
cho evidente que cualquier microes-
tado del subsistema 1 se puede com-
binar con cualquier microestado del
sistema 2. Debido a las restricciones
(16.2) no podemos elegir arbitraria-
mente todas las cantidades E;,Vj, Ny,
E>, Vs, N, y hemos tomado como variables independientes a E;,Vj, N;, que corresponden a las
cantidades que antes llamamos a.

Usando la definicion (16.1) de entropia, podemos escribir que la entropia del sistema 4 es la
suma de las entropias de los subsistemas 1y 2:

Fig. 16.2. Sistemaaislado dividido en dos subsistemas
ly 2

SEV,N,E W, Ny) = S(E, VL, Np) + S (B, Vo, Ny) (16.4)

donde S, S, y S son las entropias de los subsistemas 1 y 2 y del sistema combinado, respecti-
vamente. Vemos entonces que con nuestra definicion (16.1) la entropia es una propiedad aditiva.
Esa es la razon por la cual es preferible trabajar con la entropia en lugar del peso estadistico.

Con la definicion (16.1) de entropia, el problema del equilibrio de un sistema aislado es idéntico
al que ya estudiamos en el Capitulo 8. Por lo tanto no vamos a repetir ese analisis, solo recorda-
remos que tomando la entropia como la magnitud fundamental, podemos definir la temperatura
absoluta 7, la presion p y el potencial quimico u de un sistema en equilibrio por medio de

1 oS oS oS
o = , =T — , =-T| — 16.5
(el o P ), e

En consecuencia podemos identificar la entropia, definida por la (16.1) en términos de las pro-
piedades microscopicas del sistema, con la funcidon de estado que definimos en el Capitulo 5 en
base a argumentos puramente termodinamicos, es decir macroscopicos.
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El equilibrio de un sistema en un bafio calorifico y la distribucion de Boltzmann

Consideremos ahora el mismo sistema A de antes, pero ahora supondremos que estd sumergido
en un bafio calorifico B a la temperatura 7 (Fig. 16.3). Igual que antes consideraremos un sis-
tema compuesto aislado C, pero ahora supondremos que los subsistemas, es decir 4 y B, son de
tamafio muy diferente. Habra transferencia de energia entre 4 y B, pero debido a su gran tamafio,
la temperatura del bafio calorifico se mantiene constante. Por lo tanto la temperatura de 4,
cuando estd en equilibrio térmico con el bafo calorifico, es también 7, pero su energia no esta
fija. Queremos averiguar en qué sentido se puede atribuir un valor a esa energia.

El sistema combinado C estd totalmente

aislado, y suponemos que el volumen y el

nimero de particulas de 4 estan fijos. Por

lo tanto el macroestado de equilibrio del
V. N sistema A esta especificado por 7, V'y N.
El sistema A4 tiene un conjunto discreto de

microestados que llamaremos 1,2,...,r,...

T y cuyas energias’ son Ej,E,,...,E,,.... En

general la energia por si misma no basta

para determinar un inico microestado: mu-

chos microestados pueden tener la misma

energia y diferir en algunas otras caracte-

Fig. 16.3. Sistemade N particulasy volumenV ~ Tristicas. Por lo tanto un dado valor de la

fijo en un barfio calorifico alatemperaturaT. energia aparece repetidamente en la suce-
sion, que ordenaremos de modo que

Ei<E=...<E =... (16.6)

Vamos a elegir ahora un 6E que sea menor que el espaciado minimo de los niveles de energia
(16.6), de modo que en un intervalo dado SE haya cuanto mucho un nivel de energia (que sin
embargo corresponde a varios microestados diferentes del sistema).

El sistema mas el bafio calorifico equivale al sistema compuesto de la Fig. 16.2 si identificamos
A con el subsistema 1 y B con el subsistema 2. Este sistema combinado tiene una energia cons-
tante Eg, porque esta aislado. Por lo tanto podemos usar los resultados anteriores. En particular,
la probabilidad P, de encontrar 4 en el macroestado  con energia E, es proporcional al nimero
de estados del bafio calorifico compatibles con E,. Estos estados del bafio calorifico deben tener
una energia en el intervalo entre Eq — E, y Ej - E, + 0E. Sea Qg(Ey — E;) el numero de tales
estados; entonces, omitiendo los argumentos /'y N que se mantienen constantes, se tiene

B =ctexQp(E-E) (16.7)

La probabilidad correctamente normalizada es

* Estas energias dependen de V'y de Ny se deberian obtener resolviendo la ecuacion de Schrodinger para el sistema
de N particulas. En la practica puede ser imposible escribir expresiones explicitas para las E,(V,N), pero ese no es un

obstaculo conceptual que nos impida desarrollar nuestros argumentos.
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— QB(EO_EY) 168
T Y QB - ) (169
J

donde la suma que figura en el numerador se efectia sobre todos los microestados del sistema.
Usando la definicion (16.1) de entropia, podemos escribir la (16.7) en la forma

P =cte.x exp[Ss(Ep - E; )/ K] (16.9)

Hasta aqui nuestras formulas tienen validez general. Ahora usaremos la hipdtesis que el subsis-
tema B es un bafio calorifico, esto es, que su energia promedio es muy grande comparada con la
del sistema, de modo que E, << Ej. Desde ya esta desigualdad no se puede cumplir para fodos
los estados posibles » de 4, pero seguramente se cumple para todos aquellos que tienen una pro-
babilidad razonable de ocurrir y en particular, para el sistema en contacto con el bafio calorifico,
para los estados cerca del equilibrio térmico.

Desarrollamos ahora S3(Ey - E; ) en serie de Taylor

1 _1 _E 0%(Ey) | E? 9°Ss(Ep)
- Se(Bo - B) = Sa(Bo) -] PR S (16.10)

donde las derivadas parciales se toman a 'y N constantes. Por la (16.5) tenemos

7(Bo) _ 1 (16.11)

By T

El tercer término de la serie (16.10) depende de la variacion de temperatura del bafio calorifico
debido al intercambio de calor con el sistema. Por definicion de bafio calorifico ese término es
despreciable. Conservando entonces hasta el término lineal en E; en la (16.10) resulta

1 1
So(Eo-E) = Sa(Eo)- FE, (16.12)
donde introdujimos el parametro de temperatura
p=L (16.13)
KT '
Usando (16.12) y (16.13) podemos escribir la (16.9) en la forma
P = EpS (16.14)
Z
donde la constante de normalizacion Z esta dada por
y EG‘ﬁEr (16.15)
.

para asegurar la correcta normalizacion de las probabilidades. La ec. (16.14), nuestro resultado
final, es la famosa distribucion de Boltzmann, que expresa la probabilidad que un sistema que
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estd en un bario calorifico a la temperatura T se encuentre en un estado particular. Esta proba-
bilidad depende de la energia del estado. La unica propiedad del bafo calorifico del cual de-
pende es su temperatura. La cantidad Z definida por la (16.15) es la funcion de particion del
sistema y cumple un rol fundamental en la descripcion de sistemas a temperatura fija.

La (16.15) es una suma sobre todos los microestados del sistema, pero las energias de esos mi-
croestados no son todas diferentes. Si g(E,) es el nimero de microestados que tienen la energia
E,, podemos agrupar los términos que corresponden a E, y escribir la (16.15) como

Z=SgE)e s (16.16)

donde aqui la suma es sobre todas las energias diferentes E,. Entonces la probabilidad de que el
sistema se encuentre en el macroestado de energia E, estd dada por

P(E) = 5 9(E)e 75 (16.17)

puesto que hay g(E,) microestados diferentes que tienen esa energia y cada uno de ellos tiene la
misma probabilidad (16.14) de ocurrir.

A partir de la distribucion de Boltzmann podemos calcular de inmediato el valor medio de la
energia del sistema en su bafo calorifico. De (16.14) y (16.15) se obtiene:

dinZ
p

E=SPE =- (16.18)

La derivada parcial indica aqui que los niveles de energia E, se mantienen constantes, pues no
dependen de la temperatura, sino solamente de la estructura microscopica del sistema. Por lo
tanto dependen solamente de los parametros externos que determinan la estructura del sistema,
como por ejemplo el volumen, el campo magnético, etc., segun el caso. Estas son las variables
que se mantienen fijas en la (16.18). Para que la discusioén no sea demasiado abstracta, en ade-
lante vamos a suponer que el volumen es el pardmetro externo variable.

La energia dada por la (16.18) es la energia media del sistema. Debido a la presencia del bafio
calorifico el valor instantaneo de la energia fluctua alrededor de ese valor medio. Nos interesa
ahora estimar la magnitud de esas fluctuaciones. Esa magnitud se mide por la desviacion stan-
dard (también llamada desviacion cuadratica media) AE. Si definimos el valor medio f(E) de
la cantidad f(E,;) respecto de la distribucion de probabilidad B como

f(B)=3SRiE) (16.19)

la desviacion standard AE se define por medio de

(AE)?2 = (E-E)2 = E2-E2 (16.20)

Derivando InZ dos veces respecto de 8y usando las ecs. (16.18), (16.14) y (16.15) resulta

2
otInz _ B __dTE _\12c (16.21)

2 _
(4E)" = ap? B dBaT
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donde C=0E/JT es la capacidad calorifica del sistema a parameros externos constantes (es
decir, a volumen constante).
La fluctuacion relativa, es decir la razén AE/E, es entonces:

AE  +KT2C

— = 16.22
£ 5 ( )
Ahora bien, tanto C como E son magnitudes extensivas y por lo tanto proporcionales a N, mien-
tras que KT2 no depende de N. Por lo tanto

AE 1

= (16.23)
N

Vemos asi que la fluctuacion relativa de la energia de un sistema en un bafio calorifico es tanto
menor cuanto mayor es el tamafio del sistema. Para un sistema macroscopico, donde N =107
resulta AE/E =107 Por lo tanto, las fluctuaciones son extremadamente pequeiias y a los fines
practicos la energia de un cuerpo de tamarno macroscopico esta bien determinada.
El resultado (16.23) es muy importante y general, pues estimaciones semejantes se obtienen para
las fluctuaciones relativas de otras magnitudes. Es la justificacién de porqué la mecanica esta-
distica puede hacer afirmaciones cuantitativas definidas acerca de sistemas macroscopicos.
Existen sin embargo situaciones especiales donde pueden ocurrir grandes fluctuaciones relativas
en sistemas macroscopicos. Un caso es el de un liquido en equilibrio con su vapor saturado. Su-
pongamos que ese sistema se sumerge en un bafio calorifico a la temperatura 7'y se lo mantiene
a presion constante, igual a la presion de vapor correspondiente a esa temperatura. En este caso
T no determina la energia del sistema: si se transfiere energia del bafio al sistema liquido-vapor,
o bien se evapora liquido, o se condensa vapor, pero la temperatura del sistema sigue siendo la
misma (el sistema se comporta como si C = «). De esta forma la energia del sistema liquido-va-
por puede variar ampliamente entre las situaciones extremas de “sé6lo liquido presente” y “solo
vapor presente”. Por lo tanto la energia no esta bien determinada y tiene grandes fluctuaciones.
Al mismo tiempo hay también grandes fluctuaciones del volumen del sistema. Otro ejemplo de
grandes fluctuaciones esta dado por las que ocurren cerca del punto critico de una sustancia.
Por lo comin AE/E es muy pequefia para los sistemas macroscopicos, y esto significa que la
distribucion de probabilidades (16.17) tiene un maximo muy angosto y puntiagudo en E como
se muestra (cualitativamente) en la Fig. 16.4. Veamos el porqué de esta caracteristica. Para un
sistema macroscopico, la densidad de niveles de energia (nimero de niveles E; por unidad de
intervalo de energia) es muy grande, de modo que los niveles forman practicamente un continuo.
Resulta pues conveniente introducir una funcion densidad de niveles f(E) de modo que
f(E)dE representa la cantidad de microestados con energia en el intervalo (£, E + dE). Enton-
ces por la (16.17), la probabilidad que el sistema tenga una energia en ese intervalo es:

P(E)dE = % f(E)e PEdE (16.24)
La funcion f(E) de un sistema macroscopico crece muy rapidamente con E. Por ejemplo, para
un gas ideal f(E) o E3N/2-1 por otra parte el factor de Boltzmann e P decrece exponencial-

mente con la energia. El producto de esos dos factores tiene un maximo muy agudo, como se
muestra (cualitativamente) en la Fig. 16.4.
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Este resultado se puede generalizar. En la mayoria de los casos un sistema macroscopico se
comporta del mismo modo, ya sea que se lo considere aislado (con £, V'y N fijos) o en un bafio
calorifico (con T, V, N fijos y energia promedio E = E). La misma conclusion se obtiene para
otras elecciones de las variables independientes, por ejemplo para 7, p y N. Es una cuestion de
conveniencia cudles variables se elijan. Del punto de vista teorico es preferible tomar 7'y V'
como variables independientes, pues si p se mantiene constante los niveles de energia (que de-
penden de V) se modifican y eso complica el analisis. En adelante escribiremos E en lugar de E,
y lo mismo haremos con otras cantidades macroscopicas cuyas fluctuaciones son despreciables.
Claramente, las consideraciones que
P(E) nos permitieron deducir la distribu-
cion de Boltzmann se pueden aplicar
a cualquier sistema que es parte de
otro mucho mayor, que cumple el rol
de bafio calorifico. En particular se
AE pueden aplicar a una unica molécula:

en tal caso, el resto del medio actua
como bafo calorifico para esa parti-
cular molécula, cuya energia, como es
obvio, fluctua fuertemente. En general
las fluctuaciones relativas de un sis-
J L tema formado por pocas moléculas o
por una Unica molécula son grandes.

E Al estudiar un sistema macroscopico
se puede tomar un punto de vista dife-

Fig. 16.4. Distribucion de energia P(E) para un cuerpo

macroscopico. El ancho AE del pico es la desviacion
standard. Lafigura es cualitativa.

rente, que consiste en construir men-
talmente una coleccion de un numero
n muy grande de sistemas idénticos,
en contacto térmico débil entre si, cada uno de los cuales tiene N, V'y T fijos. Se puede pensar
entonces que uno cualquiera de ellos es “el sistema” y que el “bafio térmico” es el conjunto de
los restantes. Se puede hacer tender #» al infinito, y asi deshacerse de fluctuaciones indeseables.
Los resultados son equivalentes a los que ya obtuvimos. La colecciéon mental de sistemas
idénticos se denomina ensemble, en particular, ensemble canonico cuando N, V'y T estan fijos
para cada sistema.

Dada la importancia de la distribucion de Boltzmann presentaremos otra deduccion de la misma,
que pone de manifiesto las hipotesis subyacentes. Consideremos un trozo de materia que llama-
remos el “sistema”, compuesto de moléculas y cuya temperatura 7 se mantiene constante me-
diante algin mecanismo oportuno. Dentro de este sistema elegimos una porcion, que llamaremos
“subsistema”. Nos preguntamos ahora cudl es la probabilidad que las moléculas del subsistema
tengan determinadas posiciones y cantidades de movimiento. Como el sistema estd en equilibrio,
esta probabilidad no cambia con el tiempo, pese a que las moléculas se mueven aleatoriamente.
Para una sola molécula indicaremos con P(r,p)drdp la probabilidad que su posicion se en-
cuentre en el intervalo (r,r +dr) y su cantidad de movimiento esté en el intervalo (p, p+ dp).
Para varias moléculas, indicaremos con P(ry, py;fo, Po;---; Iy, Pn)drdpdrodp, ... drydpy la pro-
babilidad que la primera molécula se encuentre en el intervalo (ry,ry +dry;p, pp+dpy) vy al
mismo tiempo la segunda molécula esté en el intervalo (r,,r, + dry; Po, Po + dp,) y asi siguiendo
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para las demas. Se podria pensar que la funcion P(ry, p;;fa, Poi-..; Iy, Py) € muy complicada,
pero como estamos considerando un sistema en equilibrio se obtiene una expresion simple.
Como el subsistema intercambia continuamente energia con el sistema debido a las interacciones
moleculares, es natural suponer que P debe ser funcion de la energia E del subsistema y de la
temperatura del sistema (considerado como un todo). No hay otras cantidades mecénicas simples
que puedan ser relevantes. Por otra parte, la probabilidad es una magnitud sin dimensiones,
luego debe ser funcion de una combinacion adimensional de £y f =1/KT. En consecuencia,
P = P(BE). Esta es una expresion sencilla, pero debemos recordar que £ depende de todas las
posiciones y cantidades de movimiento.

Para encontrar la forma de la funcion P(SE), consideremos dos sistemas independientes 1 y 2,
ambos a la misma temperatura 7 (por ejemplo, dos cavidades que contienen gas dentro de un
mismo bloque de metal mantenido a la temperatura 7). La probabilidad que el sistema 1 se en-
cuentre en un determinado microestado es P(PE;), y la probabilidad que el sistema 2 esté en
otro microestado dado es P(BE,). Si ahora consideramos los dos sistemas juntos, la probabili-
dad de encontrar ambos sistemas en los microestados dados debe ser

P(ﬁ(El + Ez)) (16.25)

ya que la energia del conjunto es la suma de las energias de sus partes. Pero como los sistemas
son independientes, se debe cumplir que

P(B(E, + Ey)) = P(BE,)P(BE,) (16.26)

Veremos que la (16.26) permite determinar la forma de la funcion P. En efecto, si ponemos
X1 = PE1, Xo = BE,, la (16.26) se escribe

P(Xq + Xo) = P(X)P(X5) (16.27)

Derivamos ahora la (16.27) primero respecto de X; y luego respecto de Xj:

P'(% + %) = P'(X)P(x2) , P'(X +X%3) = P(X)P' (%) (16.28)

De las (16.28) se desprende que

P00 _ P'02) _ g (16.29)
P(x)  P(xz)

donde B no depende ni de X; ni de X,.La solucion de la (16.29) es:

P(BE) = cte. x €%/ (16.30)

donde la constante de integracion podria depender de la temperatura. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer B = 1, pues cualquier otro factor numérico se puede absorber en la constante
k. Tenemos que descartar B = +1, pues es absurdo que P(BE) crezca exponencialmente con E.
Por consiguiente debe ser B = -1, de modo que finalmente resulta la distribucion de Boltzmann

P(BE) x e E (16.31)
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El valor de la constante se determina normalizando la probabilidad, como antes.

Esta discusiéon muestra que la ley de Boltzmann depende basicamente de dos hipoétesis: (a) la
aditividad de la energia de sistemas independientes, y (b) que las probabilidades son multipli-
cativas, esto es que para todo i, j la probabilidad de encontrar la molécula i en el intervalo
(r,r, +dr;p, P +dp) es independiente de la probabilidad de encontrar la molécula j en el in-
tervalo (rj,r; +drj;p;, pj +dp;). Por lo demas, el argumento es completamente general y por lo
tanto la ley de Boltzmann se puede aplicar a cualquier sistema que esté en equilibrio térmico.

Definicion general de la entropia

Anteriormente definimos la entropia de un sistema aislado. Ahora daremos una definicion ge-
neral, y la aplicaremos al caso de un sistema en un bano calorifico.

Sea un sistema macroscopico cuyos microestados denominamos 1, 2, ..., 7, ... , y sea P la pro-
babilidad de que el sistema se encuentre en el estado ». No hemos especificado por ahora restric-
ciones sobre el sistema, y por consiguiente no conocemos los valores de las probabilidades B,
salvo la condicidon de normalizacion

TR =1 (16.32)

Se puede demostrar entonces que la entropia del sistema estd dada, con bastante generalidad,
por

S=-kSPInP (16.33)
r

Para deducir la (16.33) imaginemos un nimero muy grande, ¢, de réplicas idénticas de nuestro
sistema, cada una de las cuales tiene la misma distribucion de probabilidades B de estar en el
microestado 7 (r =1,2,...). Es obvio que para g suficientemente grande, el nimero de sistemas
del conjunto que estan en el estado r viene dado por

o =P (16.34)

Consideremos el peso estadistico €2, del conjunto de esas replicas cuando ¢y de ellas estan en el
estado 1, Q, estan en el estado 2, etc.. Claramente Qq es el nimero de maneras de obtener esa
particular distribucion, o sea

_ g
“q = Q! o!...q ... (16.35)

De la definicion de Boltzmann (16.1) de la entropia se deduce entonces que la entropia del con-
junto esta dada por

ql
=klnQ, = kIn————=k|qglng- Y g, Inq (16.36)
a a ' e!...qpl... [ 2 ' r}

donde en el ultimo paso empleamos la féormula de Stirling

Ing'=qlng-q (16.37)
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que podemos usar pues para g suficientemente grande los nimeros ¢, también son muy grandes.
Si sustituimos la (16.34) en la (16.36) y usamos la normalizacion (16.32) resulta:

§ =-ka¥RInk (16.38)
r

Puesto que la entropia es extensiva, tenemos que la entropia de un solo sistema es

S=%=—k2F}InF} (16.39)
r

que es precisamente el resultado buscado.

Vamos a ver ahora que para un sistema aislado la definicion general (16.33) se reduce a la de-
finicion original (16.1), de modo que ambas definiciones son consistentes. Para un sistema
aislado, con energia entre Ey E + 6E hay Q(E,V,N) microestados diferentes con energia E;
en ese intervalo. La probabilidad de encontrar al sistema en uno de esos microestados es enton-
ces 1/ Q(E,V,N), y la probabilidad de encontrar al sistema con energia fuera del intervalo 6E
es estrictamente nula. Luego hay exactamente Q(E,V,N) términos no nulos en la suma de la ec.
(16.33), y para cada uno de estos P. =1/ Q(E,V,N), de modo que la (16.33) se reduce a

SE,V,N) = kInQ(E,V, N) (16.40)

que es consistente con la (16.1). En analogia con el ensemble canénico del que hablamos antes,
el ensemble microcanodnico se define como un conjunto de sistemas idénticos que no interactian,
cuya distribucion de probabilidades es B =1/ Q(E,V,N) si E<E, <E+6E y B =0si E se
encuentra fuera de dicho intervalo. La andloga definicion del ensemble canonico es: una colec-
cion de sistemas idénticos cuya distribucion de probabilidad esta dada por la (16.14).

Para obtener la entropia de un sistema en un bafio calorifico a temperatura 7 sustituimos la dis-
tribucion de Boltzmann (16.14) en la definicion general de entropia (16.33) y se obtiene

S(T,V,N)=kInZ+E/T (16.41)

En esta ecuacion Zy E y por lo tanto S son funciones de T, V'y N, a diferencia de la entropia de
un sistema aislado, que es funcioén de £, /'y N. Pero ya vimos que para un sistema macroscopico
a temperatura 7, las fluctuaciones de la energia son despreciables, es decir, la energia esta bien
definida y es igual a la energia media E . Por lo tanto la entropia de un sistema macroscopico en
un bafio calorifico también estd bien definida y es igual a la entropia de un sistema aislado con
energia E igual a la energia media E del sistema a la temperatura T:

T,V,N) =kInQ(E,V,N) (16.42)

Al tratar un sistema aislado, las cantidades estadistica- y termodinamicamente basicas fueron el
peso estadistico (E,V,N)y la entropia §E,V,N). Para un sistema en un bano calorifico, la
cantidad estadistica basica es la funcion de particion Z(T,V,N) y la magnitud termodinamica
correspondiente es la funcion de Helmholtz, o sea:

F(T,V,N) =-kTInZ(T,V,N) (16.43)
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Eliminando Z entre la (16.41) y la (16.43) obtenemos la relaciéon puramente termodindmica

F-E-TS (16.44)

donde escribimos E en lugar de E para la energia bien definida de un sistema macroscopico en
un bafio calorifico.

La Segunda Ley para los cambios infinitesimales

Queremos calcular ahora la diferencia de entropia entre dos estados de equilibrio de un sistema
que difieren infinitesimalmente. Consideramos un fluido y especificamos los dos estados por
medio de (B,V) y (B +dB,V +dV) respectivamente (8 =1/KT) (puesto que mantenemos cons-
tante el nimero de particulas », no lo escribiremos explicitamente).

Usando la (16.18) podemos escribir la expresion para la variacion de energia (como estamos
considerando un sistema macroscopico vamos a identificar la energia con la energia media):

dE = S RdE, + S E,dP. (16.45)
r r

Dada nuestra eleccion de variables independientes, tanto £ como dE dependen de Sy V. Vamos
a aclarar de que forma surgen estas dependencias. Ya dijimos antes que los niveles de energia
E, no dependen de f3 sino de los pardmetros externos, en este caso del volumen: E, = E (V).
Por otra parte por la (16.14) las probabilidades B dependen de 8 y también del volumen, a tra-
vés de las E;.

Ahora vamos a eliminar las P, de la (16.45) para escribir dicha ecuacion en términos de canti-
dades puramente termodinamicas, es decir macroscopicas.

Consideremos el término Y E.dP, . De la (16.14) tenemos

E, =—%(InZ+InR) (16.46)

Entonces

SEOR = -3 (NZ+INR)IR, = - SInRR (16.47)

r

puesto que ¥ dR = 0. De la definicion general de entropia (16.33) resulta

dS=-kTd(P InP)=-kSdP InP, (16.48)
r r

Si comparamos la (16.47) con la (16.48) obtenemos nuestro primer resultado:

SEdR = TdS (16.49)

Luego la segunda parte del cambio de energia (16.45), debido al cambio de la distribucion de
probabilidad de los diferentes niveles E,, se relaciona con la variacion de entropia del sistema.
Veamos ahora el término Y P.dE, . Lo podemos escribir en la forma
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SRUE - 3R Ef (16.50)

Ahora bien, si el sistema esta en el estado r, y si permanece en ese estado todo el tiempo, enton-
ces un cambio de volumen de V'a V + dV produce un cambio de energia

dE, = ‘ZEV dV = —p,dv (16.51)

Este es el trabajo realizado sobre el sistema en el estado r para producir el cambio de volumen, y
define la presion p, del sistema en el estado 7. Supongamos ahora que no tenemos la certeza de
que el sistema esta en el estado 7 sino que tenemos una distribucion de probabilidades B (como
ocurre si el sistema estd en un bafio calorifico); entonces la presion p esta dada por el corres-
pondiente promedio:

p= EF’Dr E gl d_v/ (16.52)

y la (16.50) queda

Y RdE = -pdV (16.53)
r

Este es el segundo resultado. Pero debemos tener cuidado antes de afirmar que la magnitud que
definimos mediante la (16.52) es efectivamente la presion. En nuestra deduccion esta implicita la
suposicion que el unico efecto de cambiar el volumen es un cambio de los niveles de energia. En
general esto no es cierto, pues en Mecanica Cuantica se demuestra que toda perturbacion del
sistema (como cambiar su volumen) induce transiciones entre los diferentes niveles de energia.
Por lo tanto, incluso si tenemos la certeza de que partimos con el sistema en el estado r, podria
no quedar en ese estado a medida que cambia el volumen. En ese caso la (16.53) no representa-
ria el trabajo efectuado al cambiar el volumen del sistema. Sin embargo, se puede mostrar que la
tasa de transiciones se vuelve despreciable siempre y cuando la variacion de la perturbacion (en
este caso la variacion del volumen) sea suficientemente lenta. Es decir, la tasa de transicion se
anula cuando la perturbacién varia con infinita lentitud (este resultado se denomina principio de
Ehrenfest). En otras palabras, el cambio de volumen debe ser cuasiestatico. Pero ésta es justa-
mente la forma como definimos en Termodindmica la presion y el trabajo asociado con ella.
Luego la (16.52) define la presion del sistema y la (16.53) es el trabajo asociado a una variacion
reversible de su volumen. Podemos observar que andlogamente a la (16.18) (donde ahora te-
nemos que calcular la derivada parcial a V' constante), la presion (16.52) se puede escribir como

p= %( ’3;'/2)/5 (16.54)

Este resultado se deduce directamente, derivando la (16.15).
Finalmente, si sustituimos las (16.49) y (16.53) en la (16.45) obtenemos la relacion termodina-
mica fundamental

dE = TdS- pdV (16.55)
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A partir de la presente deduccion vemos que la (16.55) vale en general para estados de equilibrio
infinitesimalmente proximos.

El equilibrio de un sistema con numero variable de particulas en un bafio calori-

fico

Hasta aqui hemos desarrollado dos puntos de vista para la Mecanica Estadistica y ahora presen-
taremos un tercero. Primero consideramos un sistema aislado (Fig. 16.2) en el cual la energia E,
el volumen ¥y el nimero de particulas N son fijos. La descripcion estadistica de este sistema se
hace en base al peso estadistico Q(E,V,N), lo cual conduce a la descripcion termodinamica en
términos de la entropia, definida por

S(E,V,N) = kInQ(E,V, N) (16.56)

El segundo punto de vista parte de considerar un sistema en el cual 7, 'y N son fijos, esto es, el
sistema esta en contacto con un bafo calorifico a la temperatura 7 (Fig. 16.3). En este caso, la
descripcion estadistica se basa en la funcion de particion Z(T,V,N), y lleva a una descripcion
termodinamica en términos de la energia libre de Helmholtz, pues de la (16.41) resulta

F(T,V,N) =-kTInZ(T,V,N) (16.57)

En este caso la energia no es constante sino que fluctua, pero para un sistema macroscopico esas
fluctuaciones son en general muy pequenas en términos relativos. Por lo tanto a los fines practi-
cos la energia tiene un valor bien definido, y al considerar las propiedades del sistema no tiene
importancia si se lo considera a energia fija (aislado) o a temperatura fija (en un bafo calorifico).
Existen situaciones concretas, sin embargo, en las cuales estos puntos de vista resultan poco
convenientes a los fines practicos, dado
que puede ser dificil el célculo de los
pesos estadisticos o de la funcion de
particion para N fijo. Para estos casos, y
también en aquellos en que N es varia-
ble, como ocurre para sistemas en los
que tienen lugar reacciones quimicas,
resulta 1til un tercer enfoque, que vamos
a considerar ahora. Este punto de vista
se obtiene considerando un sistema de

volumen fijo en un bafio calorifico a la
temperatura 7, pero ahora el bafio calo-

Fig. 16.5. Sistema de volumen V  fijo en un rifico actia también como un reservorio
bano calorifico/deposito de particulas a la (o depbsito) de particulas, que puede
temperatura T.

intercambiar con el sistema. Se puede
imaginar, por ejemplo, que tenemos una gran extension de un fluido, y que dentro de la misma
consideramos una cierta porcion, limitada por una superficie ideal fija. Esa porcion constituye
nuestro sistema, y el resto del fluido es al mismo tiempo el bafio térmico y el reservorio de par-
ticulas. Por lo tanto, el contorno del sistema permite tanto la transferencia de energia como de
particulas con el bafio térmico/reservorio. En esta situacion tanto la energia como el nimero de
particulas del sistema fluctuan, pero en general esas fluctuaciones seran despreciables para un
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sistema macroscopico. Por ejemplo, para un gas en equilibrio la densidad media dentro de un
volumen de dimensiones macroscépicas esta bien definida.

Veremos que para describir este sistema (Fig. 16.5) hay que asignar el potencial quimico u,
ademas de Ty V, y que las descripciones estadistica y termodindmica llevan a dos nuevas canti-
dades: la gran funcion de particion Z(T,V,u) y el gran potencial U(T,V, u), relacionadas por

U(T,V, u) = -KTZ(T,V, w) (16.58)

Este planteo es conveniente en muchas aplicaciones, como se vera oportunamente. Para desarro-
llar la correspondiente teoria vamos a generalizar el método que usamos para estudiar un sistema
en un bafio calorifico. La diferencia es que ahora ademas de haber intercambio de energia tam-
bién hay intercambio de particulas. El sistema compuesto esta aislado, tiene el volumen Vj, y la
energia Ey y contiene Ny particulas. Estas cantidades se dividen entre el sistema y el
bafio/reservorio. El volumen V del sistema esté fijo, pero N puede variar, de modo que

N=0,123,... (16.59)

Para cualquier valor dado de N, el sistema tiene una sucesion de estados, que supondremos estan
ordenados por energia creciente:

EN,].S EN,Z =...= EN,r =... (1660)
de modo que Ey, es la energia del r-€simo estado de N particulas, que por brevedad llamare-
mos estado N,r. Claramente, si el sistema esta en el estado N,r el bafno/reservorio tiene la

energia Ey - Ey , contiene Ny — N particulas y ocupa el volumen Vg — V. El peso estadistico
de este estado es pues

Qg(Ey - EnyoVo - V. Ng - N) (16.61)

La probabilidad By , de encontrar el sistema en el estado N,r se deduce del postulado de proba-
bilidades iguales a priori y es

Py = cte.x Qg(Ey - Ey Vo = V,Ng = N) (16.62)

y en términos de la entropia del bafio/reservorio como

Py, = cte x e®(Eo=EnrVo-ViNo-N)/k (16.63)
Puesto que Eg >> Ey , Vo >>V y Ny >> N, podemos escribir

S(Eo - Eny Mo - V.Ng - N) = (SB —%V) - %EN,I’ - Z—I\SEN (16.64)

donde S = (Eg,Vp,Ng) y 0S5/ Ny = (0S5 / MVp)g, N, » €te.. Pero

S _1 &S _ u (16.65)
By, T ' N, T '
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donde Ty u son la temperatura y el potencial quimico del bafo/reservorio, y en el equilibrio son
iguales, respectivamente, a la temperatura y el potencial quimico del sistema. Por lo tanto

-Enr Vo-V,.Ng-N)= -—=V|-——+ = 16.66
(o~ By Vo= ViNo =N = S - G2 - e 2 (16.66)

Podemos sustituir esta expresion en la (16.63), y como V' se mantiene constante y sélo varian
Enr ¥ NV, podemos escribir

Py, = cte. x fN=En) (16.67)

La distribucion de probabilidad correctamente normalizada es entonces

eﬁ(MN_EN,r)
Pur = — (16.68)
donde hemos introducido la gran funcion de particion del sistema
Z=2(T,V,u)= 3 e/WN-Enr) (16.69)

N,r

La (16.68) se denomina distribucion de Gibbs, o distribucion gran canonica y es el resultado
basico a partir del cual se deducen las propiedades estadisticas de un sistema con un nimero va-
riable de particulas, las cuales se pueden expresar en términos de Z (que es funcionde 7, V'y u,
pues ahora el nimero de particulas no es constante). La gran funcion de particion desempefia un
rol central en esta teoria, del mismo modo que lo hace la funcién de particion Z para un sistema
con un numero fijo de particulas en un bafio calorifico.

La (16.69) se puede escribir como

Z(TV,u) = 3 Z(T,V,N) e~ (16.70)
N

donde

Z(T,V.N) = S e FEns (16.71)

es la funcion de particion ordinaria para N particulas.

Para expresar estos resultados en términos termodinamicos, deduciremos la expresion de la en-
tropia que corresponde a la distribucion de Gibbs (16.69). De acuerdo con la ec. (16.33) que da
la entropia para una distribucion general de probabilidad, tendremos en este caso

S= —kz PN,r |n PN,I’ = —kE PN,I’ ([J’MN - ﬁEN,r - InZ) (1672)
N,r N,r
0 S€a
_E_HN vinz (16.73)
T T
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donde

E- E I:)N,rEN,r ) N = E I:)N,rl\I
N,r N,r

son la energia media y el numero medio de particulas del sistema en el bafio/reservorio.

A partir de la (16.73) podemos definir el gran potencial como

U=U(T,V,u) = -kTInZ(T,V,u) = E - TS- uN

Comparando esta ecuacion con las ecs. (16.43) y (16.44), o sea

F=F(T,V,N)=-kTInZ(T,V,N)=E-TS

(16.74)

(16.75)

(16.76)

vemos que la (16.75) es la generalizacion de la (16.76) para el caso de un numero variable de

particulas, en el cual la funcion de particion Z se reemplaza por la gran funcion de particion Zy

la energia libre de Helmholtz F por el gran potencial U.

En el segundo miembro de la (16.75) figuran los valores medios de la energia y del numero de

particulas. Veremos ahora que por lo comun las fluctuaciones son despreciables para los siste-
mas macroscopicos. Por lo tanto para esos sistemas los valores medios se pueden interpretar

como los valores reales, bien definidos, de esas cantidades; en consecuencia omitiremos las “—"

y entonces la (16.75) representa la definicion puramente termodinamica del gran potencial.
Para calcular las fluctuaciones, partiremos de la expresion U = KT InZ(T,V, u) y de las (16.68)

y (16.69). Entonces

U SlN-Ey,p)

) kTS BN--$PR,N=-N
(&M)T,V NEr z M= 2R

Derivando nuevamente esta expresion tenemos

(azu) (oﬂ) (aPN,r) N
-] --3 e
AR Wiy W\ My

De la (16.68) tenemos

() ) 2]
Purl du Jry M Ity A

Por lo tanto

92U = N2 w2 2
(_2) = - ¥ BNPy (N - N) = -B(N“ - N<) = - B(AN)
TV N,r

donde AN es la desviacion standard de N. Por consiguiente
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1/2

(16.81)

Pero a partir de sus definiciones, sabemos que u es una variable intensiva y U es extensiva. En-
tonces resulta

~

AN
== 16.82
N ( )

1
VN
Para un sistema macroscopico con N ~10% resulta AN/ N ~1071%, de modo que las fluctuacio-
nes son insignificantes y a los fines practicos N esta bien determinado, de modo semejante a lo
que ocurre con la energia de un sistema en un bafio calorifico. En el presente caso se vuelve a

obtener el mismo resultado para las fluctuaciones de la energia.
Para deducir las consecuencias termodinamicas de la (16.75) usamos la relacion de Euler (8.46)

G=E-TS+pV = uN (16.83)

Comparando ambas expresiones vemos que

U=-pVv (16.84)
Diferenciando la (16.75) obtenemos
dU = dE - TdS- ST - udN - Ndu (16.85)
pero de la relacion fundamental
dE = TdS- pdV + udN (16.86)
resulta
dU = -XdT - pdV - Ndu (16.87)

de donde se deducen las relaciones termodinamicas siguientes (con 7, V, u como variables inde-
pendientes):

S=_(ﬂ) | p=_(ﬁ) | N=_(ﬂ) (16.88)
AV N/t M) 1y

La Tercera Ley

Para terminar de examinar la relacion entre la Mecénica Estadistica y los postulados basicos de
la Termodinamica clésica, vamos a examinar la Tercera Ley. Si se parte de la Mecanica Estadis-
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tica, el valor de la entropia de cualquier sistema estd completamente determinado. Si numeramos
los niveles de energia de un sistema, sin repeticion, en la forma

E <E<...<E <... (16.89)

siendo g, la degeneracion del nivel E,, entonces la probabilidad que un sistema a la temperatura
T se encuentra en el nivel E; estd dada por la (16.17):

P(E) = %Q(Er) e & (16.90)

Si la temperatura es suficientemente baja, de modo que

E, - By >> KT (16.91)

entonces la (16.90) difiere apreciablemente de cero solamente para r = 1. Esto es:

P(E)~1 , P(E)=~0 s r>1 (16.92)

de modo que necesariamente el sistema se encuentra en el nivel de energia mas bajo E;, que esta
degenerado g veces. Por lo tanto a temperaturas suficientemente bajas de modo que se cumpla
la (16.91), la entropia esta dada, a partir de la definicién general de Boltzmann (16.1), por

limy_oS=KkIng (16.93)

Los teoricos creen que en general el estado fundamental de cualquier sistema no es degenerado,
esto es, que ¢y =1. Esta es en realidad una conjetura, pues no se cuenta con una demostracion,
pero se cumple en todos los casos en que se ha podido determinar explicitamente el estado fun-
damental. Si la conjetura es correcta, se deduce que la entropia de cualquier sistema se anula en
el cero absoluto, esto es

lim;_qS=0 (16.94)

Supongamos ahora que dicha conjetura no fuera correcta. No es dificil ver que la entropia de un
sistema de N particulas, a una temperatura finita no nula, es del orden de kN con N ~ 1023, Pero
entonces Klng; es del todo despreciable frente a kN, incluso si se tuviese que ¢; ~ N. Por lo
tanto, a los efectos practicos, la (16.94) se cumple siempre. Solo fallaria si se tuviese ¢ ~ eN, lo
cual suena a todas luces absurdo.

Debe quedar claro que nuestros argumentos dependen crucialmente de que los niveles de energia
sean discretos. Por lo tanto es una consecuencia de la Mecanica Cuantica. Si los niveles de ener-
gia formaran un continuo, de acuerdo con la fisica clasica, no se podrian escribir las desigualda-
des (16.89) y los razonamientos anteriores no se podrian hacer.

Estos resultados son equivalentes a la Tercera Ley, y muestran que la misma es una consecuen-
cia de la Mecanica Estadistica cuando la energia del sistema esta cuantificada.
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17. BH. GAS IDEAL CLASICO

Comentarios previos

En este Capitulo vamos a mostrar como se aplica el formalismo de la Mecanica Estadistica, que
desarrollamos en el Capitulo 16. Para ello vamos a deducir las propiedades termodinamicas del
gas perfecto clasico. Un gas esta constituido por moléculas que se mueven casi libremente en el
espacio, pues la separacion media entre ellas es grande en relacion con su tamafio, y puesto que
las fuerzas intermoleculares son de corto alcance, las interacciones son débiles. Si la densidad
del gas es suficientemente baja y al mismo tiempo la temperatura no es demasiado pequeiia, la
energia potencial de interaccion entre las moléculas se puede despreciar en comparacion con su
energia cinética de traslacion. En el limite en que, ademas, se pueden despreciar los efectos
cuanticos se tiene lo que se denomina un gas perfecto o ideal clasico.

Es conveniente estudiar la estadistica del gas por medio del formalismo del ensemble candnico,
que parte de considerar el equilibrio de un sistema en un bafo calorifico. Se trata entonces de
calcular la funcion de particion, para lo cual es preciso conocer el nimero de microestados que
corresponden a cada macroestado del gas. Pero antes de poner manos a la obra conviene recor-
dar lo que se dijo al comienzo del Capitulo 16 acerca del peso estadistico de los macroestados,
cuya determinacion correcta es esencial para aplicar las formulas generales de la Mecanica Esta-
distica. Dijimos entonces que al tratar un sistema cldsico aparece un inconveniente, dado que las
variables que describen el movimiento de una molécula (posicion, cantidad de movimiento,
energia cinética de traslacion y otras variables que describen los movimientos internos de la
misma) toman valores que forman un continuo no numerable. Hay maneras de superar esa difi-
cultad, que fueron empleadas por Maxwell, Boltzmann y Gibbs para deducir la Estadistica Cla-
sica, también llamada Estadistica de Maxwell-Boltzmann. Nosotros, sin embargo, seguiremos
otra via que fue introducida por Planck y que se basa en adoptar el punto de vista de la Mecanica
Cuantica. Esta manera de proceder estd plenamente justificada pues hoy sabemos lo que en su
momento desconocian quienes desarrollaron la Estadistica Clasica, esto es, que la forma correcta
de describir el movimiento de objetos microscopicos como atomos y moléculas es por medio de
la Mecanica Cuantica. Usando la Mecanica Cuantica, ademas, el problema de contar los mi-
croestados se simplifica ya que éstos no forman un continuo sino un conjunto discreto. Es posi-
ble entonces contarlos sin incurrir en ninguna arbitrariedad. Por lo tanto tal como dijimos en el
Capitulo 16, vamos a suponer que todo macroestado del gas comprende un nimero bien definido
de microestados.

De acuerdo con la Mecanica Cuantica toda particula (como una molécula) se describe por medio
de una funcion de onda v (&,t). Aqui & designa el conjunto de las coordenadas (x, y, z) que dan
la posicion de la molécula, mas las variables asociadas con los grados de libertad de los movi-
mientos internos. Los posibles estados de energia definida ¢ de la particula' estan descriptos por
funciones de onda 1, que se obtienen resolviendo la ecuacion de Schrédinger, y para una parti-
cula que se mueve dentro de un volumen V sin interactuar con las demads, estos estados forman
un conjunto discreto que podemos numerar 1,2,...,K,..., cuyas energias son &i,€,...,€,... €N
orden creciente. Es importante distinguir la dependencia de la funcion de onda en las coordena-

' Se debe tener presente que la especificacion del estado incluye, ademas de la descripciéon del movimiento

traslacional, también la descripcion del estado de movimiento interno de la particula.
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das (x, v, z) que describen el movimiento de conjunto, de la dependencia en las variables inter-
nas, dado que dan lugar a efectos diferentes. Aqui nos ocuparemos principalmente de los efectos
cuanticos asociados al movimiento de conjunto de las moléculas y dejaremos para mas adelante
el estudio de los efectos cudnticos asociados con los movimientos internos.

La extension espacial de la funcién de onda determina la region dentro de la cual se puede en-
contrar la molécula, y el tamafio de dicha region es del orden de la longitud de onda de Broglie
de la particula, cuyo valor es Ag =h/p, donde p es el modulo del vector cantidad de movi-
miento de la particula y h=6.63x10"?"erg s es la constante de Planck. Debido a la extension
espacial finita de la funcion de onda, es posible que las funciones de onda de dos o mas particu-
las idénticas (por ejemplo moléculas de una misma especie quimica) se superpongan o solapen.
Cuando esto ocurre ya no podemos identificar cada molécula, como seria el caso si se comporta-
ran como particulas clasicas: las particulas cuanticas son por lo tanto indistinguibles. En la re-
gién de solapamiento de las funciones de onda aparecen efectos de interferencia, debido a los
cuales la probabilidad de encontrar una particula en esos lugares depende de la presencia o no de
otras particulas de la misma especie. Estas cuestiones se discuten en detalle en el Capitulo 13 de
Introduccion a la Mecanica Cuantica, al cual remitimos al lector. Aqui nos limitaremos a men-
cionar los resultados esenciales, sin entrar en detalles. Resulta que segun su naturaleza, las parti-
culas se dividen en dos clases que se denominan Fermiones y Bosones, que dan lugar a fendme-
nos de interferencia diferentes cuando se solapan las funciones de onda de dos o mas particulas
idénticas. Debido a esto los Fermiones cumplen el Principio de Exclusion, que establece que
cada estado de nuestra lista 1,2,...,K,... puede ser ocupado a lo sumo por una particula de una
dada especie. En cambio los Bosones no sufren esta limitacion: cualquier nimero de Bosones
idénticos pueden ocupar el mismo estado; es mas, los Bosones prefieren ocupar estados que ya
estan ocupados por otros Bosones de su misma especie. Se establecen de esta forma correlacio-
nes entre las particulas y como consecuencia de esto la probabilidad de encontrar una molécula
en un determinado estado depende de en qué estados se encuentran las demas moléculas del
gas. Esto se debe tomar en cuenta al plantear la estadistica, y puesto que las correlaciones entre
los Fermiones y entre los Bosones son diferentes, las correspondientes estadisticas son distintas:
los Bosones obedecen la Estadistica de Bose-Einstein, mientras que los Fermiones siguen la Es-
tadistica de Fermi-Dirac. Ambas estadisticas se estudian en el Capitulo 15 de Introduccion a la
Mecanica Cudntica y por lo tanto no las trataremos aqui.

De lo dicho se desprende que si queremos describir un gas de una dada especie tendremos que
emplear una u otra de las dos estadisticas cudnticas, segun la naturaleza de las moléculas del
mismo. Sin embargo, se dan en la practica situaciones en que las funciones de onda de las molé-
culas del gas no se solapan, o bien que esto ocurre s6lo muy raramente. Esto sucede si la densi-
dad es muy baja y la temperatura es alta, de modo que la longitud de onda de Broglie es pequeiia
y por lo tanto también es pequena la extension espacial de las funciones de onda. Cuando esto
ocurre no hay correlaciones entre las moléculas y su comportamiento es entonces equivalente al
de particulas clasicas. En este caso la probabilidad de encontrar una molécula en un dado estado
es independiente de los estados ocupados por las demas moléculas, de modo que desaparece de
hecho la diferencia entre Fermiones y Bosones. Ambas clases de particulas se comportan de la
misma manera y las estadisticas de Fermi-Dirac y de Bose-Einstein tienden a un limite comun,
que no es otra cosa que la estadistica clasica de Maxwell-Boltzmann.

Puesto que la estadistica clasica no es mas que un caso limite de las estadisticas cuanticas se po-
dria pensar que no se justifica tratarla por separado. Estrictamente hablando esto es verdad, pero
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ocurre que en muchas situaciones de interés practico las moléculas se comportan como particu-
las clasicas, al menos en lo referente a su movimiento de traslacion. Ademas, como veremos, las
formulas de la Estadistica de Maxwell-Boltzmann se pueden deducir directamente, sin pasar
previamente por las estadisticas cuanticas. Eso es lo que haremos aqui, y so6lo usaremos la Me-
canica Cuantica a la hora de contar los microestados.

La estadistica de Maxwell-Boltzmann del gas perfecto clasico

Consideremos un gas perfecto de N moléculas idénticas que ocupa el volumen V'y estd en equi-
librio con un bafio térmico a la temperatura 7. Vamos a suponer que N = Ny >>1 (Nj es el nu-
mero de Avogadro). Nuestro sistema se puede pensar como una porcion macroscopica dada
dentro de una region mucho mas extensa del mismo gas, que cumple la funcioén de bafio térmico.
El sistema tiene un conjunto discreto de microestados 1,2,...,r,... cuyas energias son
E,Es,...,E,.... Recordemos que la energia por si misma no basta para determinar un unico mi-
croestado, pues hay muchos microestados que tienen la misma energia y difieren en algunas
otras caracteristicas. Por lo tanto un dado valor de la energia aparece repetidamente en la suce-
sion, que ordenaremos de modo que

E=<E=..<E =... (17.1)

La funcidn de particion del sistema esta dada entonces por la ec. (16.15), esto es

Z(TV,N) = Y e & (17.2)

Puesto que las interacciones entre las moléculas se suponen despreciables, la energia de cada
uno de los microestados del gas se obtiene como la suma de las energias de cada una de las N
moléculas. A su vez cada molécula puede estar en uno cualquiera de un conjunto discreto de es-
tados 1,2,...,K,... cuyas energias2 son &q,€,,...,€,.... lgual que antes muchos de estos estados
tienen la misma energia, y entonces un dado valor de € aparece repetidamente en la sucesion,
que ordenaremos de modo que

§1SErs...Sgs... (17.3)

E = £|((11) + s|((22) +...+ sﬁm) (17.4)

donde cada superindice (j) identifica la molécula cuya energia es €, que a su vez corresponde a
uno de los estados &q,¢€5,...,€,.... Claramente, dando a cada uno de los &yq,&yo,..., &y de la
(17.4) todos los valores posibles €1,¢,...,€&,... obtenemos las energias E,E,,...,E,... de to-
dos los microestados del sistema. Pero al contar el nimero de microestados diferentes que co-
rresponden a cada valor de E, debemos tomar en cuenta que las moléculas son idénticas y por lo
tanto cualquiera de las N! permutaciones de los superindices (1), (2),..., (N) de la (17.4) corres-
ponde al mismo microestado. Usando la (17.4) en la (17.2) podemos entonces escribir

? Recordemos que estas energias dependen de ¥ y de N y se obtienen resolviendo la ecuacién de Schrédinger para

una particula, puesto que no hay interacciones entre ellas.

178



17. El gas ideal clasico

Z(T,V,N) = %E 3. S e fled ved e (17.5)

*kl1k2 kN

donde hemos introducido el factor 1/ N! para contar correctamente los microestados del sistema.
Es importante destacar que en realidad dicho factor estd bien solo si los estados de particula in-
dividual k1, k2,...,kN que intervienen en la (17.4) son fodos diferentes. Por ejemplo, si N; molé-
culas estuviesen en el mismo estado ki las N;! permutaciones de esas moléculas no se tendrian
que contar y entonces el factor deberia ser N;!/ N! en vez de 1/ N!. Sin embargo, veremos que si
se cumplen las condiciones para que el gas se pueda considerar un gas perfecto cldasico, entonces
es extremadamente improbable que dos o mas moléculas se encuentren en el mismo estado, de
manera que la (17.5) es una expresion valida dentro de nuestras hipotesis. Por otra parte si esas
condiciones no se cumplieran, entonces el presente tratamiento cldsico no se podria aplicar y
tendriamos que usar las estadisticas cuanticas ya mencionadas.

Claramente, podemos escribir la (17.5) como

N
Z(TV,N)= = S el S e e’ - 1 [E e‘ﬁsk} - Lzavyt  aze)
N k1 k2 kN N! k N
donde
Z(T,V,1) = Z(T,V) = Y e he (17.7)
k

es la funcion de particion de una particula’. Por lo tanto, para calcular la funcién de particién del
sistema es suficiente conocer la funcidon de particion de una tnica particula. Recordemos que

R = Zie—ﬁfk (17.8)
1

es la probabilidad que una particula se encuentre en el estado k. Por consiguiente el resultado
(17.6) implica que en un gas perfecto clasico, la probabilidad que una molécula se encuentre en
un determinado estado no depende de en qué estados se encuentran las otras moléculas del gas.
Gracias a eso es que Z(T,V,N) se puede factorizar en la forma (17.6); en cuanto al factor 1/ N!,
aparece, como vimos, debido a que las moléculas son idénticas.

Factorizacion de la funcion de particion de una molécula

Para calcular la funcion de particién Z; es preciso tomar en cuenta que las energias ¢, de los
estados de una particula son la suma de la energia cinética e asociada con el movimiento de
traslacion de la molécula, mas la energia &' asociada con los movimientos internos de la

misma, que comprenden las rotaciones, las vibraciones y las excitaciones electronicas. Por lo

* Vale la pena subrayar que las formulas (17.2) y (17.7), aunque semejantes en la forma, son expresiones de
caracter diferente. La (17.2) es una ecuacion rigurosa y fundamental de la Mecénica Estadistica. En cambio, la
funcion Z; dada por la (17.7) se puede definir solo para sistemas de particulas independientes, y alin asi, solo en las

condiciones de temperatura alta y densidad baja donde vale el tratamiento clasico.
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tanto, identificando el subindice k con la pareja de subindices s, o que designan respectivamente
el estado de traslacion y el estado de movimiento interno, tenemos que

€ = Egq = €5 + €l (17.9)

Sustituyendo la (17.9) en la (17.7) obtenemos

Zy(TV) = Se o= Tefed Sefed - zfrzin (17.10)
k S a

En esta formula,

Zi =2"(TV, D) = Yefes (17.11)
S

es la funcion de particion traslacional y la suma se efectua sobre todos los estados traslacionales
de una molécula. Por otra parte

Zin = Zin(T) = S e (17.12)
a

es la funcion de particion interna y la suma en (17.12) comprende todos los estados de movi-
miento interno, esto es rotaciones, vibraciones y excitaciones electronicas. Igual que los estados
traslacionales, los estados de movimiento interno estan cuantificados, y esto da lugar a efectos
cuanticos, incluso para un gas perfecto clasico en el cual el movimiento de traslacion responde a
la estadistica de Maxwell-Boltzmann. Estos efectos de discutiran en el préximo Capitulo.

El hecho que la funcion de particion Z; se factoriza en la forma (17.10) es muy importante, pues
permite considerar por separado los efectos del movimiento de traslacion y de los movimientos
internos. Gracias a ello podemos calcular la funcioén de particion traslacional de una vez y para
siempre, y el resultado vale para todo gas perfecto, sin que importe la estructura interna de sus
moléculas. En cambio la funcion de particion interna depende de la estructura de las moléculas y
es diferente para cada gas. Es importante notar que, como es obvio, Z'" no depende del volumen
dentro del cual se mueve la molécula sino tan sélo de la temperatura. Veremos que esto trae
como consecuencia que todos los gases ideales cumplen la misma ecuacion de estado.

La funcion de particion traslacional

Vamos a calcular ahora la funcion de particion traslacional de una molécula

Zr = e e (17.13)
S

La (17.13) es una suma sobre todos los estados traslacionales de una molécula, pero las energias
de esos estados no son todas diferentes. En efecto, & = p?/2m, donde p es el modulo del
vector cantidad de movimiento P, y m es la masa de la molécula. Claramente, todos los estados
de movimiento que corresponden al mismo p;, pero distintas direcciones de p; tienen la misma
energia. Si g(&!") es el namero de estados que tienen la energia el = ¢;, podemos agrupar los
términos que corresponden a ¢&; y escribir la (17.13) como
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Z{" = ¥ g(g)e P (17.14)

donde ahora la suma es sobre todas las energias diferentes ¢;. Ahora bien, veremos en breve que
cuando el gas se puede tratar clasicamente, los niveles traslacionales estan muy proximos entre
si, de modo que la suma en (17.14) se puede transformar en una integral usando el concepto de
la densidad de estados por unidad de intervalo de la energia f(e), para lo cual escribimos
o(g;) = f(e)de, donde g(g;) es el nimero de estados con energia entre €y ¢ + de. Entonces

VAR E o(e; e Per = ofof(e)e‘ﬁgds (17.15)
£ 0

Para una molécula de masa m en un volumen V¥, la densidad de estados por unidad de intervalo
de la energia esta dada por

f(e) = 4nm%(2ms)1/ 2 (17.16)

donde con / indicamos la constante de Planck. La deduccion de esta expresion se da en el Capi-
tulo 9 de Introduccion a la Mecanica Cuantica, al cual remitimos al lector para mayores deta-
lles. Sustituir la suma en (17.14) por una integral implica que estamos tratando & como una va-
riable continua, es decir una variable clasica. De resultas de esto el tnico rastro de la Mecanica
Cuantica que queda en las formulas es el factor h=3 en la expresion de f(¢); esto tiene como
consecuencia que cantidades termodinamicas como la energia interna y la entropia traslacionales
quedan definidas sin que aparezcan constantes aditivas arbitrarias, como veremos en breve. Sus-
tituyendo (17.16) en (17.15) y calculando la integral resulta

3/2 3/2
zyr [ Zm =v/2’m2'kT\ - (17.17)
h2p \ h? ) 23
donde hemos usado g =1/KT. Notar que la magnitud
h
- - 17.18
T 2T (17.18)

tiene las dimensiones de longitud, ya que Z{' no tiene dimensiones. Mas adelante veremos el
significado fisico de At.

Criterio de validez para el régimen clasico

Como dijimos, la manera correcta de tratar objetos microscopicos como atomos y moléculas es
empleando la Mecanica Cuantica, de acuerdo con la cual estas particulas se describen por medio
de funciones de onda. Sin embargo cuando las funciones de onda de dos particulas idénticas no
se solapan, éstas se comportan como particulas clasicas, esto es distinguibles”. Esto ocurre por-
que los efectos cuanticos de la indistinguibilidad se ponen de manifiesto solamente cuando hay
solapamiento entre las funciones de onda. Por lo tanto la condicion de validez del presente tra-

* Ver el Capitulo 13 de Introduccion a la Mecdnica Cudntica.
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tamiento clasico es que las moléculas del gas se puedan describir mediante paquetes de ondas
que no se superponen, pues si es asi no hay efectos cuanticos de interferencia y la probabilidad
de encontrar una molécula en un determinado estado no depende de en qué estados se encuen-
tren las demas. Es licito entonces el paso crucial de factorizar la funcion de particion Z(T,V,N)
en la forma (17.6).

Veamos como se expresa matematicamente esta condicion. Usando la (16.18) podemos calcular
el valor medio de la energia del movimiento traslacional de la molécula y obtenemos

tr
By = - ‘?';‘/321 = 3kT (17.19)

Este resultado es un caso particular del Teorema de la Equiparticion de la Energia, que estudia-
remos en el Capitulo 18, segtn el cual en el equilibrio térmico cada grado de libertad de una
particula aporta %kT a la energia media. El valor medio del impulso de una molécula es enton-
ces

p=.2me, =3mkT (17.20)

Luego su longitud de onda de Broglie, que da la medida de la extension espacial del paquete de
ondas que la describe, vale

(17.21)

Si comparamos la (17.18) con (17.21) vemos que Ay = Ag+/3/27. Por otra parte, la distancia
media / entre las moléculas esta dada por

¢ =(VIN)Y3 (17.22)

Por lo tanto las moléculas se podran considerar distinguibles si se cumple que

Ay = Ag << ! (17.23)

esto es, si

N _ NP ONAF ONAR

Zr v@EmkT)32 v v

<1 (17.24)

Esta es la condicion de validez de la Estadistica de Maxwell-Boltzmann. Si se cumple la desi-
gualdad (17.24) las particulas se comportan clasicamente. La (17.24) se cumple para los gases en
las condiciones habituales en la naturaleza y en el laboratorio’. Sin embargo, si la temperatura es
muy baja y/o cuando la densidad es muy elevada, la (17.24) no se cumple; entonces el trata-
miento clasico no es valido y es preciso usar las estadisticas cuanticas que se desarrollan en el
Capitulo 15 de Introduccion a la Mecanica Cuantica, al cual remitimos al lector.

> Por ejemplo, para helio a 273 “K y N/V = 10" cm > se tiene ¢ = 2x10" cm y Ag = 0.8x10"® cm, luego NAg*/V ~
6x10°.
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Puesto que

PS — ie—ﬁgg

77 (17.25)

es la probabilidad que una molécula se encuentre en el estado traskdbt@aiemos en total
N moléculas el nimero medio de moléculas que se encontraran en esestado

Ng = NP, = — e Fes (17.26)

y claramente, si se cumple la (17.24) tendremos con mayor razon que el nimero medio de molé-
culas que se encuentran en el estado k = (S,a) cumple la desigualdad

1

ﬁe—ﬁs(‘;‘ Ng < Ng < N <<1 (17.27)

Ny = 70
Por lo tanto la condicion de validez de la Estadistica Clasica implica que es extremadamente im-
probable que dos 0 méas moléculas se encuentren en el mismo estado: la inmensa mayoria de los
estados de particula individual 1,2,...,kK,... estan vacios, apenas unos pocos estan ocupados por
una unica molécula, y tan so6lo una infima fraccidon estan ocupados por dos o mas moléculas. Por
lo tanto se justifica usar la (17.5) para calcular Z(T,V,N), ya que los errores que se cometen al
no contar correctamente aquellos microestados en los cuales los estados de particula individual
k1,k2,...,kN no son todos diferentes son de todo punto de vista insignificantes. Si en cambio no
se cumple la condicién (17.24), entonces no podemos aplicar la Estadistica Clasica y es preciso
usar la Estadistica Cuantica apropiada.

Se puede observar que la condicion (17.24) implica que los niveles de energia traslacionales es-
tan muy proximos entre si. En efecto, es facil verificar que la separacion media entre niveles es
del orden de Ae = eAg/L =KTAg/L, donde L es la dimension lineal del recipiente que contiene
el gas. Por lo tanto para todo sistema macroscopico que cumple la (17.24) Ae/ e es siempre una
cantidad extremadamente pequeiia® y la densidad de estados es muy grande. Esto justifica haber
reemplazado en la (17.15) la suma por una integral. Por este motivo, también, es que en el régi-
men cléasico la inmensa mayoria de los estados de particula individual estan vacios.

Debe quedar claro al lector que estas consideraciones acerca de la validez de la estadistica cla-
sica se refieren al movimiento traslacional de la molécula, tomada como un todo. La condicion
(17.24) no garantiza en absoluto que los movimientos internos se puedan tratar clasicamente.
Veremos en efecto que en gran parte de los casos de interés los movimientos internos no se pue-
den tratar clasicamente, de modo que la suma en la (17.12) no se puede reemplazar por una inte-
gral. Este tema se tratara en el proximo Capitulo.

% Por ejemplo, para helio a 273 K y L = 1 cm resulta Ag/e =~ 10°°. Para que Ag sea del orden del centimetro la
temperatura tiene que ser muy baja, por ejemplo, del orden de 10 °K para el helio, y menos aun para moléculas de
mayor masa. A las temperaturas para las cuales se cumple la (17.23), y si V' es macroscopico, la densidad de estados
es muy grande, de modo que éstos forman practicamente un continuo. Esto es lo que permite tratar clasicamente al

movimiento de traslacion.
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La funcion de particion del gas perfecto clasico

Si introducimos en la (17.6) la expresion (17.10) de Z; y usamos la (17.17) obtenemos la fun-
cion de particion del gas perfecto clasico en la forma
11V 3125 ]
Z(T,V,N) = N ﬁ(ankT) Z'"(T) (17.28)

Para un sistema macroscopico, en el cual N >>1, podemos aproximar N! por medio de la for-
mula de Stirling

Ny
N={) Ns»1 17.29
Ue) (17:29)
donde e=2.71828... es la base de los logaritmos naturales. Resulta entonces
eV N ev N
Z(T,V,N) = | ——(2amkT)3¥2Z2"(T)| = |—%2Z"™(T 17.30
( ) Nh3( ) (T) N2 (T) ( )
Usando entonces la (16.43) podemos calcular la funcion de Helmholtz
F(T,V,N) = -kTInZ(T,V,N) = —NkTIn{Ne—;;(Zﬂka)g’/ZZi”(T)} (17.31)

Este es el resultado final, a partir del cual se pueden obtener por simple derivacion todas las pro-
piedades termodinamicas del gas perfecto clasico, ya que la (17.31) es una ecuacion funda-
mental.

Para estudiar las propiedades del gas perfecto conviene escribir la funcion de Helmholtz como la
suma de la contribucion del movimiento de traslacion de las moléculas, mas la contribucion de
los movimientos internos de las mismas. Escribiremos por lo tanto

F(T,V,N) = R, (T,V,N) + F,(T,N) (17.32)
donde
eV 3/2
R (T,V,N) = KT InZ,(T,V,N) = =NKT In W(ankT) (17.33)

es la misma para todos los gases, mientras que la contribucién de los movimientos internos esta
dada por

Fn(T,N) = -KTInZ;,(T,N) = —=NKT InZ'"(T) (17.34)

y depende de la naturaleza del gas.

Ecuacion de estado, energia interna, capacidad calorifica y potencial quimico del
gas perfecto

La ecuacion de estado se deduce de inmediato a partir de la relacion termodinamica
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p= —(Z—S)T,N (17.35)

Puesto que K, no depende del volumen, de la (17.33) y la (17.35) obtenemos

pV = NKT (17.36)

que es la ecuacion de estado del gas perfecto, y como vemos, es independiente de la estructura
de sus moléculas. De paso, la deduccion de esta ecuacion a partir de la Mecanica Estadistica es-
tablece la identidad de las escalas de temperatura termodinamica y del gas ideal.

Para calcular la energia interna partimos de la relacion (16.18)

E- —( 07'”2) (17.37)
Ip V,N
Usando la (17.31) tenemos que
E=E, +E, (17.38)
donde
Ey = 3 NKT (17.39)
y
d in 2 d in
En=-N—InZ'""(T) = NKT*—1InZ"(T) (17.40)
dap dT

La ec. (17.39) expresa la energia cinética de traslacion del conjunto de las moléculas del gas y se
ve que cada una de las N moléculas aporta %kT por cada grado de libertad traslacional, de
acuerdo con el Teorema de Equiparticién que mencionamos antes.

La ec. (17.40) da la energia asociada a los grados de libertad internos de las moléculas. Puesto
que tanto E; como E, son independientes del volumen del gas, concluimos que la energia in-
terna de un gas perfecto no depende del volumen. Es importante observar que la energia interna
que hemos calculado con la Mecénica Estadistica no contiene constantes aditivas arbitrarias.
Podemos calcular la capacidad calorifica a volumen constante del gas perfecto a usando la (7.8):

Cy = (g—i)v =Cy+Clp (17.41)

Como E;, y Ej, no dependen del volumen, C,, tampoco depende del volumen para un gas per-
fecto. La contribucion a la capacidad calorifica del movimiento de traslacion se obtiene de la
(17.39) y para todos los gases perfectos clasicos vale

CY = 3Nk (17.42)
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17. El gas ideal clasico

Como se ve, CJ no depende de la temperatura. Ademas, hay una contribucion a C, que pro-
viene de los movimientos internos, que se obtiene de la (17.40) en la forma
d

cin = de—T(TZd'%:(T)) (17.43)

Esta contribucion es funcion de la temperatura, y es distinta para diferentes gases. En el proximo
Capitulo discutiremos con mas detalle la capacidad calorifica de los gases ideales.
El potencial quimico se calcula usando la relacion termodinamica (8.19). Tenemos que

U= (f) (17.44)
N/ 1y
y recordando las (17.32)-(17.34) resulta
W= Uy + Ui (17.45)
donde
U (TVIN) = KT In[— (22mkT)3/2 ] = kT In| (17.46)
it Nh? NAY
es la contribucion traslacional a u 'y
win(T) = =KTInZ"(T) (17.47)

es la contribucion de los movimientos internos.

La entropia

Podemos calcular la entropia a partir de la formula termodindmica (7.26)

JF
S—_ =S + 17.48
(77, "5 (17.48)
Usando las (17.33) y (17.34) resulta la expresion

Sn=-(0) =Nk TInZ() (17.49)
N

para la contribucion de los movimientos internos a la entropia. La contribucion traslacional es

vV 3 5 3, (2mmk) VT3/2
=N — —_— —_— — = .
S, k[InN+2InT+2+2In\ - }} Nkln( )+Nso (17.50)
donde
_ ]2 3/ 2Ky ] _
so_k[2+zln\ H2 }]_cte. (17.51)
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17. El gas ideal clasico

Se puede observar que §, diverge para T — 0. Esto se debe a que en la (17.15) hemos reem-
plazado la suma de la (17.14) por una integral: asi dimos peso nulo al estado con € =0, y es
justamente en ese estado donde se acumularian todas las moléculas cuando T — 0. Si se tuviese
en cuenta dicho estado se obtendria un valor finito de §, en ese limite. Sin embargo no vale la
pena preocuparse por esta cuestion, pues la (17.50) no se puede usar para temperaturas bajas ya
que entonces no se cumple la condicion (17.24) de validez de la Estadistica Clasica.

En términos de cantidades molares y usando R= Nk podemos escribir la (17.50) como

§tr=§RInT+ RInV + R E+In =—RINT+RINV+§ (17.52)
2 2 No 2

(27mk / h2)3/2 ” 3

donde § = Nng/N,. La (17.52) (o la (17.50)) se conoce bajo el nombre de férmula de Sackur-
Tetrode’. Como se ve, no contiene constantes aditivas arbitrarias®.

En general las entropias calculadas a partir de la Mecéanica Estadistica estdn en excelente
acuerdo con los valores experimentales. Por ejemplo, el valor calculado para la entropia molar

standard del argon a 298.2 °K es 154.7 J/mol °K, y el valor obtenido por métodos calorimétricos
es 154.8 J/mol °K.

La entropia de una mezcla de gases perfectos

Como aplicacion de los resultados precedentes, consideremos la mezcla de dos gases perfectos 4
y B que no interactuan. Inicialmente (estado 1) los gases ocupan los volimenes V, y Vg y estan
separados por un tabique (Fig. 17.1a). Ambos gases estan a la misma temperatura 7"y la misma
presion p. En un instante dado retiramos el tabique (Fig. 17.15); claramente la situacion que se
muestra en la Fig. 17.1b no es de equilibrio, y los gases se mezclan al difundir las moléculas del
gas B dentro del volumen V, y las del gas 4 en el volumen Vg debido a sus movimientos de
agitacion térmica. Finalmente, se alcanza un estado de equilibrio (estado 2) en el cual las molé-
culas de cada gas estan distribuidas uniformemente (salvo fluctuaciones, despreciables en la es-
cala macroscdpica) en el volumen total del recipiente

V = VA + VB (1753)

como se ve en la Fig. 17.1¢. Es evidente que el proceso de mezcla es irreversible pues los dos
gases no se vuelven a separar como en la Fig. 17.15 de manera espontanea.

" Dicha formula fue deducida por primera vez por Otto Sackur y H. Tetrode.

¥ Si usamos la (17.39) para reemplazar T por 2E,/3Nk en las (17.50) (o la(17.52)) es facil verificar que la formula
de Sackur-Tetrode equivale a la ecuacion fundamental (8.67) (o la (8.71)) que obtuvimos para un gas monoatémico
en el Capitulo 8, pero con la diferencia que ahora no aparecen constantes de integracion indeterminadas en la

expresion de la entropia.
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17. El gas ideal clasico

(@)

(b)

(©)

Fig. 17.1. Mezcla de dos gases perfectos que no interactian. Inicialmente (@) los gases estan se-
parados por un tabique. Cuando retiramos el tabique el estado (b) que queda inmediatamente
después no es de equilibrio y los gases se mezclan debido a sus movimientos de agitacion tér-
mica. Finalmente, se alcanza un estado de equilibrio (c) en el cual las moléculas de cada gas es-
tan distribuidas uniformemente (salvo fluctuaciones despreciables en la escala macroscopica) en
el volumen total del recipiente. La mezcla es irreversible pues los dos gases no se vuelven a se-

parar de manera espontanea.
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17. El gas ideal clasico

El proceso de mezcla es isotérmico pues la energia interna del sistema formado por los dos gases
se mantiene constante durante el proceso, ya que los gases no interactian y por ser perfectos, la
energia interna de cada uno de ellos no depende del volumen ni de la presion. Podemos pensar
que durante el proceso de mezcla cada gas se expande hasta ocupar el volumen total como si el
otro gas no existiera. Puesto que tanto en el estado inicial como en el estado final ambos gases
estan a la misma temperatura y presion tenemos que

KE_Va_Vs _V (17.54)

donde N = Nj + Ng es el nimero total de moléculas.

Las igualdades (17.54) implican que nuestra mezcla cumple la ley de Gibbs-Dalton (ver Capi-
tulo 12) como debe ser pues es una mezcla de gases ideales que no interactuan. Por este ultimo
motivo y dado que los gases son de diferente especie, la entropia S**B del sistema A+ B, tanto
en el estado inicial como en el estado final es igual a la suma de las entropias S y SP de cada
gas. En efecto, cada microestado de cada gas se puede combinar con cada microestado del otro
gas. Por lo tanto la variacion de entropia del sistema debida a la mezcla es

ASA+B _ SZA+B _ §A+B _ (SZA + SZB) _ (%A + SB) (17_55)

Como en el proceso so6lo cambian las entropias traslacionales de ambos gases podemos aplicar
la (17.50) para calcular la variacién de entropia de cada gas, y se comprueba facilmente que

ASAEB - NAk|n1+ NBk|n1= NAklnﬁ+ NBklnﬁ (17.56)
VA VB NA I\IB

Como era de esperar ASA*B es siempre positiva. Es importante notar que AS**B no depende de
las particulares propiedades de los gases 4 y B, tan s6lo depende de la cantidad de moléculas de
cada gas.

El lector se puede preguntar qué sucede si los gases 4 y B son idénticos. En este caso, usando la
(17.50) tenemos que

\V/ T3/2 Y/ T3/2
Sﬁl = NAkln( AN ) + NA&) Yy SI?,]. = NBkln( BN ) + NA% (1757)
A B
Usando las (17.54) y recordando que N = N, + Ng obtenemos
AsB VT2 A, B _ cA:B
5 = NkIn{ ) o = S+ 01 - (1759

Por lo tanto la variacion de entropia al mezclar un gas consigo mismo es nula, como era de espe-
rar. Si el gas es el mismo de ambos lados del tabique, quitar o poner el tabique no altera el es-
tado macroscopico del gas, como se puede apreciar a simple vista mirando la Fig. 17.2: se trata
de procesos reversibles. El numero total de microestados accesibles (y por lo tanto la entropia)
es el mismo, con el tabique o sin el tabique.
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17. El gas ideal clasico

Fig. 17.2. El mismo experimento de la Fig. 17.1, pero ahora el gas de ambos lados del ta-
bique es el mismo. Se ve que quitar o poner el tabique no altera el estado macroscépico del
gas: se trata de procesos reversibles. El nimero total de microestados accesibles (y por lo
tanto la entropia) es el mismo, con el tabique o sin el tabique.

El hecho de no apreciar el significado de la identidad de las particulas condujo a ciertas perpleji-
dades a causa de las cuales el resultado (17.58) dio en llamarse la paradoja de Gibbs. En reali-
dad no hay paradoja en ese resultado, ni contradiccion con el resultado (17.56) para la mezcla de
dos gases diferentes. Las moléculas, o son idénticas, o son diferentes. Segun sea el caso, los
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17. El gas ideal clasico

microestados del sistema se tienen que calcular de un modo, o de otro. No hay manera de pasar
con continuidad de un caso al otro.

La distribucion de velocidades de Maxwell

Podemos usar la expresion (17.17) de la funcion de particion traslacional de una molécula

2umkT \ /2
zir = v| ) 17.59
para deducir varias propiedades del gas perfecto clasico. Para eso nos basamos en la expresion
, \3/2
R=tefd_p =£( : ) el (17.60)
Z V\ 22mkT

de la probabilidad que una molécula se encuentre en un particular estado traslacional de impulso
p. Enla (17.60) pusimos &Y = p?/2m. Por lo tanto la probabilidad que una molécula esté en un
estado traslacional con impulso entre py p+dp es

a(p)P, = Ry f(p)dp (17.61)
donde f(p) es la densidad de estados en el espacio de los impulsos, dada por’

f(p) = % (17.62)

de modo que

P, f(p)dp = e P?/2MKT gy (17.63)

(27KT)3/2

Distribucién de una componente de la velocidad

Puesto que p = mv, la probabilidad que la velocidad de una molécula esté¢ comprendida entre vy
V + dv vale

m3

—mv2 / 2KT

R f(v)dv =

donde v* = Vg + Vg + V2. Nos interesa ahora la probabilidad P(vy)dvy que una componente de la
velocidad, digamos V,, esté en el intervalo (V,, V, + dv,) cualquiera sea el valor de las otras
componentes. Para calcular P(v,) tenemos que integrar la (17.64) sobre todos los valores posi-
bles de vy y V,:

[ i 0
e MV 2KT [e ”""V/Z"Tdvy fe‘m"glz"TdvZ (17.65)

—00

( m \3/2

P = 2T

? Ver el Capitulo 9 de Introduccion a la Mecdnica Cudntica.
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17. El gas ideal clasico

Recordando que
T ra
fe‘“x dx =\/— (17.66)
a

se obtiene la distribucion de velocidad como

2
X

2kT (17.67)

1/2 _
_my e

_(
PV = \ 27kT )

ParaP(vy) y P(v,) se obtienen expresiones analogas. La distribucion (17.67) es Gaussiana, y
simétrica alrededor de, = 0 (Fig. 17.3). Por lo tanto el valor medio dges nulo.

P(v)

0 \Y,

Fig. 17.3. Distribucion P(v,) para una componente de la velocidad de una molécula.

La presion de un gas perfecto

Vamos a usar la distribucion de velocidades (17.67) para calcular la presion de un gas perfecto,
recuperando asi nuestro resultado (17.36). En Mecénica de Fluidos la presion se define como la
cantidad de movimiento que se transfiere en la unidad de tiempo a través de una superficie uni-
dad en el seno del fluido (Fig. 17.4). Sea una superficie unitaria perpendicular al eje x. Si n es el
numero de moléculas por unidad de volumen, el nuimero de moléculas por unidad de volumen
con V, entre V, y V, +dv, es NnP(Vv,)dv,. Toda molécula de éstas que esté a una distancia de la
superficie igual o menor que V, la atraviesa en la unidad de tiempo (si Vy es positivo, de iz-
quierda a derecha, y si V, es negativo de derecha a izquierda), de modo que en total
nv, P(v, )dv, moléculas cruzan la superficie por unidad de tiempo. Cada una de ellas transporta
la cantidad de movimiento mv,. Por lo tanto la cantidad de movimiento transportada en la uni-
dad de tiempo a través de la superficie, debido a las moléculas con Vv, entre V, y V, +dv, es
nmv2P (v, )dv, . El valor de la presion se obtiene integrando sobre todos los valores de V,:

1/2%* mv2

400 X
p=nm| VZP(v, )dv, = m{ — 1) Jv)z(e 2KT dv, (17.68)

\ 27kT/

—00
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17. El gas ideal clasico

Si recordamos que

+00 —
1z
x2e i dx == | 17.69
_fm 2\ o® ( )
vemos que de la (17.68) se obtiene
p=nkT = NKT (17.70)
Vv
que es la ecuacion de estado (17.36) del gas ideal.
*— > <
v, >0 v, <0

Fig. 17.4. Calculo de la presion de un gas ideal a partir de la distribucion de velocidad.

La distribucién del médulo de la velocidad

En base a los resultados anteriores sabemos que la probabilidad que una molécula cualquiera
tenga una velocidad comprendida en el intervalo (v,v + dv) estd dada por:

32 m(VZ+VZ +V2)
P(V)V = P(vy ) dvi (v, )lv, P(v,)lv, = (lT) e 2T dydydy,
27K (17.71)

mv?2

3/2 _"w~
= (l\ e 2KT dVXdVdeZ

\ 27KT )/

Queremos calcular ahora la probabilidad P(v)dv que v esté en el intervalo (v,v+ dv). O sea, la
probabilidad que la velocidad de la molécula tenga una magnitud dada, sin importarnos en que
direccion se mueve. Observando la (17.71) vemos que P(v) depende solamente de la magnitud
de la velocidad. Por lo tanto, basta expresar dv,dvydv, en términos de vy dv. Es facil ver, to-
mando coordenadas polares (v,0,¢)en el espacio de las velocidades, que

dv,dv,dv, = v senfdvdods (17.72)

Luego, sustituyendo en (17.71) obtenemos:

3/2 2

P(v,,¢)dvdadg - (aniT) v2e 2KT senfdvdédg (17.73)
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17. El gas ideal clasico

Integrando esta expresion sobre 0y ¢ resulta:

m 32 m2 g 21
P(v)dv = (—) v2e 2T qv [senédd [dg (17.74)
27KT oo o
de modo que finalmente
m 32 m?
P(V)dv = 4n(%) vZe 2KT gy (17.75)

La (17.75) es la distribucion de Maxwell de 1a magnitud de la velocidad. Introduciendo la canti-
dad sin dimensiones o2 = mv?/2KT podemos escribir la (17.75) en la forma universal

P(o)do = iﬁaze“r2 do (17.76)
NITT

que se representa en la Fig. 17.5.

Corresponde sefialar aqui que los presentes resultados acerca de la distribucion de velocidad no
se limitan a los gases perfectos. Como veremos en el Capitulo 18, las distribuciones (17.67) y
(17.75), asi como los demas resultados que se derivan de ellas valen también para las moléculas
de liquidos y solidos, siempre y cuando los movimientos traslacionales de las mismas se puedan
tratar clasicamente.

10 P(0)
08 |
06 |
04 |

02 ¢

1 2 o 3

Fig. 17.5. Distribucion de probabilidad P(o) del modulo de la velocidad de una molécula.

El valor mas probable V,;, del modulo de la velocidad corresponde al maximo de P(Vv) y vale

v = |2 (17.77)
m
La magnitud media V de la velocidad es
V= fvP(v)dv = LJE =1.128v,, (17.78)
0 AT m
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17. El gas ideal clasico

El valor medio del cuadrado del mddulo de la velocidad, V2 (que no es igual al cuadrado de V)
es util para calcular la energia cinética media. Su valor es:

o

V2 = vaP(v)dv = % (17.79)

0

La raiz cuadrada VZes el valor medio cuadratico Vs del modulo, y su expresion es

—\1/2
Vims = (V2] = % =1225v,, (17.80)

La magnitud de estas velocidades caracteristicas se puede calcular si se conoce /KT/m o
VRT/M . Para T =0°C=273°K, y puesto que M varia entre 2 y 200 al pasar del elemento mas
liviano al mas pesado, estas velocidades pueden variar en un orden de magnitud alrededor de
5x 10% cm/s para todo elemento, sea éste sélido, liquido o gas a la temperatura ambiente.

El valor medio 7" de la energia cinética de la molécula es

T=1imv? =

Nl
N|w

KT (17.81)

como ya obtuvimos en la ec. (17.19). Dijimos entonces que este resultado es un caso especial del
Teorema de la Equiparticion de la Energia, que estudiaremos mas adelante. Dada su importan-
cia, deduciremos la (17.81) por otra via. En vez de calcular directamente v2, calcularemos los
valores medios de V)z(, Vi y Vg, puesto que podemos sumar esos valores medios ya que las com-
ponentes de la velocidad son variables independientes, de modo que

V2 =\/_§+V§ +\/_§ (17.82)
El valor medio de V2 esta dado por
_ m 27 _mvi
V2 = fv)z(P(vX)de = (an—T/ fv?(e 2KT dv, (17.83)

Esta integral ya la encontramos al calcular la presion de un gas ideal. Usando la (17.66) resulta

V2 = KT/m (17.84)

La energia cinética media asociada con la componente x de la velocidad es entonces

T, =

N~

KT (17.85)

Expresiones analogas se obtienen para las energias cinéticas medias asociadas con las compo-
nentes y, z de la velocidad, de modo que

f=TX+flTy+QTZ=

Nlw

KT (17.86)

en acuerdo con la (17.81).
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Distribucion de energia de un gas perfecto en un bafio térmico

En el Capitulo 16 consideramos las fluctuaciones de la energia de un sistema en equilibrio en un
bafio calorifico a una temperatura 7. En esa oportunidad afirmamos que la densidad de estados
f(E) de un sistema de muchas particulas (N = Np) es una funcién que crece muy rapidamente
con E, y que de resultas de ello la probabilidad (16.17) que el sistema se encuentre en un ma-
croestado de energia E, dada por

P(E)dE = % f(E)ePEdE (17.87)
tiene un maximo muy agudo. En particular, dijimos que para un gas ideal f(E) « E3N/2-1, va-

mos a probar ahora esta ultima afirmacion.
La funcion de particion (17.5) se puede escribir como

Z(T,V,N) = Z, (T,V,N)Z(T,N) (17.88)
donde
Z,(T,V,N) = %[ztlr Wk (17.89)

y Zin(T,N) =[ZL(T)]N. Consideraremos solamente la energia traslacional y por lo tanto no nos
preocuparemos por los movimientos internos. Escribimos la (17.15) en la forma

oe] V oe]
Z = [f(e)ePede -3 fe-ﬁpZ/Zmd% (17.90)
0 0
Luego
) % 2/
VN —ﬁ. pF/2m
Z,(T,V,N) =mje =1 d3p; ...d3py (17.91)
0
Aqui
N
> p?/2m=E, (17.92)
i=1

es la energia cinética traslacional total del gas, por lo tanto

N o
NN [ePFrd3p ...d3py (17.93)
‘0

Ztr =

Queremos ahora comparar esta expresion con la definicion (16.16) de la funcion de particion,
que podemos escribir como

Zy = zg(Ei)e_ﬂE‘ =ffN(Etr)e_ﬁE“dEtr (17.94)
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ya que la suma se puede transformar en una integral puesto que los niveles E estan muy proxi-
mos. Usamos aqui la notacion fy(E;) para que la densidad de niveles del sistema de N molé-
culas no se confunda con la densidad de niveles f(¢) = f(¢) para una inica molécula. Para ha-
cer la comparacion escribimos los p; en términos de los vectores sin dimensiones X; dados por

Xi = P/ 2mE (17.95)

Introduciendo (17.95) en la (17.93) tenemos que

VN m 3N/2 ~
: 0

Contando los factores de E;, en esta expresion concluimos que la (17.96) equivale a

Z, = A[EgN#le PR dE, (17.97)
0

donde la constante 4 tiene dimensiones de (energia)=3N/2 y surge de los factores constantes de

la (17.96) y de integraciones sobre variables diferentes de E;,. Comparando la (17.97) con la
(17.94) encontramos que

N,
fu(Ey) = AE2 (17.98)

Se puede notar que si N =1 la (17.98) da la dependencia correcta con ¢ de la densidad de ni-
veles de energia de una particula (ec. (17.16)).
El nimero de estados con E, < E es

E
n(E) = A[ fy(E)dE" = cte.x E3N/2 (17.99)
0

donde omitimos la constante de integracion N(0) = 1 porque en la practica es despreciable.
En vista de estos resultados la probabilidad que el sistema tenga una energia traslacional com-
prendida entre E, y E; + dE; es

P(Ey )dE, = CEZV e v dE, (17.100)
donde la constante C se determina pidiendo que

0

Es facil verificar que para valores grandes de N, P(E;) tiene un maximo muy agudo alrededor
del valor medio

Ey = [ExP(Ey)dE, = 3NKT (17.102)
0
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y que las fluctuaciones alrededor de dicho valor medio son muy pequeiias, pues

ABy _ i ~10-12 /E (17.103)
E, V3N VN

resultado éste que es congruente con la (16.23) que obtuvimos en el Capitulo anterior.

El lector puede observar que para una molécula, la distribucién de probabilidad P(¢) (esencial-
mente, la distribuciéon de Maxwell (17.75)) es ancha, lo que significa que las fluctuaciones alre-
dedor del valor medio son grandes. A medida que N se hace grande, la distribucidon de probabili-
dad (17.100) se hace mas y mas angosta.
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18. La estadistica clasica y la equiparticion de la energia

18. LA ESTADISTICA CLASICA Y LA EQUIPARTICION DE LA ENERGIA

En el Capitulo 17 mostramos que en el régimen clasico las velocidades de las moléculas de un
gas perfecto en equilibrio térmico a la temperatura 7' cumplen con la distribucion de Maxwell, y
que cada grado de libertad traslacional de la molécula aporta una energia media igual a %kT, tal
como predice el Teorema de Equiparticion. Estos resultados, que encontramos en el contexto de
la estadistica del gas perfecto, tienen un ambito de validez mas general, pues se cumplen para
todo sistema (sélido, liquido o gas) con tal que se lo pueda tratar clasicamente. En este Capitulo
trataremos las aplicaciones de la Mecanica Estadistica clasica a estos sistemas mas generales.
Por lo tanto vamos a suponer que nuestro sistema de N moléculas en equilibrio térmico se puede
describir por medio de la Mecanica Cléasica. Sabemos que para que esto sea posible se deben
cumplir las dos condiciones que mencionamos en el Capitulo 17, esto es:
® que se puedan despreciar los efectos de interferencia cuantica que establecen correlaciones
entre las particulas, y
® que la densidad de niveles sea muy grande, para que las sumas que aparecen en la funcion de
particion se puedan reemplazar por integrales, o en otras palabras, para que la energia se
pueda tratar como una variable continua.
Cuando se trata de los grados de libertad traslacionales el cumplimiento de la primera de estas
condiciones garantiza el cumplimiento de la segunda, pero esto no es cierto para los grados de
libertad internos de las moléculas'. Veremos que la segunda condicién limita muy severamente
la aplicacion de la estadistica clasica a los movimientos internos, lo cual lleva a que el Teorema
de Equiparticion no predice correctamente las capacidades calorificas de solidos y gases. Este
fracaso, que también se manifiesta cuando se intenta calcular la distribucion espectral de la ra-
diacion de cuerpo negro a partir del Teorema de Equiparticion, es el sintoma de una falencia ba-
sica de la Fisica Clasica, y la solucion de la crisis resultante se encuentra en la Teoria Cuantica.
Mostraremos coémo llegd Planck al paso fundamental que dio origen a esa teoria: la cuantifica-
cion de la energia. Veremos luego que la Teoria Cuantica permite predecir satisfactoriamente las
capacidades calorificas de so6lidos y gases.

Consideraciones generales

De acuerdo con la Mecanica Clésica, los microestados del sistema se especifican asignando las
posiciones Iy,...,Iy y las cantidades de movimiento py,..., Py de las N moléculas. Estas 6N va-
riables definen un punto en el espacio de las fases del sistema, que tiene 6N dimensiones. La
energia E, del microestado  es funcion de las posiciones y las cantidades de movimiento de las
N moléculas, esto es E, = E(rl(”,...,r,&”, p}r),..., p{). En equilibrio térmico la probabilidad
P(ry,-..,INs Ppy- -+, Py)dr...dpy de encontrar que el sistema esta en un microestado con r; en el
intervalo (ry,ry +dry), ..., ry en el intervalo (ry,ry +dry), pyen el intervalo (py, py +dpy), ...
y finalmente py en el intervalo (P, Py + dPy ), esta dada por la distribucion de Boltzmann

P(ry, .., TNy Proeeos Py )dF ... dpy ~ € PELIN0Pue-sPN) g, L dpy (18.1)

Para que estas consideraciones no lleven a confusion al tratar la materia condensada, aclararamos que en el
presente contexto cuando se estudia un cristal para calcular su capacidad calorifica, los movimientos de las molé-
culas del mismo se interpretan como movimientos internos de una unica particula (el cristal) sin grados de libertad

traslacionales. Veremos que la segunda de las condiciones arriba mencionadas juega un rol importante en este caso.
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18. La estadistica clasica y la equiparticion de la energia

La energia se divide en contribuciones independientes, porque la energia potencial 9’ depende
solo de las posiciones de las moléculas, mientras que la energia cinética 7 depende so6lo de sus
cantidades de movimiento (o sus velocidades). Luego P se expresa como el producto de dos
grupos de términos completamente independientes:

P(ry, .., TNy Proeeos Py )dr ... dpy o €AY (o) dr L dry x @ AT (PePN)dpy ... dpy (18.2)

Esto lleva a resultados de aplicacion general, que siempre y cuando se cumplan las leyes de la
fisica clasica valen para cualquier estado de la materia, tanto sélido como liquido o gaseoso.

Los términos de energia potencial suelen ser muy complicados, pues en un sistema de N molé-
culas cada una de ellas (en principio) interactia con todas las demas. Luego a menos de introdu-
cir hipotesis demasiado simplificadoras, es dificil tratar los términos de energia potencial de sis-
temas de moléculas que interactuan como los liquidos, los solidos y los gases densos. Por otra
parte, incluso cuando las interacciones entre moléculas son fuertes, la energia cinética es siempre
igual a la suma de las energias cinéticas individuales, cada una de las cuales depende de las
componentes de la velocidad de una unica particula. Entonces el correspondiente factor de
Boltzmann es siempre un producto de términos sencillos.

Generalidad de la distribucion de Maxwell de la velocidad

Si no nos interesa la distribucion espacial de las moléculas del sistema, podemos integrar la
(18.2) sobre todo el volumen del mismo y resulta

P(Py,..., Pn)dpy...dpy o e A7 (Pr-Puddpy . dpy = TTP(p;)dp, (18.3)
i

donde P(p)dp es la probabilidad que la cantidad de movimiento de una molécula esté en el in-
tervalo (p, p+ dp). Indicando con m la masa de la molécula podemos escribir

pLa mv2 mg ™ g
P(p)dp e 2mdp=e 2kTdv=e 2kTdv,e 2kTdvye 2KTdv, (18.4)

La probabilidad que la componente x de la velocidad de la molécula esté en el intervalo
(Vy, Vy + dvy ) es entonces

mv2

P(vy)dv, = Ae 2KT dv, (18.5)

donde la constante 4 se determina pidiendo que la probabilidad que Vv, esté comprendida entre
—o0 y +oo sea igual a la unidad. Recordando que

[erdx = JE (18.6)
—00 a

se obtiene A = (m/27KT)Y?2, de modo que la distribucion de velocidad es

172 Vg

P(v,) = (anlT) e 2KT (18.7)
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como ya obtuvimos en el Capitulo 17 al estudiar el comportamiento del gas perfecto clasico.
Para P(vy) y P(v,) resultan expresiones analogas. Del mismo modo podemos calcular la distri-
bucion del modulo de la velocidad y se obtiene una expresion idéntica a la (17.75):

mv2

3/2 _mv-
(_m ) v2e 2KT dv (18.8)

P(v)dv = 4]77\ kT
La (18.8) es la distribucion de Maxwell de 1la magnitud de la velocidad. Analogamente volvemos
a obtener las expresiones (17.77)-(17.80) para el valor mas probable V,,,, la magnitud media V,
el valor medio de V2 y el valor medio cuadratico de v. Como dijimos en el Capitulo 17, a la tem-
peratura ambiente estas velocidades caracteristicas estdn comprendidas dentro de un orden de
magnitud alrededor de 5x 10% cmV/s para todo elemento s6lido, liquido o gas.

El valor medio 7 de la energia cinética de una molécula es

T=1imv? =

Nl
N|w

KT (18.9)

como ya obtuvimos en el Capitulo 17 para el gas perfecto clasico.

La equiparticion de la energia

Consideremos el factor de Boltzmann para una particula de un sistema en equilibrio térmico. La
energia E de la particula se divide en energia cinética y potencial, que dependen de variables di-
ferentes e independientes, y vimos que separando esas variables se pueden deducir algunos re-
sultados utiles. Por ejemplo acabamos de mostrar que la energia cinética media de traslacion de
una molécula es 3KT /2, por lo tanto si el sistema consta de N moléculas en equilibrio térmico a
la temperatura 7, la energia cinética media total de traslacion es 3NKT /2, y depende so6lo de la
temperatura. Veremos ahora que este resultado es un caso especial de un teorema mas general,
que es uno de los resultados mas importantes de la fisica clasica.

Cabe sefnalar que todavia no tratamos todas las formas de energia de una molécula. Supondre-
mos que no hay campos eléctricos ni magnéticos; si bien esto restringe algo nuestros resultados,
¢éstos seguiran siendo de gran importancia. Hasta ahora la nica energia que usamos en los cal-
culos es la energia cinética de traslacion del centro de masa de la molécula, que se expresa como

T=Ty+Ty+T, , Ty=3MVg , etc (18.10)

pero una molécula de tamafo finito puede tener también energia cinética de rotacion, y si consta
de mas de un atomo puede tener energia cinética y potencial asociada con sus vibraciones inter-
nas”. Del mismo modo, una molécula de la red cristalina de un sélido tiene energia cinética y po-
tencial debido a las oscilaciones que realiza alrededor de su posicion de equilibrio. El procedi-
miento riguroso para tratar estos casos parte de escribir el Hamiltoniano de la molécula, es decir
la expresion de su energia en términos de oportunas coordenadas generalizadas y de los corres-
pondientes impulsos candnicamente conjugados. Nosotros usaremos algunos resultados sin de-
mostracion, y usaremos velocidades en lugar de impulsos.

* En principio habria que considerar también la energia asociada con las excitaciones electrénicas, e incluso aquella
asociada con las excitaciones nucleares. Sin embargo se puede ver que estos grados de libertad internos no juegan

un rol significativo, puesto que las energias de los mismos son siempre mucho mayores que k7.
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Consideremos primero las rotaciones. La energia de rotacion de un rotor rigido se escribe

1) 2 10 2. 1) 2
Erot = Trot = 5 hof + 51205 + 51303 (18.11)

donde Iq,1,, 15 son los momentos principales de inercia y wq,w5,w3 son las componentes de la
velocidad angular respecto de los correspondientes ejes principales (que son perpendiculares en-
tre si). Clasicamente cada componente de @ puede tomar cualquier valor entre —oo y +co. Esta
energia es puramente cinética, y no consideraremos energia potencial que dependa de la orienta-
cion del cuerpo. Luego si una molécula de un gas ideal se puede considerar como un rotor ri-
gido, su energia esta constituida por 6 términos: tres asociados a las traslaciones del centro de
masa (de la forma 3mvy, etc.) y los otros tres (del tipo 3 lyw{, etc.) asociados a las rotaciones.
Consideremos ahora un oscilador arménico simple lineal: por ejemplo una particula que oscila a
lo largo de una linea alrededor de una posicion de equilibrio, o un par de particulas que oscilan
alrededor de su centro de masa. El estado del oscilador esta especificado por la posicion § y la
velocidad &. La energia de la oscilacion tiene una parte cinética y una parte potencial:

Eyip = m&% + 1ag? (18.12)

donde « indica la fuerza de restitucion por unidad de desplazamiento. La expresion de la energia
de una particula que puede oscilar en tres dimensiones, como una molécula en la red de un cris-
tal, tiene tres grupos de términos del tipo (18.12). Clasicamente tanto las velocidades como los
desplazamientos pueden tomar todos los valores de —oo a +oo.

Observemos que todos los términos que aparecen en las (18.10)-(18.12) son del tipo

E = Jai? (18.13)

donde A es una velocidad o una coordenada (generalizadas) y a es un parametro que no depende
de A. Términos de esta clase se denominan grados de libertad en Mecanica Estadistica’. Si
existen f términos del tipo (18.13) se dice que la particula tiene f grados de libertad. Debido a la
similitud de la forma de estos términos, es obvio que las A se distribuyen de la misma manera
que las componentes Vy,Vy,V, de la velocidad de traslacion. Por lo tanto, la probabilidad que A
esté en el intervalo (A,A + dA) es

q \12 _an?
Pda=(—2) e 2Tdy (18.14)
\ 27kT
y entonces
o 1/2%° ar?
2= [12P()dA = (27?I<T) 72 2Tdn - %T (18.15)

—00

* Es habitual en Mecanica Estadistica utilizar la frase “numero de grados de libertad” para indicar el namero de tér-
minos de la forma (18.13) en la expresion de la energia de una particula. Se debe notar que esta practica esta en
conflicto con la definicion mas usual en la Mecanica, donde el numero de grados de libertad se restringe al numero

de términos que aparecen en la expresion de la energia cinética.
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En consecuencia

E=1ar?-

N[
N[

KT (18.16)

Podemos expresar este resultado del modo siguiente:

Teorema de la Equiparticion de la Energia:

En el equilibrio térmico cada grado de libertad, o sea cada término cuadratico en la expre-
sion de la energia (de traslacion, rotacion, vibracion, etc.) de una particula aporta %kT ala
energia media. Por lo tanto un sistema de N particulas cada una con f'grados de libertad tiene
una energia media por particula de % fKT y una energia media total dada por

E=1fNKT (18.17)

Este es el resultado cldsico, y significa que en el equilibrio térmico todo modo posible de movi-
miento esta excitado.

La equiparticion y el problema de los calores especificos

No hay forma de medir la energia media de cada molécula en una masa de material. Por lo tanto
la evidencia de la validez del Teorema de Equiparticion y de la Mecanica Clasica sobre la cual
se basa es indirecta, y proviene de las mediciones de calores especificos. Veremos que el Teo-
rema de Equiparticion no tiene validez universal, debido a que la Mecanica Clésica no describe
correctamente las vibraciones y rotaciones moleculares y tiene que ser reemplazada por la Me-
canica Cuantica. La imposibilidad de predecir el valor observado de los calores especificos de
los gases a partir del Teorema de Equiparticion fue uno de los primeros sintomas de las falencias
de la Mecanica Clasica. Del punto de vista teorico la cantidad que se calcula mas facilmente es

c, - (Z_E)V (18.18)

porque a volumen constante las energias de interaccion entre particulas se mantienen constantes.
De acuerdo con la (18.17) la capacidad calorifica molar a volumen constante del sistema es

&, =2 (3RT)=3 R (18.19)

Este es el resultado que surge del Teorema de Equiparticion. La cantidad que se mide mas fa-
cilmente es C,, pues es mas simple trabajar a presion constante. Afortunadamente hay una rela-
cion termodinamica general (ec. (7.74)) entre Cy y Gy

Cp - €&, = PVTagay = ITad/ Ky (18.20)

que nos permite comparar la teoria con los experimentos. Para un gas perfecto la (18.20) se re-
duce a

&,-& =R (18.21)
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Puesto que es dificil medir las capacidades calorificas de un gas, lo que se suele hacer es medir
su razon en el limite de bajas densidades (recordar la ec. (7.95)), donde su comportamiento es
ideal. Se determina entonces el exponente adiabatico

y=CplCy=(f+2)/f (18.22)

y usando (18.21) se calcula &, como
YA (18.23)
y -1

La capacidad calorifica molar de sélidos cristalinos

Mencionaremos primero los resultados para los solidos. Segun la (18.19) la capacidad calorifica
molar de un sélido que tiene en cada punto de la red cristalina un sélo tipo de 4tomo (o ion, o
molécula rigida) que puede oscilar arméonicamente en tres direcciones ( f = 6) tiene para todas
las temperaturas el valor

& =3R (18.24)

o sea unos 25 J grados ™' mol . Esto es lo que predice el Teorema de Equiparticién. A la tempe-
ratura ambiente la ley (18.24) se cumple para muchos elementos solidos; esa formula fue descu-
bierta empiricamente a principios del siglo XIX, y se conoce como la Ley de Dulong y Petit'. A
bajas temperaturas, sin embargo, el calor especifico medido es inferior al valor predicho por
(18.24). Recordemos también que la (18.24) estd en contradiccion con la Tercera Ley, segun la
cual para T — O se debe tener C, — 0.

~

Cy
BRI

2R - cobre

100 200 300° K

Fig. 18.1. Comportamiento de la capacidad calorifica molar de s6lidos (a volumen cons-

tante) como funcion de la temperatura.

Las curvas experimentales tienen todas la misma forma (Fig. 18.1) y se pueden superponer cam-
biando las escalas de temperatura. Consideremos por ejemplo el cobre y el plomo. A altas tem-

* Pierre-Louis Dulong y Alexis Thérése Petit formularon esta ley en 1819. En su tiempo fue un resultado muy im-
portante pues gracias a la misma se puede calcular el peso atdmico de un elemento a partir del valor de su calor es-

pecifico.
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peraturas ambos tienen el calor especifico molar 3R esperado. Pero ya a 300 °K el valor del co-
bre comienza a ser menor, a 150 °K cae rapidamente con la temperatura, y a 50 K ya es muy
pequefio. El comportamiento del plomo es similar pero la disminucion de €, ocurre a tempera-
turas mas bajas. El diamante sigue el mismo tipo de curva, con la salvedad que €, recién se
aproxima a 3R para temperaturas cercanas a 2000 “K. En todos los casos el comportamiento a
temperaturas bajas discrepa del que resulta de la equiparticion, y concuerda con el que prevé la
Tercera Ley. Para los s6lidos se encuentra experimentalmente que cerca del cero absoluto

& =aT3+6T , «,8=cte. (18.25)

El término cubico se debe a las vibraciones de la red cristalina y para los aisladores eléctricos
0 = 0. Para los conductores eléctricos el término lineal representa el aporte de los electrones de
conduccién’ y domina para T — 0.

La capacidad calorifica molar de los gases

Con los gases también se presentan discrepancias con lo que predice el Teorema de Equiparti-
cion. Puesto que los atomos tienen un tamafio finito, cada uno debe tener tres momentos princi-
pales de inercia. Luego, un atomo de un gas monoatémico tiene 6 grados de libertad (3 trasla-
cionales y 3 rotacionales). De acuerdo con el Teorema de Equiparticion, el gas deberia tener
Gy = 3Ry entonces y = % ~1.33. Pero el helio, los otros gases raros, y el mercurio, que son to-
dos monoatémicos, tienen valores de y proximos a 1.67, de modo que G, = % R. Todo ocurre
como si los tres grados de libertad rotacionales no se excitaran.

El fracaso de la equiparticion y la teoria cuantica

Hoy sabemos que el origen de los fracasos del Teorema de Equiparticién es que para llegar al
resultado crucial (18.16) se reemplazé la suma sobre los niveles de energia, que forman un con-
junto discreto, por una integral. Esto es licito s6lo cuando la densidad de niveles es muy alta,
condicién que es facil de cumplir para los niveles traslacionales de las moléculas de un gas, pero
que muchas veces no se cumple para los niveles de energia de los estados de movimiento in-
terno. En el caso de los sélidos la explicacion de los valores pequefios de €, a bajas temperaturas
es que las frecuencias de vibracion de atomos, moléculas e iones alrededor de sus posiciones de
equilibrio son muy elevadas (cerca de 10'*"? Hz). Veremos en breve que segtin la Teoria Cuén-
tica la energia de un oscilador de frecuencia v puede tomar tinicamente los valores discretos

nhv , n=0,12,... (18.26)

donde / es la constante de Planck®. Luego los niveles se caracterizan por el nimero cuéntico n'y
la energia de oscilacion solo puede cambiar en cantidades discretas AE = hv.

> El calculo de la contribucion de los electrones al calor especifico de un solido conductor requiere emplear la
estadistica de Fermi-Dirac. El lector lo encontrara en el Capitulo 15 de Introduccion a la Mecanica Cudntica.

% La Teoria Cuéntica de la que hablamos es la Teoria Cuantica Antigua (ver el Capitulo 5 de Introduccion a la
Mecanica Cudntica), hoy superada por la Mecanica Cuantica. Los niveles de energia de un oscilador armoénico
calculados a partir de la Mecéanica Cuantica difieren de los que resultan de la (18.26) por un término adicional
constante 4v/2 (Capitulo 9 de Introduccion a la Mecanica Cudntica). Pero esta diferencia es irrelevante para el

célculo de la capacidad calorifica. Para los calculos de este Capitulo, la Teoria Cudntica Antigua es satisfactoria.
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Recordando que h=6.62x1073 Js=4x10"2° eVs resulta hv =7x107%?J=0.004€eV para
frecuencias de 10'> Hz. A temperaturas muy bajas, esto es, cuando k7 es pequefio respecto de
hv, el factor exp(-hv/KT), que representa el cociente entre las probabilidades que el oscilador
esté en el estado N+1 y que esté en el estado n es muy pequenio. En la préactica cuando
KT << 0.004€eV (que equivalen’ a =46 °K) los osciladores solo pueden vibrar en el estado mas
bajo (n =0, también llamado estado fundamental). Por lo tanto la energia de oscilacion no se
puede modificar por un cambio de temperatura, por eso el calor especifico es muy pequefio y se
anula en el cero absoluto. En cambio a temperaturas mas elevadas, digamos en este caso 400 °K,
el hecho que los niveles de energia vibracionales sean discretos modifica muy poco la energia
media de los osciladores y se cumple la ley clasica. En sustancias duras como el diamante, o en
cristales i6nicos, las frecuencias de vibracion son unas 10 - 15 veces mayores y por ese motivo
los calores especificos son muy bajos incluso a temperatura ambiente.

De modo semejante para explicar los calores especificos inesperadamente bajos de los gases a
temperaturas ordinarias es preciso invocar que la energia de rotacion de un cuerpo estd cuantifi-
cada: unicamente puede tomar valores discretos y so6lo puede cambiar en cantidades discretas.
En el helio (monoatémico), los intervalos AE entre los niveles rotacionales son de unos 10 eV:
esa es la minima energia de rotacion que puede tener un atomo de helio. Si la energia promedio
es mucho menor que esa cantidad, es extremadamente improbable que pueda haber alguna rota-
cion. Puesto que KT =0.026 €V a la temperatura ambiente, es evidente que no habra ninguna
rotacion de los a&tomos. En el mercurio (también monoatdémico), los intervalos de energia entre
los niveles rotacionales son dos 6rdenes de magnitud menores que los del helio, pero atn asi a la
temperatura ambiente la energia térmica no alcanza para excitar las rotaciones de una cantidad
apreciable de atomos. Por lo tanto en ambos casos solamente estan disponibles los tres grados de
libertad traslacionales, y por eso la razon de los calores especificos es 5/3. Estos son sélo algu-
nos ejemplos. También hay discrepancias con la equiparticion en el caso de los gases diatomi-
cos, pero no vamos a entrar en detalles para no alargar esta exposicion.

En general, entonces, la equiparticion no se cumple para aquellas combinaciones de valores de la
temperatura y del espaciado de los niveles de energia para las cuales AE >> KT . Viceversa,
cuando AE << KT, el correspondiente grado de libertad se puede excitar y aporta %kT a la ener-
gia total.

Antes de ver como la cuantificacion de la energia permite resolver las dificultades de la teoria de
los calores especificos de sélidos y gases, conviene discutir la teoria de la radiacion de cuerpo
negro dado que fue a partir de esos estudios que se origind la Teoria Cuantica.

La teoria de Planck de la radiacion de cuerpo negro

Antecedentes

El problema de la densidad de energia de la radiacién de cuerpo negro, que ya mencionamos en
el Capitulo 15, es del mismo caracter que los que acabamos de comentar en relacion con las ca-
pacidades calorificas, y el comportamiento real de la radiacion tiene una explicacion semejante.
En efecto, cada uno de los modos de oscilacion del campo electromagnético esta cuantificado, y
su energia solo puede tomar valores discretos de acuerdo con la (18.26), multiplos enteros del

” Frecuentemente se suele expresar la temperatura en eV (electrén-Volts). La equivalencia es: 1 eV = kT para T =
11600 °K.
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cuanto /v. Por lo tanto a una dada temperatura 7'y para frecuencias tales que hv >> KT, el factor
de Boltzmann exp(—-nhv/KT) es despreciable y las oscilaciones de esas frecuencias no se exci-
tan. Por ese motivo la distribucion espectral u(v,T) tiende rapidamente a cero en el dominio de
frecuencias altas. En cambio a frecuencias bajas (cuando hv << KT) la teoria clasica reproduce
correctamente el comportamiento de u(v,T), como veremos en breve.

Es interesante recordar de que manera Planck llegé a fines de 1900 a su famosa hipdtesis, que
dio origen a la Teorfa Cuantica®. En esa época (ver Capitulo 15) se conocia la Ley de Wien, que

se deduce a partir de argumentos puramente termodinamicos, y que establece que
u(v,T) =cv3g(cv/T) , ¢, ¢ =cte. (18.27)

donde g es una funcion desconocida. La (18.27) implica que el méximo de u(v,T) ocurre para
una frecuencia v,,, que es proporcional a la temperatura, esto es v, ~ T . Por otra parte las medi-
ciones de u(v,T) que se conocian antes de 1900 cubrian solamente el rango de altas frecuencias

situado a la derecha del maximo de u(v,T) que se aprecia en la Fig. 18.2.

I/I/G’T3 11t

Fig. 18.2. Distribucion espectral u(v,T) de la radiacion de cuerpo negro. Con la linea llena
se indica el resultado experimental. La linea de puntos corresponde a la formula empirica
(18.28) de Wien y la linea de trazos muestra el resultado (18.54) de Rayleigh-Jeans, que
deriva del Teorema de Equiparticion. La linea vertical indica la posicion del maximo de

u(v,T), que ocurre para hv/KT =~ 2.82.

¥ El lector notar4 que el desarrollo histrico de los conceptos que vamos a relatar ahora sigue un camino inverso al
recorrimos en el Capitulo 17. Alli partimos de los conceptos cuanticos para llegar al limite clasico. Naturalmente

Planck no podia proceder asi en 1900, y tuvo que seguir el camino inverso para inferir las propiededes cuanticas que

hacen falta para obtener la distribucion espectral correcta.
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En base a los resultados entonces conocidos Wien propuso en 1896 la férmula empirica:

u(v,T)=cpe /T | ¢, ¢, =cte (18.28)

que tiene la forma (18.27) y por lo tanto cumple la Ley de Wien, y con elecciones adecuadas de
las constantes permite un buen ajuste de las mediciones en el rango de las altas frecuencias, las
unicas disponibles hasta ese momento.

La teoria de Planck

En 1900 Otto Lummer y Ernst Pringsheim, y también Heinrich Rubens y Ferdinand Kurlbaum
llevaron a cabo mediciones muy precisas en un rango de frecuencias bajas que hasta entonces no
de habia estudiado y encontraron que la formula (18.28) esta en desacuerdo con los resultados,
los cuales mostraron en cambio que para frecuencias muy bajas se tiene que

u(v,T) ~veT (18.29)

Al conocer estos resultados’ Planck propuso una formula que interpolara entre (18.28) y (18.29).
Dicha formula es la siguiente:

8mv?  hv
3 "N dv (18.30)

u(v,T)dv =
(v.T) -

y es la célebre distribucion de Planck. Ajustando la (18.30) a la distribucion espectral observada,
Planck determiné el valor de % (denominada constante de Planck) como 6.55x107*" erg s, un
valor muy cercano al actual'’, con el cual obtuvo un perfecto acuerdo con las mediciones. No
conforme con esto procurd comprender porqué la (18.30) concuerda tan bien con los resultados
experimentales y con ese fin procur6 darle una base tedrica. Describiremos los pasos que siguio.
El paso electromagnético. Sea V el volumen de la cavidad. En primer lugar, recordando que
uV = E(v) = N(v)g,, donde N(v) =8mv?V/c3 es el nimero de modos de frecuencia v que se
calcula mas adelante (ec. (18.52)), escribi6 la (18.30) en términos de la energia media ¢, de las
oscilaciones de frecuencia v como

2
u(v, T)dv = 8Z—§Evdv (18.31)
donde de acuerdo con (18.30) se tiene que
_ hv
&y = (18.32)
e -1

A continuacion Planck uso una relacion del electromagnetismo que establece que la energia £ de
una carga que oscila con la frecuencia v y esta en equilibrio con radiacion cuya densidad de
energia es u(v,T) es

? El lector puede notar que (18.29) es el resultado de la teoria de Rayleigh-Jeans, que fue publicada recién en 1905,
después de los hechos que estamos relatando. Por lo tanto Planck no conocia el resultado clasico (18.48).
"9 El valor actual de / es 6.6260755x10 > erg s.
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C3
E=E(vT)=5

(18.33)

Comparando (18.31) con (18.33) identificé &, con la energia media £ de un oscilador de fre-
cuencia v de la pared de la cavidad que estd en equilibrio con la radiacion, esto es

hv
E-= _ehv/kT (18.34)

-1

De lo anterior concluy6 que para conocer u(v, T)es suficiente determinar E.

El paso termodindmico. Para eso uso la relacion (ec. (16.5)) (9S/JE)y =1/ T que se obtiene
del ensemble microcandnico y que vincula la entropia con la energia. Escribié 7 en funcion de E
despejando de la (18.34) y obtuvo

dSl
dE T hv[

(1. ) _InE
inf1+ ) |nhv] (18.35)

Integrando la (18.35) resulta

S-+ “m(l V) |nh—v] dE

k
v
g ) ]

(18.36)

El paso estadistico. Luego considerd un sistema formado por un nimero N muy grande de osci-
ladores, todos de la frecuencia v, en equilibrio con la radiacion de dicha frecuencia. La energia
de ese sistema es entonces Ey = NE y la entropia vale §y = NS. A continuacion uso6 la relacion
fundamental de Boltzmann (16.1) para relacionar Sy con el peso estadistico €2\ del macroes-
tado de energia Ey . Para calcular €2\ imagind que la energia total del sistema se forma a partir
de un nimero P grande, pero finito de cuantos o parcelas de energia, cada uno de energia ¢, de
modo que Ey = Pe. El nimero de microestados es entonces igual al nimero de modos de re-
partir los P cuantos (indistinguibles) entre los N osciladores (distinguibles), esto es'’

_(P+N-! (P+N-1)P+N-1

NTop(N-1 T PP(N-DN-L (18.37)

donde la ultima igualdad resulta de aplicar la formula de Stirling r!=r" que vale para r >> 1.
Usando el valor (18.37) de Qy calculé nuevamente S= N1, = N~kInQy y obtuvo

11 , . .. B
Para contar el nimero de microestados indiquemos con el simbolo ® cada uno de los P cuantos y separemos con

el simbolo | los cuantos que le han tocado a un oscilador de los que le han tocado al siguiente. Hay N — 1
separadores. Una forma de repartir los cuantos se representa entonces mediante una secuencia del tipo |®®|*||*°|...
etc.. Esto es: el primer oscilador no tiene ningin cuanto, el segundo tiene dos, el tercero tiene uno, el cuarto
ninguno, el quinto tiene dos, y asi sucesivamente. Todas las reparticiones diferentes se obtienen entonces
permutando de todas las maneras posibles los P + N — 1 simbolos, y recordando que las permutaciones de los ® entre

si y de los | entre si no dan una secuencia diferente. Se obtiene entonces la (18.37).
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(1+—\ In/1+ E) —EI E

S LAY ELCLi AL (18.38)

Puesto que S es funcion solamente de £y v, comparando la (18.38) con la (18.36) Planck con-
cluy6 que la energia de los cuantos es

e=hv (18.39)

De esta forma Planck llegd a su postulado cuantico, que resuelve el problema. En efecto, usando
la (18.39) en la (18.38) se pueden recorrer todos los pasos precedentes en sentido inverso y lle-
gar a la (18.34) y de ahi, usando la (18.33) se encuentra la distribucion (18.30).

Corresponde sefalar que del punto de vista de la fisica de su tiempo, la 16gica de los dos prime-
ros pasos seguidos por Planck es impecable, pero el tercer paso contiene elementos cuestiona-
bles. En realidad la manera como trat6 la estadistica del conjunto de osciladores no es sino un
procedimiento heuristico'?, disefiado (como el mismo Planck reconocié'®) para obtener a cual-
quier precio el resultado deseado. En efecto, el argumento estadistico de Planck involucra dos
pasos dificiles de justificar: el primero es la introduccion de los cuantos finitos de energia, el se-
gundo es su peculiar manera de contar los microestados. En la opinion de Planck la teoria elec-
tromagnética no da un punto de partida para calcular €2, pero en esto erraba porque como vere-
mos ahora el Teorema de Equiparticion permite calcular la magnitud termodindmica que Planck
queria. Sin embargo el resultado de ese calculo esta equivocado. Para aclarar esta cuestion con-
viene hacer una breve digresion.

La equiparticion y la radiacion de cuerpo negro

Veremos ahora que el Teorema de Equiparticién permite encontrar una expresion de u(v,T),
pero la misma no describe correctamente la radiacion de cuerpo negro. Consideremos la radia-
cion en equilibrio térmico en una cavidad de paredes metélicas. Dentro de la misma se estable-
cerd un conjunto de ondas estacionarias de diversas frecuencias, cada una de las cuales se com-
porta como un oscilador. Nos interesa calcular N(v)dv, el nimero de frecuencias permitidas en
el intervalo comprendido entre v y v + dv. Para ello suponemos que la cavidad es un cubo de
arista a. Consideremos un modo de frecuencia v = w /27 y vector de onda k (k =27/ A, donde
A es la longitud de onda). El campo eléctrico correspondiente es

E(r,t) = E, sen(k,x) sen(k,y) sen(k,2) sen(at) (18.40)

donde Ey es la amplitud de la oscilacion del campo. Puesto que la onda es estacionaria, E se
debe anular sobre las caras del cubo, lo que requiere

kz=£nZ , NNy, n, =123.. (18.41)

12 , . . . o . . ..

Segun el diccionario la heuristica es el arte de inventar. Se dice que un procedimiento, o un argumento, es heu-
ristico cuando ayuda a encontrar la manera de resolver un problema, pero en realidad no esta justificado o bien es
imposible de justificar.

1 4 LR}
? Planck lo llamé “un acto de desesperacion”.
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y por lo tanto

.7172

k? = a—(n)% +n5 +nZ) (18.42)

Puesto que k = 27v/c resulta

C,2 2 232 O
v=£(nx+ny+nz) =5 (18.43)

donde r = (ng +ny

coordenadas (ny, Ny, n,) en un espacio de tres dimensiones. El nimero N(r)dr de frecuencias

+n2)Y4. Podemos representar las frecuencias permitidas como puntos de

permitidas con » comprendido entre » y r + dr es igual a la cantidad de puntos dentro del primer
octante de una cascara esférica de radios ry r + dr, esto es

N(r)dr = (§)dar 2dr = Lar2dr (18.44)

El nimero de modos permitidos es el doble de esta cantidad, puesto que para cada (v,k) hay dos
ondas estacionarias con distintas polarizaciones. Tendremos entonces que

N(v)dv = 2N(r)dr = zrdr (18.45)
Sustituyendo r = 2av/c y dr = 2adv/c en la (18.45) obtenemos finalmente

3
N(v)dv = E(Z?a) vady (18.46)

Cada onda estacionaria equivale a un oscilador', luego el numero de grados de libertad es
f = 2. El Teorema de Equiparticién nos dice entonces que en el equilibrio, cada onda estacio-
naria tiene una energia media &, = KT. Por lo tanto la energia media de la radiacion con fre-
cuencias en el intervalo (v,v + dv) es

3
E(v,T)dv = N(v)E, dv = KTIN(v)dv = an(Z—f) v2d (18.47)
y la densidad media de energia por unidad de intervalo de frecuencia u(v,T) = E(v,T)/a%s
2
u(v, T)dv = 8mé—3dev (18.48)

Esta es la formula de Rayleigh-Jeans, que ya obtuvimos (a menos del factor 8) en el Capitulo
15 mediante el andlisis dimensional. Como dijimos entonces, no es correcta y lleva a resultados
absurdos pues la integral de la (18.48) sobre todas las frecuencias diverge.

" A partir de las ecuaciones de Maxwell se puede mostrar que cada onda estacionaria de la forma (18.25) equivale
a un oscilador armédnico, ver por ejemplo W. Panofsky y M. Phillips, Classical Electricity and Magnetism, Addison

Wesley.
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Es interesante recordar la historia de la ec. (18.48). En un breve articulo publicado en 1900, Lord
Rayleigh sugiri6é por primera vez aplicar el Teorema de Equiparticion para calcular la distribu-
cion espectral de la radiacion de cuerpo negro y dedujo una relacion de la forma

u=cvT (18.49)

pero no calculd entonces la constante c;. Cabe destacar que el razonamiento de Rayleigh, que es
esencialmente el que presentamos arriba, tiene respecto de los argumentos de Planck la ventaja
de prescindir de los osciladores materiales de la pared de la cavidad. Pero desde luego, el resul-
tado (18.49) es absurdo y contradice la experiencia. Rayleigh era consciente de esto y por lo
tanto consideraba que su formula vale solamente en el limite T/v muy grande. Para suprimir la
“catastrofe ultravioleta” introdujo (sin justificacion) un factor exponencial® y propuso una ley
general de la forma

u(v,T) = cpv2Te /T (18.50)

Esta expresion se conocié como Ley de Rayleigh, y si bien tiene la forma (18.27) requerida por
la Ley de Wien, no es correcta, del mismo modo que no es correcta la formula empirica de Wien
(18.28).

En 1905 Rayleigh volvio sobre la relacion (18.49) y calculd ¢;, aunque con un error de un factor
8 que fue corregido un mes después por Jeans. Simultdineamente y en forma independiente
Einstein dedujo también la (18.48).

El proposito de esta digresion acerca de la teoria de Rayleigh-Jeans es sefialar su rol en los pri-
meros tiempos de la Teoria Cuéntica. En efecto, desde 1900 hasta 1905 la formula de Planck
(18.31) era vista como nada mas que una buena manera de describir los resultados experimenta-
les. Recién hacia 1905, al constatar su profunda contradiccion con la teoria clasica, algunos fisi-
cos se comenzaron a percatar de la crisis que se aproximaba. El fracaso de la teoria de Rayleigh-
Jeans dio la sefial de alerta. La falla fundamental del planteo clasico tiene su origen en que la
radiacion de cuerpo negro es equivalente a un sistema mecanico con infinitos grados de libertad.
Es evidente entonces que para que la densidad de energia radiante (que se obtiene como la suma
de las contribuciones de los infinitos modos (18.40)) sea finita es preciso que los modos de alta
frecuencia no participen del reparto de la energia. En otras palabras, que los grados de libertad
que corresponden a esos modos no estén excitados. Pero la Fisica Clasica no dispone de ninglin
mecanismo que permita lograr esto. Solamente la introduccion de los cuantos permite superar la
dificultad, pero eso implica abandonar la Fisica Clasica.

El significado de la hipotesis de Planck

Fue Einstein quien en 1906 puso en claro el verdadero significado de la formula de Planck y de
las hipotesis sobre la cuales se basa, al expresar claramente que la energia de los osciladores de
Planck puede tomar sélo valores que son multiplos enteros del cuanto hv, y que en la absorcion
y emision de radiacion, la energia del oscilador cambia en saltos que son multiplos de hv. A
continuacion vamos a desarrollar el razonamiento de Einstein (que en realidad fue presentado en
su articulo sobre la teoria del calor especifico de un sélido). Lo que hizo Einstein fue examinar
coémo se debe modificar la teoria cldsica para obtener el resultado correcto (18.30).

' Rayleigh comprendié que el Teorema de Equiparticion da una respuesta incorrecta para las frecuencias altas.
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Recordemos el origen de la Ley de Equiparticion. Basicamente es una consecuencia de la distri-
bucion de Boltzmann, que en este caso expresa que la probabilidad P(e)de que un modo de os-
cilacion tenga una energia entre € y € + de vale

—e/KT
P(¢)de = &

, Z= fe-sfdeg (18.51)
0

En términos de la distribucion de Boltzmann, € se expresa como

. ?8e—s/de8
€ = fsP(s)ds =9 (18.52)
0

[e¢]

e—g/de6
!

y al calcular las integrales en la (18.52) se obtiene precisamente € = KT .

La gran contribucién de Planck consistid en que advirtié que podia obtener el resultado que bus-
caba si trataba € como una variable discreta, en lugar de la variable continua que es en la Fisica
Clésica. A partir de esto Einstein llego a la conclusion que para llegar a la (18.30) era preciso su-
poner que la energia de cada modo de oscilacion del campo de radiacion toma soélo ciertos valo-
res discretos, multiplos enteros de hv, en lugar de cualquier valor. Supongamos entonces que
los valores permitidos de la energia son

e, =0, hv, 2hv, 3hv, ... (18.53)

Siendo asi las integrales en la (18.52) se deben reemplazar por sumas:

[ee]

i nhvP(nhv) iﬂe‘”m’ KT 3 ne=n«

£, = ”=Ooo = “TX? KT = hv”joo— = —hvi(ln Ee‘”a) (18.54)
E P(nhv) L g-nhv/KT E e-Na a\ no
n=0 n=0kT n=0
donde o = hv/KT. Pero
® 1
g Na 18.55
ngo 1-e“ ( )
y por lo tanto
-a
da| \1-e«) da l-e @ e*-1

1
Resulta entonces'®

'® Esta deduccion de la distribucion de Planck basada en suponer que la energia de cada modo de oscilacion del

campo de radiacion esta cuantificada fue dada por Debye en 1910.

213



18. La estadistica clasica y la equiparticion de la energia

_ hv
v = ehv/kT (18'57)

1

™

con lo cual queda aclarado el origen de la (18.32). Usando este valor de €, en la (18.31) se ob-
tiene la (18.30).

Recapitulando, no es preciso alterar la distribucion de Boltzmann, sino que hay que postular que
la energia de los osciladores de la radiacion misma puede tomar solamente los valores discretos
(18.53) y no cualquier valor, como predice la teoria clasica.

El postulado de Planck y sus implicancias

La hipétesis de Planck se puede generalizar y enunciar como un postulado del modo siguiente:

Cualquier ente fisico con un grado de libertad mecénico, cuya coordenada generalizada
realiza oscilaciones arménicas simples sélo puede poseer valores discretos de lal energia,
dados por la relacién

en=nhv |, n=0,12... (18.38)

dondev es la frecuencia de la oscilacioh gs una constante universal.

Si la energia del ente obedece el postulado de Planck se dice que estd cuantificada, los niveles
de energia permitidos se llaman estados cudnticos y el nimero entero n se denomina numero
cuantico.

Se podria pensar que los sistemas macroscopicos no se comportan de acuerdo con el postulado
de Planck. Pero es facil constatar que debido a la pequefiez de 4, la diferencia de energia entre
niveles, AV, es en esos casos totalmente insignificante: no se puede medir la energia de un sis-
tema macroscopico con suficiente precision como para verificar si el postulado de Planck se
cumple o no. Solamente cuando v es muy grande y/o € es tan pequefia que Ae =hv es del
mismo orden que & se ponen en evidencia las consecuencias del postulado de Planck. Un caso,
por supuesto, es el que acabamos de ver, pero hay muchos mas.

Es preciso recalcar que Planck restringio su concepto de la cuantificacion de la energia a las os-
cilaciones de los electrones radiantes de la pared de la cavidad del cuerpo negro, pues pensaba
que una vez radiada, la energia electromagnética se esparcia por el espacio en forma de ondas.
La extension del concepto de cuantificacion de la energia a la radiacion misma se debe a
Einstein, quien propuso que la energia radiante esta cuantificada en paquetes concentrados a los
que hoy llamamos fofones o cuantos de luz. Pero la historia del foton no la trataremos aqui.

Las teorias de Einstein y Debye del calor especifico de los sdlidos

Vamos a mostrar ahora que el postulado de Planck permite calcular correctamente los calores
especificos de los solidos. El problema es enteramente analogo al de la radiacién de cuerpo ne-
gro. Supongamos que tenemos un sélido cristalino en el cual hay N dtomos (o moléculas) que
pueden realizar oscilaciones alrededor de sus posiciones de equilibrio; como los 4&tomos pueden
oscilar en las tres direcciones, cada uno de ellos equivale a tres osciladores lineales. Tenemos
entonces un sistema de 3N osciladores lineales, y de acuerdo con el Teorema de Equiparticion,
en el equilibrio térmico a la temperatura 7, a cada uno de ellos le corresponde una energia media
€ = KT. Por lo tanto, la energia media total es 3NkT y la capacidad calorifica resulta ser igual a
3Nk. Sabemos que este resultado de la fisica clasica es incorrecto, pues no reproduce el com-
portamiento del calor especifico a bajas temperaturas y viola la Tercera Ley de la Termodina-
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mica. Veremos que el postulado de Planck permite resolver la dificultad. Primero vamos a dis-
cutir el modelo sencillo de Einstein y luego el modelo de Debye que lo mejora.

El modelo de Einstein

En 1906 Albert Einstein formul6 una teoria sencilla del calor especifico de un sélido, fundada en
considerar que los 3N osciladores que describen las vibraciones de los 4tomos alrededor de sus
posiciones de equilibrio son idénticos e independientes entre si, y tienen una frecuencia carac-
teristica v, que denominaremos frecuencia de Einstein. Siguiendo el postulado de Planck, su-
puso que cada oscilador esta cuantificado, y que su energia puede solamente tomar los valores

en=nhvg , n=012,... (18.59)

Por lo tanto, la funcion de particion para cada oscilador es

7 = e—en/kT - e—nhvE/kT - - 18.60
e St e e 960

donde introdujimos el parametro de temperatura 8 =1/KT. La energia media de cada oscilador
es entonces

_ dlnz 4 _ah hvee Pve hve hve
Ep =%[In(1—e P VE)]= 1_ePve ~ofve 1 gvelkl 1 (18.61)
En consecuencia la energia total es
_ 3Nhv
La capacidad calorifica a volumen constante es pues
r 2pX
o (E) e (18.63)
at /)y at/y (e*-1
con
hve ©
- e 2E (18.64)

La cantidad @ = hvg /K se denomina temperatura de Einstein, y en ella se resumen todas las
propiedades del medio.
Es facil verificar que para T — 0 (T << &) se cumple

O

C, = SNK(%)Ze_T -0 (18.65)

de modo que la capacidad calorifica tiende a cero, como debe ser seglin la Tercera Ley de la
Termodindamica. Sin embargo, hay que sefalar que la (18.65) esta en desacuerdo con la eviden-
cia experimental (ec. (18.25)) seglin la cual cerca del cero absoluto C, ~ T3. Esto no debe sor-
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prender, pues la hipotesis de una unica frecuencia para todos los osciladores es una simplifica-
cion demasiado grosera.
Para temperaturas altas (T >> @) es sencillo verificar que

Cy = 3Nk (18.66)
y por lo tanto se cumple la ley de Dulong y Petit.
C,/R _

3L

0.5 1 L5 10,

Fig. 18.3. Calor especifico de un solido de acuerdo con la teoria de Einstein.

En la Fig. 18.3 se muestra el comportamiento de C,. Si la comparamos con la Fig. 18.1 vemos
que la teoria de Einstein, pese a su simplicidad, reproduce bastante bien las caracteristicas cua-
litativas de las capacidades calorificas de los s6lidos, salvo la discrepancia ya mencionada cerca
del cero absoluto.

Cabe observar que los mismos razonamientos que se hicieron en esta Seccion se pueden aplicar
para calcular la funcion de particién interna Z"(T) correspondiente a las vibraciones de las
moléculas de un gas, si reemplazamos vg por la frecuencia de vibracion.

La teoria de Debye

La suposicion que cada atomo de la red cristalina oscila de manera independiente de sus vecinos
no corresponde a la realidad, pues las oscilaciones de atomos cercanos estan fuertemente
acopladas entre si. Si uno de ellos se pone a vibrar, se excitan vibraciones en los d&tomos proxi-
mos, los que a su vez excitan a sus vecinos de modo que la perturbacién se propaga como una
onda en el seno del cristal. El problema real es entonces el de 3N osciladores lineales acoplados.
Una forma de tener en cuenta esto podria ser encontrar las frecuencias

V1, V2, Vo, ..y V3N (18.67)

de los 3N modos normales de oscilacion, pues si las conociéramos podriamos escribir

N_ 3Ny,

E= Y& = Tk (18.68)
21 ' Zleh kT _q

Esta metodologia fue propuesta por Max Born y Theodore von Karman en 1912, pero el calculo
de los modos normales para N suficientemente grande como para que el resultado sea de interés
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requiere grandes computadoras. Ese mismo afio Peter J. W. Debye propuso un método aproxi-
mado mucho mas sencillo: tratar el s6lido como un medio elastico homogéneo y considerar las
ondas elasticas estacionarias que se pueden excitar en el mismo. Este ingenioso tratamiento tiene
la virtud que toma en cuenta correctamente los modos de baja frecuencia, que son los que
determinan el comportamiento del calor especifico a muy baja temperatura.

En un so6lido se pueden propagar ondas elasticas longitudinales (cuya velocidad es c| )y trans-
versales (cuya velocidad es Cr), y estas ultimas se pueden presentar en dos polarizaciones inde-
pendientes. Consideremos que el solido es un cubo de arista a. El problema de contar las ondas
elasticas estacionarias que existen en el intervalo de frecuencias entre vy v + dv es entonces
enteramente analogo al de contar los modos electromagnéticos de una cavidad, que ya estudia-
mos antes, de modo que escribiremos el resultado:

N(v)dv = 4ﬂVV2dV(i3 + 33) (18.69)
¢ ¢

Podemos escribir la (18.69) en la forma

=+

N(v)dv = Llc—ﬂ;/vzdv con (18.70)

pc.o| =
—?w| N

1
53

Esta expresion es correcta en el limite de bajas frecuencias. La aproximacion del modelo de
Debye consiste en suponer que vale para todas las frecuencias, con la salvedad que debe existir
una frecuencia de corte vp, llamada frecuencia de Debye, porque el nimero total de modos es
3N. Por lo tanto se debe cumplir que
Vb
fN(v)dv = 3N (18.71)
v=0

El origen fisico de la frecuencia de corte es que en una red atdmica, donde cada atomo interactia
con sus vecinos por medio de fuerzas elasticas, no se pueden propagar ondas cuya longitud de
onda es menor que el doble de la distancia interatomica'’. Usando (18.70) en (18.71) se obtiene

v
an =AY g, L ATVYE (18.72)
c3 I k3 '
v=0
de donde resulta
9Nc?
3
v3 = 18.73
° 4av (18.73)
Luego podemos escribir
N(v)dv = %vzdv (18.74)
VD

" La existancia de la frecuencia de corte que se tiene porque el niimero de grados de libertad (6N) es grande pero

finito, hace que no ocurra la catastrofe ultravioleta, a diferencia del caso de la radiacion de cuerpo negro.
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Puesto que cada modo esta cuantificado, su energia media esta dada por la (18.57):

hv

Usando la (18.75) podemos reemplazar la suma sobre las frecuencias caracteristicas v; de la
(18.68) por una integral. La energia del cristal es entonces

VD
_ 9Nh vadv
E-= fs(v)N(v)dv = 2 J IR 1 (18.76)
v=0
La capacidad calorifica vale
VD Xp
c, - (aE) ONh h [ e™/Kyddy  oNk [ e*x*dx
JT v kT2 [ (/KT _12 X3 | (e-1)?
v=0 x=0
(18.77)
3Nk
= —g(XD)
En la (18.77) hemos introducido la notacion
hVD @D
X = —D _ 2D 18.78
D=7 T ( )

donde Op = hvp /K se denomina temperatura de Debye, y es el parametro donde se resumen las
propiedades del solido. Resumiendo, el resultado final es:

Cy = 3Nk( ) (?D) (18.79)
donde la funcién
exx“dx
9(2) = @12 (18.80)

no tiene una expresion cerrada, sino que se debe calcular numéricamente o buscar en tablas. La
formula (18.79) se ha representado en la Fig. 18.4, y a primera vista difiere poco del resultado de
Einstein (Fig. 18.3). Sin embargo a diferencia del resultado de Einstein la (18.79) tiene el com-
portamiento correcto cerca del cero absoluto.
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/R _

0.5 1 L5 10,

Fig. 18.4. Calor especifico de un solido de acuerdo con la teoria de Debye.

En efecto, cuando z << 1 es facil verificar que

9= , z<<1 (18.81)
y por lo tanto a muy bajas temperaturas se tiene

= TPxT3 |, T<<Op (18.84)

en acuerdo con la Tercera Ley de la termodinamica y con la evidencia experimental (18.25).
Cuando z— « resulta

9(z—>»)=4x* (18.82)

de modo que a altas temperaturas obtenemos

Cy=3Nk , T>>0, (18.83)

y se cumple la ley de Dulong y Petit. Los calores especificos obtenidos con la teoria de Debye
ajustan muy bien los resultados experimentales: esto se debe a que la teoria es exacta tanto a ba-
jas temperaturas como a temperaturas altas.

No presentaremos en estas notas el desarrollo de otras aplicaciones de la Mecanica Estadistica,
ya que el lector las puede encontrar en la bibliografia que citamos en el Prologo.
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19.TEORIA CINETICA ELEMENTAL Y PROPIEDADES DE TRANSPORTE

Fendmenos de transporte

Hasta ahora nos ocupamos de sistemas en equilibrio. En este Capitulo trataremos sistemas que
estan cerca del equilibrio, pero no completamente, en los cuales la densidad, o la temperatura, o
la cantidad de movimiento media de las moléculas varia de un lugar a otro. Cuando esto ocurre
hay una tendencia a que las faltas de uniformidad desaparezcan debido al movimiento de las
moléculas y a las colisiones. Si la densidad no es uniforme, habra difusion, esto es un transporte
neto de moléculas en la direccidon del gradiente de la concentracion. Si la temperatura no es
uniforme, habra conduccion térmica, es decir un transporte de la energia de las moléculas en la
direccion del gradiente de temperatura. Si la velocidad macroscopica no es uniforme, el medio
presentara viscosidad, debida al transporte de cantidad de movimiento de las moléculas en
direccion del gradiente de velocidad. Se pueden definir en estos casos ciertos coeficientes de
transporte, y veremos como se pueden calcular para el caso de un gas.

El equilibrio termodinamico local

Un sistema no uniforme no estd en equilibrio termodindmico y por consiguiente no puede obe-
decer la ley de distribucion de velocidades de Maxwell. Sin embargo, si el apartamiento del
equilibrio no es grande, se puede considerar con muy buena aproximacion que toda pequena
parcela del mismo (pequeia en la escala macroscopica) esta en equilibrio (considerada como un
subsistema). Esto se debe a dos motivos. Primero, que incluso porciones diminutas de un gas
contienen un nimero muy grande de moléculas y por lo tanto le podemos aplicar las considera-
ciones estadisticas de los capitulos precedentes y definir sus variables termodinamicas. Segundo,
que el tiempo necesario para que se establezca el equilibrio dentro de la parcela es muy breve en
comparacion con el tiempo necesario para que los procesos de transporte logren establecer el
equilibrio de la parcela con el resto del sistema (esto es cierto siempre y cuando los gradientes de
concentracion, temperatura, etc. no sean demasiado grandes). Aceptaremos este hecho sin
demostracion, ya que la demostracion requiere consideraciones de teoria cinética que escapan al
nivel de nuestra presentacion. En consecuencia, vamos a suponer que existe equilibrio
termodinamico local y por lo tanto la distribucion de velocidades dentro de cualquier elemento
de volumen (macroscopico) del medio es Maxwelliana, aunque la densidad, la temperatura y la
velocidad macroscopica varien de un punto a otro.

La nocion de camino libre medio

Cada molécula de un gas se desplaza siguiendo una trayectoria aleatoria, pues se mueve mas o
menos en linea recta hasta que choca con otra molécula y se desvia en otra direccion que no
guarda ninguna relacion con la que seguia antes de la colision. Esto se debe a que las fuerzas in-
termoleculares son de muy corto alcance, y por lo tanto el choque de dos moléculas se parece
mucho al de dos esferas rigidas. Por lo tanto, podemos imaginar el movimiento de una molécula
como una sucesion de trayectorias libres de longitudes /; (i =1,2,...) con direcciones distribui-
das al azar. Las trayectorias libres no son todas de la misma longitud, pero trayectorias libres
muy largas son poco probables. Llamaremos A a la trayectoria libre promedio, o camino libre
medio. La distribucion de las trayectorias libres obedece la ley
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P(/)d/ = &

ds
s

— 19.1
A (19.1)

donde P(/)d/ es la probabilidad que / esté comprendido entre ¢ y ¢+ d/, esto es, la probabili-
dad de que la molécula recorra la distancia ¢ sin chocar y luego sufra un choque en el tramo de
¢ a ¢ +dl. La probabilidad que la molécula recorra la distancia ¢ sin sufrir ningin choque es

1-fP(z)dz e !/” (19.2)
0

y la probabilidad de que sufra un choque entre ¢y 7+ d/ es

1-e 9/ 2 % (19.3)

Por lo tanto P(¢)d/¢ debe ser igual al producto de (19.2) por (19.3) y efectivamente asi es. Luego
la (19.1) es autoconsistente y satisface las condiciones que surgen de la aleatoriedad de las coli-
siones. Ademas esta correctamente normalizada, pues la probabilidad que la trayectoria libre
esté entre 0 e o vale 1, como debe ser. Por ultimo la trayectoria libre promedio es

(= }ng(z)de =2 (19.4)
0

y es igual a A, tal como se requiere. Por consiguiente la (19.1) tiene todas las propiedades nece-
sarias.

El camino libre medio y la seccion eficaz de colisiones

Imaginemos que todas las moléculas de un gas estan en reposo salvo una, que se mueve con ve-
locidad v en cierta direccion. En un intervalo de tiempo ¢ nuestra molécula recorrera una distan-
cia X =Vt,y chocara con otra si sus dos centros se encuentran a una distancia menor o igual que
su diametro a. Por consiguiente chocara con todas las moléculas que se encuentren dentro de un
cilindro de longitud x y seccion 7@2. Si hay n moléculas por unidad de volumen nuestra molé-
cula sufrira n, = n@®x  colisiones. Por lo tanto el camino libre medio es

L (19.5)

L=
n. nma

La cantidad o = ma’se denomina seccidn eficaz de colisién, y con nuestra hipotesis de que las
moléculas se comportan como esferas rigidas, es igual a cuatro veces la seccion transversal
geométrica de las mismas. En términos de ola (19.5) se puede escribir

_1 (19.6)

no

En un gas real las moléculas no se pueden considerar fijas, sino que se mueven en todas direc-
ciones. Si se tiene en cuenta este hecho, un calculo exacto da un resultado que difiere de la (8.6)
en un factor numérico:
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11
il 19.7
\E no ( )

A=
A temperatura ambiente y 1 Atm de presion, un mol de un gas ocupa aproximadamente 20 litros,
de modo que n=3x10' cm™3. El diametro de una molécula es de =~4x1078cm, luego
0 =5x107% cm?. Por consiguiente A ~ 7 x107® cm, que equivale a unos 200 didmetros mole-
culares. La presion de un gas es proporcional a n, por lo tanto si variamos la presion por cierto
factor, el camino libre medio varia en proporcion inversa a dicho factor.
La hipotesis de esfera rigida es adecuada como primera aproximacion, pero el calculo exacto de
la seccidn eficaz de colision de una molécula de un gas (aun suponiendo la validez de la meca-
nica clasica, como estamos haciendo aqui) es un problema importante y complicado.
Cuando se trabaja con expresiones realisticas de la energia potencial de interaccion entre molé-
culas aparecen dos efectos que no tienen contrapartida en el modelo de esfera rigida. En primer
lugar hay un efecto debido a las fuerzas atractivas, que es importante a bajas temperaturas,
cuando kT es comparable con la profundidad e del pozo de potencial. Estas fuerzas hacen que las
trayectorias de las dos moléculas se correlacionen y esto acrecienta la seccion eficaz de colision
respecto de la que se tendria si no existieran las fuerzas atractivas. El segundo efecto se debe a
que las fuerzas repulsivas son de tal naturaleza que las moléculas al chocar se comportan como
pelotas elasticas que se pueden comprimir, y no como esferas rigidas. Si las moléculas chocan de
frente, se comprimen mas que cuando el choque tiende a ser rasante.
El resultado total de estos efectos es que la seccion eficaz de colision entre dos moléculas de-
pende de su velocidad relativa, y por lo tanto de la temperatura del gas.

Difusion

La difusion es un proceso que tiende a uniformizar la densidad de moléculas, debido al trans-
porte neto de moléculas desde una region donde la concentracion es mayor hacia otra de con-
centracion menor. Este proceso ocurre en los sélidos, los liquidos y los gases. Es independiente
de cualquier movimiento macroscopico del medio (como vientos o corrientes convectivas) u otra
clase de perturbaciones ocasionadas por diferencias de densidad, presion o temperatura, aunque
en la practica otros efectos debidos a esas perturbaciones pueden enmascarar los efectos de la
difusion.

Daremos ahora una descripcion macroscopica del fendmeno, en términos de ecuaciones que
incluyen variables como concentraciones (nimero n de moléculas por unidad de volumen) y
flujos, pero sin referirnos especificamente a moléculas individuales. Consideraremos una sola
dimension espacial, de modo que n=n(x,t).

El flujo de particulas J = J(X,t) se define como el nimero de particulas que, en promedio,
atraviesan en el sentido x positivo un area unitaria normal al eje x, en la unidad de tiempo. Si la
concentracion y el flujo se miden en moles por unidad de volumen y por unidad de area y de
tiempo, respectivamente, basta dividir todas nuestras ecuaciones por el numero de Avogadro.

Es un hecho experimental que en cualquier instante ¢ el flujo en cualquier posicidon x es propor-
cional al gradiente de concentracion que se tiene en ese momento y en ese lugar, esto es

Ixt) = -D% (19.8)
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donde D es el coeficiente de difusion, o difusividad. La (19.8) se denomina ley de Fick'.
Si estamos en presencia de difusion estacionaria (cuando la concentracion y el flujo no dependen
del tiempo) la (19.8) es suficiente para resolver el problema.
En el caso mas general, dependiente del tiempo, la variacion de la concentracion en un elemento
situado entre x y X+ dx dependera del balance neto del flujo J(X,t)que entra al elemento en x y
el flujo saliente —J(X + dx,t) = —=J(X,t) — dX[dI(X,t)/ 9X] en X + dX. Por lo tanto

on 34

= (19.9)

La (19.9) expresa simplemente la conservacion del numero de moléculas.
Si eliminamos J entre la (19.8) y la (19.9) obtenemos la ecuacion de difusion:

_ %( D@) (19.10)

Si suponemos que el coeficiente de difusion no depende de la concentracion, la (19.10) se reduce
a la ecuacion lineal de difusion
an _9°n

=D 2 (19.11)

Observando la (19.11) vemos que si NV es la escala tipica de la concentracion, £ es la escala es-
pacial sobre la cual varia %, y Tes la escala de tiempo en la cual la concentracion se modifica
apreciablemente, se tiene

(19.12)

La (19.12) implica en primer lugar que los tiempos tipicos de los procesos de difusion no depen-
den de %, lo que es una caracteristica de la difusion lineal; en segundo lugar, la escala de tiempo
de la difusion crece en proporcion al cuadrado de la escala espacial. Esta ley parabolica tiene
efectos sorprendentes. Los coeficientes de difusion de moléculas pequenas en liquidos como el
agua son tipicamente del orden de 10~ cm™ s™'. Si nuestra solucion ocupa un tubo de 1 cm de
largo e inicialmente la concentracion es diferente en los extremos, la difusion la iguala en todas
partes en un tiempo del orden de 10° s, unos 20 minutos. Pero el tiempo necesario para alcanzar
la misma uniformidad si el tubo mide 1 m de longitud es 10" veces mayor, cerca de 10’ s, que
equivalen a unos 4 meses, y para un tubo de 10 m hacen falta 4 decenios.

Conduccion del calor

La conduccion del calor es también un proceso de tipo difusivo, en el cual la energia térmica
(que se debe al movimiento aleatorio de las moléculas) se transfiere de una region caliente a una
fria, sin que haya un flujo neto de moléculas de una region a otra. Las moléculas de la region
caliente tienen en promedio mayor energia cinética que las de la region fria. Debido a las coli-
siones esa energia en exceso se comparte y se transfiere a las moléculas circundantes. De este

' El nombre recuerda al fisiologo del Siglo XIX Adolf Fick.
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modo el calor difunde a través del medio aun cuando no hay migracion neta de moléculas. Pre-

sentamos ahora las ecuaciones macroscopicas que describen la conduccion térmica. Por simpli-

cidad consideraremos problemas que dependen de una sola variable espacial.

La ley experimental de la conduccion del calor expresa que el flujo de calor O (calor que atra-

viesa la unidad de 4rea en la unidad de tiempo) es proporcional al gradiente de la temperatura®:
ar

Q=-x (19.13)

Aqui k es el coeficiente de conduccion térmica, o conductividad térmica.
La (19.13) se complementa con la ecuacion de continuidad del flujo de calor

a__1x (19.14)

ot Ccp X

En la (19.14) c es el calor especifico y p la densidad, luego cp es la capacidad calorifica por uni-
dad de volumen. La (19.14) expresa la conservacion de la energia, en el sentido que el balance
neto de calor de un elemento de volumen del medio produce la variacion de su temperatura.
Si eliminamos Q entre la (19.13) y la (19.14) obtenemos la ecuacion de la difusion térmica:

(19.15)

A cpax\ ox

Jar 190 ( &T)

K_
Cuando la conductividad térmica no depende de la temperatura, la (19.15) se simplifica y
obtenemos la ecuacion lineal de difusion térmica (ley de Fourier)

g _x 971 (19.16)

La cantidad (x/cp)se suele llamar difusividad térmica, por analogia con la ec. (19.11). En
muchos problemas de interés practico la difusion del calor es lineal, pero no siempre es asi, por
ejemplo en los plasmas la conductividad térmica es proporcional a T3/2,

La ecuacion de conduccion (19.13) alcanza para resolver problemas estacionarios (por ejemplo
una barra de metal cuyos extremos estan en contacto con dos fuentes térmicas de diferentes tem-
peraturas). Si las condiciones no son estacionarias es necesario usar la (19.15) o la (19.16), se-
gun corresponda.

En forma analoga a lo que vimos para la (19.11), si © es la escala tipica de temperatura, £ es la
escala espacial sobre la cual varia %, y T'es la escala de tiempo en la cual la temperatura se mo-
difica apreciablemente, para la difusion térmica lineal tendremos que

.X9 _ ;. 0L (19.17)

% El flujo de calor en barras metalicas fue estudiado analiticamente por Jean-Baptiste Joseph Fourier y medido por
Jean-Baptiste Biot en 1816.
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de modo que los tiempos tipicos de los procesos de difusion lineal del calor no dependen de @'y
crecen con el cuadrado de la escala espacial. La dependencia cuadratica con la escala espacial es
tipica de los proceso de difusion, sean o no lineales y cualquiera sea la magnitud que difunde.

Viscosidad

Para completar el cuadro mencionaremos otro importante proceso de transporte, la difusion de la
cantidad de movimiento macroscépica debido a la viscosidad. Lo mostraremos en forma ele-
mental pues el tratamiento completo se encuentra en los textos de Mecanica de Fluidos.

Sea un fluido (gas o liquido) confi-

X
o nado entre dos placas paralelas se-
U placa movil . . .
> paradas por una distancia d (Fig.
19.1). Supongamos que la placa in-
—

> ferior esta fija y que la placa superior
d "ﬁ(_xj_"; __________ se mueve paralelamente a si misma

— en la direccion z con velocidad U.
Sea x la coordenada perpendicular a
las placas. Las moléculas del fluido

placafija z que estdn muy cerca de la placa
movil son arrastradas junto con ella,

Fig. 19.1. Coordenadas usadas para definir el esto es tienen una velocidad de
coeficiente de viscosidagl deriva igual a U superpuesta a las
velocidades debidas a la agitacion térmica (suponemos que U es mucho menor que la velocidad
térmica media). Por lo tanto los elementos del fluido adyacentes a la placa tienen una velocidad
macroscopica igual U(Xx = d) = U. En cambio, las moléculas que estan cerca de la placa fija tie-
nen una velocidad de deriva nula, de modo que la velocidad macroscopica de los elementos del
fluido adyacentes a la placa fija es nula.
Al cabo de cierto tiempo, se establece una situacion en la que hay un gradiente continuo de la
velocidad macroscopica en el sentido perpendicular a las placas, esto es U =U(X). En esta si-
tuacion, las moléculas que se mueven con algin v, = O transportan una cantidad de movimiento
media macroscopica no nula en la direccion +X o —X, debido a la componente de deriva U(X)
de su velocidad. Consideremos un area de un plano X = cte.. Las moléculas que difunden de
arriba hacia abajo tienen una cantidad de movimiento de deriva mayor que la que poseen las que
difunden de abajo hacia arriba. El balance neto es que la capa de fluido que esta debajo de la su-
perficie gana cantidad de movimiento a expensas de la capa que esta arriba. Debido a esta trans-
ferencia de cantidad de movimiento, la capa que se mueve mas rapido tiende a arrastrar junto
con ella a la capa que se mueve mas lentamente.
En términos macroscopicos, para mantener este estado de movimiento la capa superior ejerce un
esfuerzo de corte X (fuerza por unidad de area) en la direccidn x sobre la capa inferior, dado por

3(x) = n% (19.18)

donde 1 es el coeficiente de viscosidad dinamica.
La fuerza neta que se ejerce sobre un elemento de fluido de area unidad y espesor dx debido a la
diferencia entre los esfuerzos viscosos sobre sus caras superior ¢ inferior es entonces
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S(x+ dx) = T(x) = %dx (19.19)

En condiciones estacionarias, el gradiente de velocidad dU / dx es constante; entonces X = cte. y
la resultante de las fuerzas de origen viscoso sobre el elemento es nula. Pero en un estado no
estacionario, como el que se tiene, por ejemplo, si se modifica la velocidad de la placa superior,
la resultante de las fuerzas viscosas no es nula, y el elemento de fluido (cuya masa es pdx) sufre
una aceleracion dada por

M _102 (19.20)
0

Si eliminamos X entre (19.18) y (19.20) obtenemos una ecuacion para U(X,t):

M _1 ‘9( ﬂ) (19.21)

Ao\

Si uno depende de 2, esta ecuacion se simplifica y obtenemos una ecuacion lineal de difusion:

LY

7 ? , V= (1922)

=

La cantidad v se denomina viscosidad cinematica. Vemos asi que la velocidad macroscépica
satisface una ecuacion de difusion semejante a las (19.11) y (19.16).

Supongamos, por ejemplo, que tenemos un fluido en reposo en contacto con una placa que tam-
bién estd en reposo, y que en t = 0 la placa se pone bruscamente en movimiento paralelamente a
si misma con la velocidad constante U. El fluido en contacto con la placa también se pondra en
movimiento con la velocidad U, y acelerara las capas adyacentes. Lo que nos dice la ec. (19.22)
es que debido a la viscosidad, la velocidad macroscopica difunde en el seno del fluido. Las es-
calas caracteristicas de este proceso estan dadas por

Cav— T (19.23)

y también en este caso se tiene la dependencia cuadratica del tiempo caracteristico con la escala
espacial, que es tipica de los proceso de difusion.

Hasta aqui hemos hablado en términos de fluidos (gases y liquidos), pero la (19.18) se puede
aplicar a los sélidos, pues en el miembro derecho de esa ecuacion se puede reemplazar JU / dx
por d6/dt donde 6 es el angulo de corte (o de cizalla). En este caso no se puede imaginar que el
angulo de corte crezca indefinidamente con el tiempo, pero es muy comun que tengan lugar de-
formaciones de corte que varian con el tiempo en forma oscilatoria. En este caso la viscosidad
produce disipacion de energia en forma de calor. Es usual considerar que esta disipacion se debe
a la friccion interna de los s6lidos.

Para todos los gases y para muchos liquidos, el coeficiente de viscosidad no depende de X, y en
tal caso la difusion de la velocidad es lineal. Esos fluidos se dicen Newtonianos. Pero la viscosi-
dad de muchos liquidos (entre ellos la sangre, soluciones de polimeros, etc.) depende de 2. Flui-
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dos de esta clase se dicen no Newtonianos y en estos casos se debe usar la (19.21), puesto que la
difusion de la velocidad no es lineal.

Debemos aclarar que las ecuaciones que hemos introducido en este parrafo no son generales,
sino que estan limitadas al caso en que el movimiento macroscopico del fluido es estrictamente
unidireccional (en la direccion z), es decir que la unica componente no nula de la velocidad es la
componente z, y que ésta solamente depende de una coordenada transversal x y del tiempo. Para
situaciones mas generales, se recomienda al lector consultar algin texto de Mecénica de Fluidos.

Calculo de los coeficientes de transporte de un gas

Vamos a calcular ahora los coeficientes de transporte (coeficientes de difusion, de conductividad
térmica y de viscosidad) para el caso de los gases, en términos del camino libre medio, bajo la
hipétesis del equilibrio termodindmico local.

Calculo elemental del coeficiente de difusion

Vamos a deducir la ley de Fick (ec. 19.8). Suponemos que nos encontramos en un estado esta-
cionario, de modo que J no depende del tiempo. Consideremos un area dS en la posicion x en el
seno del gas y perpendicular a la direccion x, y calculemos la cantidad de moléculas que cruzan
dS en la unidad de tiempo. Toda molécula que tenga una componente V, de la velocidad normal
a A y que esta contenida en un volumen de longitud Vy y seccion dS cruzara dS en la unidad de
tiempo. Si V, >0, lo hara de izquierda a derecha, y si V, <0 de derecha a izquierda. El niimero
medio de moléculas que llegan en la unidad de tiempo a dS con V, > 0 es (recordando las (17.7)

y (17.17))

+o0 KT \ L2
NdS= ndS g vy P(v, )dv, = nd%% )=

Al

nvdS (19.24)

Si la densidad del gas fuera uniforme, el nimero de particulas que llegan a dS desde la direccion
+x seria igual a de las que llegan desde —x. Pero en presencia de un gradiente de concentracion
hay un flujo neto.

n_axdn n n+ A IN  Ppara calcular este flujo haremos una aproxima-
X X cion, que en el peor de los casos dara un resultado
que difiere del valor exacto en un factor del orden
ds de la unidad. La aproximaciéon consiste en
suponer que cada molécula que cruza dS efectud
su ultima colisién en un plano paralelo a dS, y a
una distancia de dS igual al camino libre medio A
(fig. 19.2). Claramente esto no es cierto, pues

dado que muchas moléculas viajan oblicuamente,
X en promedio cada una choca por ltima vez a una
distancia radial A de dS, por lo tanto su distancia
Fig. 19.2. Pequefia &rea en el seno de un promedio en la direccion x es algo menor que A.

gas a la que llegan moléculas desde las  Las moléculas que provienen desde la direccion
direcciones —x y +x. +x vienen de una region donde la concentracion
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es (N+Adn/ox) y las que vienen de la direccion —x provienen de una region donde la
concentracion es (N— Adn/dx). Entonces el flujo neto de moléculas por unidad de area en la
direccion +x es

3= _lv(m;ﬂ) +iv(n_ﬂ) _ g, (19.25)
4 oX 4 oX 2

Esta ecuacion tiene la misma forma que la (19.8) que expresa la ley de Fick, y en consecuencia
resulta

D=1vi (19.26)

Como veremos en breve, el calculo exacto nos lleva al siguiente resultado

D=1va (19.27)

Pero primero calcularemos el coeficiente de difusion por otra via, que ilustra las caracteristicas
esenciales del proceso de difusion.

La difusién y el problema del paseo al azar

Sabemos que cada molécula sigue una trayectoria aleatoria, moviéndose mas o menos en linea
recta entre colision y colision, donde cambia la direccion y el mddulo de su velocidad. Lo que
queremos mostrar es que la ley £ o ~/T (ec. (19.12)) es una consecuencia del “paseo al azar” de
cada molécula. De paso obtendremos una estimacion del coeficiente de difusion D.

Hemos visto que la trayectoria libre de una molécula puede tener cualquier longitud y cualquier
direccion. Sin embargo, vamos a hacer un modelo simplificado del paseo al azar, suponiendo
que todas las trayectorias libres tienen la misma longitud, igual al camino libre medio A, y que la
velocidad de la molécula es igual a la velocidad media V. Supongamos que la molécula parte del
origen de coordenadas. Después de un tiempo 7, la longitud total de su trayectoria serd VT y
habré sufrido N = VZ/A colisiones. Entre colision y colision realizd desplazamientos dados por
los vectores A;, cuyas direcciones son al azar. El desplazamiento total es entonces

c- gai (19.28)

y la distancia de la molécula del punto de partida esta dada por la magnitud de dicho desplaza-
miento, esto es:

12 1/2

L=(L-L)V? = [(é}i) : = (é}@) =N (19.29)

=1

puesto que las contribuciones de los términos del tipo 4; - A; con i = | se cancelan, pues las di-
recciones de los tramos libres de la trayectoria estan distribuidas al azar.
Tenemos entonces que

2= N2 = VAT (19.30)
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Esta expresion es de la misma forma que la (19.12), lo que indica que

D o VA (19.31)

Por lo tanto, las caracteristicas esenciales del proceso de difusion se reproducen con este modelo
simplificado de “paseo al azar”.

Calculo exacto del coeficiente de difusion

Para simplificar, supongamos que la concentracion depende solamente de la coordenada x. Con-
sideremos la geometria de la Fig. 19.3, cuyo origen estd en un punto cualquiera (X,Y,z). Calcu-
lemos el nimero de moléculas que pasan por unidad de tiempo a través de dS después de haber
sufrido su ultima colision en dV. La cantidad de moléculas en dV es n(x + x")dV, y en promedio
cada una de ellas sufre V/ A colisiones por unidad de tiempo, luego en la unidad de tiempo

X' [n(x + X)V/A]ldV (19.32)
dv

moléculas sufren colisiones dentro de dV. Cada

/‘, una de ellas luego de chocar se mueve en alguna

' direccion. Si todas las direcciones son igualmente

probables, la fraccion que sale hacia dS es igual al
cociente entre el angulo solido subtendido por dS
desde dV'y 4m, esto es

ds | dScosd / 4ar? (19.33)

=~ Puesto que parte de las moléculas que después de
¢ o
chocar salen en direccion a dS chocan de nuevo
y antes de llegar, solamente atravesaran dS aquellas

Fig. 19.3. Sistema de coordenadas para cuya trayectoria libre es mayor o igual a ». Por la

calcular & coeficiente de difusion. (19.1) la probabilidad que la trayectoria libre se
encuentre entre » y r+dr es igual a

exp(-r/A)dr/ A y entonces la probabilidad que la trayectoria libre sea mayor o igual a  es

17 ~r/A _ar/A
Xfe d =e€ (19.34)
r

Recordamos también que

dV = r2senf dr dg d¢ (19.35)
Ademas, podemos escribir

an
N(X+Xx)=n(x)+r COSH& +... (19.36)

Reuniendo (19.32)-(19.36), y escribiendo c0S6 = u obtenemos que el nimero de moléculas que
atraviesan dS en la unidad de tiempo luego de haber chocado por ultima vez en dV es
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\Y on
—dS—(nx +r —+...) dudpe "' dr 19.37
2 )+ udude (19.37)

En esta formula las moléculas que cruzan dS viniendo desde X' >0 corresponden a u >0 y las
que cruzan dS viniendo desde X' <O corresponden a u < 0. Por lo tanto, debido al signo —, al
sumar sobre todos los valores de u calcularemos el flujo neto desde X' < O hacia x' > 0.

Al integrar la (19.37) sobre todo el espacio tomamos en cuenta todas las moléculas que atravie-
san dS, sin que importe donde ocurrid su tltima colision, pero es obvio que s6lo son importantes
las contribuciones correspondientes a » menores o comparables a A, pues debido al factor
exp(-r/A) el nimero de moléculas cuyo ultimo choque ocurrié muy lejos de dS es desprecia-
ble. Finalmente tendremos que

st_-ds"”(x) fd¢ fe-fMdr fudu
v oon, © +
—dJdsS—— —r /A 2
dSAfﬁ)L fd¢ fre dr fM du +... (19.38)
v oonZ, © N
= -dS—— —r/A 2
= dS6J'L’)L qu) fre dr fM du
puesto que
+1
f,udu =0 (19.39)
Ademas,
+1 e
f,uzdu =£ fre‘”)”dr = )2 (19.40)
de modo que finalmente resulta
Jo_ VA (19.41)
3 ox
Comparando con la ley de Fick (19.8) obtenemos
D=1va (19.42)

como habiamos anticipado en la (19.27).

El coeficiente de conductividad térmica

Podemos utilizar exactamente los mismos métodos para calcular k, pero ahora suponemos que n
no depende de x. Reuniendo (19.32)-(19.36), y escribiendo c0SO = u obtenemos que en la uni-
dad de tiempo el nimero de moléculas que atraviesan dS luego de haber chocado por tltima vez
endV es
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~ds ™ dudpe (19.43)
47

La energia media & de las moléculas de dV es de

E(X+X’)=£k T(X)+Mr%+... (19.44)

donde f'es el nimero de grados de libertad de la molécula. Por lo tanto el flujo de calor que atra-
viesa dS en la unidad de tiempo debido a las moléculas provenientes de dV es

40 = —dsMEXHX) 4 dpeAdr
47A

e ds PO g 4 ur T 112 oo
=-dS,—15K) +urg+... ududpe " Adr
Integrando sobre todo el espacio encontramos
Qo VAL N IT __VAG JT (19.46)

3127/ ox 3 X

donde ¢, = nfk/2=nC,/ Ny es el calor especifico por unidad de volumen, a volumen constante
( Np es el nimero de Avogadro). Comparando la (12.46) con la (12.13) resulta finalmente

Wl

VAG, (19.47)

Coeficiente de viscosidad

El célculo del coeficiente de viscosidad 7 es enteramente analogo al precedente. Como antes el
numero de moléculas que atraviesan dS luego de haber chocado por ultima vez en dV es

~ds ™ dudpe ! dr (19.48)
47A

El valor medio de la componente x de la cantidad de movimiento asociada con la velocidad de
deriva U (que suponemos esta en la direccion z) de las moléculas de dV es de

mU (X + X') = m(U(x) . Mr% ; ) (19.49)

para cada molécula. Por lo tanto el flujo de cantidad de movimiento que atraviesa dS hacia +x en
la unidad de tiempo debido a las moléculas provenientes de dV es

_dswudud(pe—rmdr
4
mnv 78] (19.50
=—dS—— |UX)+ ur — +...|ududpe ' *dr
ey (X) + u o T | ¢

Integrando sobre todo el espacio encontramos
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IS (19.51)
3 X
Comparando la (12.51) con la (12.18) resulta finalmente
1N =3nMvA (19.52)
Comparacion con los valores experimentales de los coeficientes de transporte
Los coeficientes que acabamos de calcular son
D=1vA , x=1vig, =%Nlomév . n=1imwa (19.53)
donde
11
A=—— 19.54
\E no ( )

Observemos ante todo que usando la (19.54) la conductividad térmica y el coeficiente de visco-
sidad se pueden escribir de la forma

_ 1 &V _1
sl (19.55)

que nos muestran que ambos coeficientes no dependen de la presion, un hecho que a primera
vista puede parecer sorprendente y que es una de las predicciones mas llamativas de la teoria ci-
nética. Si el nimero de moléculas por unidad de volumen se reduce, el camino libre medio au-
menta en la misma proporcion y su producto se mantiene constante. Esta prediccion fue formu-
lada por Maxwell, quien llevo a cabo experimentos para verificarla.

Experimentos modernos realizados con Argén muestran que a 40 °C la viscosidad se mantiene
constante entre 0.01 y cerca de 50 Atm de presion, lo que indica que en este rango el modelo
molecular de esfera rigida es adecuado. A presiones mas altas la viscosidad aumenta y el modelo
deja de ser adecuado, pero eso no es inesperado. Lo mismo ocurre con la conductividad térmica.
El hecho que tanto ) como k sean proporcionales a V implica que tienen que variar como /T .
Las mediciones muestran que esto es cierto con buena aproximacidn, aunque a temperaturas
muy altas se observa un crecimiento mayor, debido a la disminucion de la seccion eficaz al au-
mentar la temperatura.

Tal vez resulte inesperado que la viscosidad de un gas aumente con la temperatura, ya que nues-
tras experiencias diarias se limitan a los liquidos, que tienen un comportamiento opuesto.

En cuanto al coeficiente de difusion, vemos que

1 vV

nD = 52y (19.56)

debe ser constante a cualquier presion. Los experimentos con el Argdn muestran que esto es
aproximadamente cierto hasta presiones del orden de 300 Atm.
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En conclusidn, la teoria es cualitativamente valida en un amplio rango de temperaturas y presio-
nes. En cuanto a los valores absolutos de los coeficientes de transporte el acuerdo no es tan
bueno. El ajuste de los valores experimentales de D, K y ) del Argon con las formulas (19.53) da
valores de o que discrepan entre si, pues se obtienen 16x 10716, 8.8x10716 y 22x 10716 cm?,
respectivamente, que dan didmetros moleculares de 2.25, 1.7 y 2.6 A. Estos tltimos valores son
del mismo orden de magnitud, pero significativamente menores del que se deduce de la densidad
del solido a temperatura cero, que es de 3.35 A.

Debe senalarse que estas discrepancias se deben principalmente a que nuestro tratamiento de las
colisiones moleculares es demasiado elemental. Tratamientos mas sofisticados, que requieren
calculos sumamente complicados, permiten eliminar muchas de ellas.
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