1) Usen las reglas de cuantizacién de Wilson-Sommerfeld para encontrar los
posibles valores (niveles) de energia y el espectro de emisién de una particula
de masa m que oscila arménicamente a frecuencia wy en una dimensién.

2) A partir de las relaciones de incerteza, prueben que la energia minima de
un oscilador arménico 1D es E,,;, ~ %, donde w es su frecuencia. Analicen el
resultado.

1) Usando que la regla de cuantizacién de Wilson-Sommerfeld es:

%Pid(h =nh (1)

En la cual g; es la coordenada periddica, p; es el impulso lineal asociado a
qi, n; es el nimero cuantico y h es la constante de Planck.

Luego, teniendo en cuenta la expresién para la posicién de un oscilador
arménico unidimensional y su derivada:

x = Asin(wt) (2)
& = Aw cos(wt) (3)

Entonces podemos escribir su impulso p como

p = mv = mi = mAw cos(wt) (4)

Y obtenemos dg (en este caso dzx):
x = Asin(wt) (5)
dx = Aw cos(wt)dt (6)
Ahora tenemos todo para calcular la integral de la ec.(1)

j{pidqi = fmAw cos(wt) Aw cos(wt)dt = %mAQuJ2 cos?(wt)dt (7)

Integramos sobre un perfodo (o sea, de 0 a 27)
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mA%w? / cos?(wt)dt = mAw? / —’_C#(w)dt = (8)
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Sabemos que para un oscilador armonico la energia es:
1 1
E= §m¢2 + ikxz (10)

Utilizando que



Yy que

i? = A%w? cos?(wt) = A%wW?(1 — sin®(wt))

2 42 2 02 2 2\ 2 (12)
= w? (A% — A%sin”(wt)) = (4° — 2°)w

Reemplazamos 11 y 12 en 10 y resulta que la energia se puede escribir como:

1 1 1
E= imw2(A2 —x?) + imwsz = imsz2 (13)

Entonces, podemos escribir la ecuacién 9 como:
2rE

Despejando E, llegamos a que

E = nhw (15)

Que son los posibles valores de energia para la particula.

También nos piden el espectro de emision de la particula. Si consideramos

un estado inicial (de mayor energia) n; y un estado final n; , entonces cuando
el sistema pase de un estado a otro emitird un fotéon con una energia igual a la
diferencia entre esos estados, asi:

Efotén = (nf — nl)hw (16)

Como la energia del fotén es proporcional a su frecuencia Et¢orsr, = hf,

podemos obtener la frecuencia del fotén emitido como:

(ny —ny)w

e (17)



2) A partir de las relaciones de incerteza, prueben que la energia minima de
un oscilador arménico 1D es E,,;, ~ hT“’, donde w es su frecuencia. Analicen el
resultado.

Sabiendo que la energia de un oscilador armdnico se puede escribir como:

@) 1 2
(B) = 2Lt 2 ke (a?) (18)
Y sabiendo que w? = k/m, se llega a que

<E>:<p—2>+1-w2~m-<:c2> (19)

Ahora podemos usar el minimo de la relacién de incertidumbre para la
posicién y el momento, siendo este AxzAp = h/2.

Sabemos que
(Az)? = ((z — (2))*)

y que
(Ap)* ={(p— ())*)
Pero como tanto su posicion como su momento es igual de positivo que
negativo en un periodo, se obtiene que (z) = (p) =0
Por lo tanto, obtenemos que

(Az)? = (a?)

y que
(Ap)* = (p*)
Con esto, reemplazamos Ap a partir de la relacién de incertidumbre en la
ecuacion 17 y nos queda:
(E) = (2:)* + 1w?om. (Az)? (20)
2m 2
Lo cual nos da la energia del oscilador arménico en funcién de su posicion.
Ahora, derivamos respecto a Az e igualamos a cero para obtener el valor en Ax
tal que la energia sea un minimo. Esto resulta:

h,2

Az = % (22)

Reemplazando la ecuacién 20 en la ecuacion 18, obtenemos lo siguiente:

(A -
2 I 1
Epin = —Y-2me 4~ 2.m. " )2 23
2m + 2 weem ( Qmw) ( )
hw  hw hw
4 4 2 (24)



