Ejercicios Guia 4

Fisica 4

Bueno, vamos a hacer un combinado de ejercicios de la guia de mecédnica estadistica. La mecanica estadistica es
una rama muy importante de la fisica. Es un esquema para entender los procesos macroscopicos usando la teoria de
la probabilidad y entendiendo procesos microscépicos. Hasta ahora se mencioné brevemente que algunos fenémenos
como la presién y entropia tenfan sus origenes microscépicos (el momento de las particulas y desorden del sistema).
Lo interesante es quedarse con una idea: podemos entender lo macroscépico a partir de la microscépico aunque la
informacién que tengamos de lo microscopico sea estadistica. Esto es -muy- comun y razonable. Para decir todo,
también es un tema dificil (y en tono jocoso cito uno de los mejores comienzos de libros de fisica que conozco, se ve
en States of Matter, by David. L. Goodstein, 1975, Dover N.Y.):

”Ludwig Boltzmann, who spent much of his life studying Statistical Mechanics, died in 1906, by his own hand.
Paul Ehrenfest, carrying on the work, died similarly in 1933. Now it is our turn to study Statistical Mechanics.
Perhaps it will be wise to approach the subject cautiously.”

1. Ejercicio 1

La funcién de distribucién de velocidades escalares de un grupo de N particulas esta definida por:

de:{kdv 0<ov <V (1)
0 V<w

(a) Graficar la funcién de distribucién

(b) Hallar la constante k en funcién de Ny V

(c) Hallar la velocidad media y vem en funcién de V

(d) Rehacer lo anterior pero para la distribucién

<o <
dN, = vkdv 0<ov <V )
0 V<o

1.1. Resolucion

Este problema no es dificil pero es introductorio conceptualmente. Para eso hagamos un pequeno repaso de
estadistica. Disclaimer: esto no es una introduccién formal sino algo breve para tener las intuiciones bésicas que
necesitamos. Es importante entender en este momento las cosas conceptualmente bien. Una variable aleatoria X
tiene una densidad de probabilidad f (donde fx(x) es no negativa y tiene otras propiedades que a nosotros no nos
importan) si:

b
Pria < X <b] = / fx(x)dx (3)

Donde Prja < X < b] es la probabilidad de encontrar a X en el intervalo [a,b]. Se define inmediatamente la
distribucién de probabilidad acumulada F'(x) como:

F(z) = /_x fx(u)du (4)

Podemos entender entonces a fx (x)dx como la probabilidad de encontrar a X en el intervalo x, x + dz.



Nosotros tenemos que:
dN, — cantidad de particulas con velocidad en el intervalo v, v + dv (5)

Entonces podemos ver que esto significa que podemos escribir:

kdv 0<ov<V

0 V<o (6)

dN, = f,(v)dv = {

Primero que nada graficamos la funcién de distribucién. Esto es facil una vez que tenemos la expresién y nos
queda que:

filv)

Vemos entonces que lo que tenemos es una funcién escalén. Ahora que tenemos esto vamos al punto siguiente.
Nos piden hallar k£ en funcién de N y V. Como lo que nosotros tenemos es la distribucién de la cantidad de particulas
en funcién del médulo de la velocidad entonces, si lo integramos para todas las velocidades deberiamos obtener como
resultado el nimero total de particulas. Entonces,

400 174 N
N:/O fv(v)dv:/o kdo = kY = k= 7. (7)

Noten que la integral la comenzamos en 0 y no en —oo, ;jPor qué?. Bueno, estamos siempre viendo el mddulo de la
velocidad asi que, por definicién, no puede ser negativo.

Ahora nos piden calcular la velocidad media ({v)). En general siempre vamos a tener que dada una distribucién
de probabilidad f(x) entonces,

+o0

)= | g ®)
—0o0

Exactamente que calculamos depende de como definimos la normalizacién de nuestra distribucién. En nuestro caso

lo normalizamos a nimero de particulas entonces el valor medio final deberemos dividirlo por N. En nuestro caso se

puede ver bien claro esto ya que,

T 4N, 1 [T 1 [V N 1%
<v>—/0 UT—N/O vf(v)dv—ﬁ/o vvdv—g. 9)

Lo cual tiene sentido porque la probabilidad de tener una particula en cualquier velocidad entre [0, V] era
constante de modo que el valor medio de la velocidad esta en V/2.
Ahora me piden la velocidad cuadrética media (v, ). Para evitar confusiones conviene llamarla la velocidad
Vrms- Bsta estd definida como:
Urms =/ (v?) (10)

Con lo que ya hicimos esto sale relativamente rapido debido a que unicamente tenemos que calcular una integral.

Entonces: v )
1 N %4
2 2
= — —dv = —. 11
) N/O TV T (1)



Entonces,
1%

Vrms = —F=-
V3

La segunda parte de este ejercicio es igual asi que voy a dejar que lo hagan por su cuenta con las ayudas que
les acabo de dar.

(12)

2. Ejercicio 2

(a) Calcular la energfa cinética media de traslacién y la velocidad cuadritica media de una molécula de un gas a
300K para los casos en que el gas sea hidrégeno, oxigeno y vapor de mercurio. En todos los casos calcular la presion
si la densidad es de 310% moléculas/m3.

2.1. Resolucién

Bueno no voy a resolver exactamente y con nimeros este ejercicio pero la inspiracion va a ser la misma. Este
es el primer ejercicio de la guia donde usamos la distribucién de Maxwell-Boltzmann. Es importante entender qué
informacién podemos obtener de ella. Primero que nada escribamosla, esta es:

flar,.. . qn) = Ae_BE(‘ha“-:q”)’ (13)
donde 8 = 1/kgT y A una constante de normalizacién. Esta distribucién (que no es la primera vez que se la
encontrardn en la carrera) muestra (si seleccionamos A tal que la integral en todas las variables sea 1) dado un
sistema en equilibrio la probabilidad de encontrar una particula en el estado con (g1, ¢1 +dq1;. - ; Gn, gn +dgy) esta
dada por f(q1,...,qn)dq1,...dqgy,. Silo escribimos para un gas ideal monoatémico vamos a tener que

f(z,y, 2, va, vy, v;)daedydzdvydvydv, = Ae™ = (”i+“§+“3)dxdydzdvxdvydvz. (14)

Como la funcién del miembro derecho no depende de las posiciones entonces podemos integrar estas sin pro-
blemas y absorberlas en la constante A (debido a que integrar esta parte solo va a dejar un V). Entonces podemos
tomar lo anterior como dN,, , ». para lo cual normalizamos la distribucién con el nimero de particulas que tenemos

en el recinto IV, entonces
e Bm 2 2 2 o0 Bm 2 3
N = A/// e 2 (vz+vy+vz)dvxdvydvz =A {/ ez’vzdvz} (15)

Ahora es cuando podemos introducir un conjunto de integrales que nos van a ser muy utiles:

2 1 s
T —ax 1
O__/o e dx—ina (16)

e 1
I = /0 ze " dy = % (17)
I, = /00 22e7%" dy = Ly (18)
= 4\ a3

(19)

En nuestros casos va a servir ver que:

o m 2 0 2 0 [T _ms,2

I = 2 gy = = |-l =2 | R 20
2 /0 zieT 2 do = — 957 m | "95 /, e 2% dx (20)

2 0
I3 =— |—=1T 21
= a5 2y

2 5}
L ==1-21,,]. 29
m [ op 2} (22)

Volviendo a lo que queriamos calcular, entonces podemos ver que la integral que queriamos hacer no era mas



que la Iy. Entonces podemos ver (usando que la integral es par) que:

3/2 3/2
vea(Z)" o ()" o

Entonces tenemos la constante de la distribucién para normalizarla por nimero de particulas (Ndtese que yo
lo hice para numero de particulas de forma instructiva pero si simplemente queriamos que fuera la distribucién
de probabilidad donde tenemos una N irfa un 1). Queremos calcular la energia cinética media del sistema (acd es
importante relacionar con la forma en la que normalizamos, cémo normalizamos a N entonces nos da de todas las
particulas, si normalizabamos a 1 debfamos multiplicar por N). Entonces:

1 mB 3/2 e m Bm 2,2 2
(Ec) = NN <2> /// E(vi + vf/ +02)e T et gy, duydv, . (24)
™ —00

En este caso no podemos hacer el truco que hicimos antes donde separdbamos las integrales. Sin embargo, ya que
sabemos cambiar a coordenadas esféricas entonces podemos reescribirlo como

<E>_ M 3/2/00/271'/7Tm A %1)2 ‘ (e)déded B m7ﬁ 3/24 E/oo A B;vad (25)
=\, o 02ve sin v=1 5, 7r201)e vl .

Usando las propiedades que vimos antes,

3/2 3/2 3/2
mf3 0 mp 01 w8 mp 1 /783 1 3
E)=|— dn |—=I| = | — |l ——=4| —=| = | — dr—\| —=—— = =NkpT. (26
(Ee) (2w> ”[ 9B 2} (277) ”l 9B 1\ (mp)? (271' "\ o gV keT (26)
Esto deberia paracerles conocido... {Es la energia de un gas ideal monoatémico! Es muy que a partir de una distribucién
que encontramos para las energias tengamos algo que es compatible con lo que venimos trabajando y se mide

experimentalmente.
Nosotros sabemos de la ecuacién de los gases que,

PV=NKT =  PV=2(B)= %N (v?). (27)

Con esta perspectiva la ley de Dalton tiene sentido. Cuando tenemos distintos gases, cada uno tiene su propia
distribucién de Maxwell-Boltzmann por lo que las contribuciones a las presiones no es mas que la suma de las
contribuciones individuales de cada gas. Esa es una ayudita para el 2(b) y el 2(c) es fécil, tienen que buscar el
maximo de la funcién como lo harian normalmente.

3. Ejercicio 6

Un sistema estd compuesto por N particulas. La energia de cada particula depende de n coordenadas qi y se
escribe como E = Y1 | ciq? . Considerando que la funcién de distribucién es la de Maxwell-Boltzmann, Fyp =
AePE(a1,a2,-an) hallar:

(a) La constante A

(b) La energfa promedio por particula

3.1. Resolucion

Bueno, ahora vamos a resolver un problema muy interesante. Es un resultado muy lindo pero que hay que
prestarle atencién para que no pase desapercibido (y esta directamente relacionado con resultados que ya obtuvimos
durante la clase). Tenemos que,

dN = Ae P iz C”'q?alql .o dgn. (28)
Integrando para normalizar a niimero de particulas,
+oo n 2 +oo 2
V= A/ e PRy, . dg, = AT}, (/ e dqz’) (29)



En este caso no podemos separar las integrales porque cada c; es diferente. Pero podemos ver que

NA<\/Z>HW = AN< i)n(cl...cn)l/? (30)

Ya sacamos la constante. Ahora queremos ver como es la energia promedio por particula (vamos a dividir por
N). Como ya hablamos anteriormente esto se puede escribir como:

1 n +oo n . y
(E) = N ( i) (c1... cn)l/z/ (Z ciqi2> e Pliz Cqudql ..dgy (31)

o0 i=1

Para esto tenemos que hacer varios pasos algebraicos,

n +oo n )
(E) = ( f) (cl...cn)1/2[ (Zciq?> e Primiadidg, ... dg, (32)

o0 i=1
3\" oo ) +o0 )
E) = = c1...cn)t/? dgicig?e P9 | |14 dgje Pt 33
i J# J
& i=1 L/ =00 e
(34)
Sabemos que,
o0 T
/ dgje” "% = Be;’ (35)
o J

Yy que

+oo a2 1 m

podemos ir resolviendo paso a paso (lo hago con mucho detalle y de a poco para que nadie desespere)

() = (ﬁ) (er...en)1V? ; [ dwezere (6161/;)1/2 (59)
(5) = (ﬁ) S ([ e et (10
(£) = (ﬁ) S| amate et (a1
= <\/§> > o )
(B =55 21 (13
(B) =gnksT (4)

Esto no es ni més ni menos que lo que se conoce como el teorema de equiparticién de la energia. Este es muy
poderoso porque dada una temperatura y sabiendo como es microscopicamente el sistema nos permite saber como



es la energia media del sistema. Esta energia que vimos recién es por particula con lo cual, la energia total queda
1
<Etot> = inNkBT (45)

Podemos entonces reflexionar. Cuando tenemos un gas de particulas monoatémicas (o sea bolitas), el Hamiltoniano
(o equivalentemente en estos casos la energia) depende cuardticamente de los tres momentos de la forma p2/2m +
pf! /2m + p?/2m por lo que entonces sabemos que la energfa media por particula serd 3/2NkpT.

. Qué pasa cuando tenemos particulas diatémicas? Estas ademas de los modos traslacionales (3) tienen 2 rota-
ciones. La el término que aporta una rotacién a la energfa es de la forma Iw? por lo que la energia media del sistema
serd

)
<Etot> = §N]€BT (46)

Esto es increible porque es un resultado sumamente general a partir de principios mas simples. Y ahora entendemos
mejor las expresiones que aparecian en termodinamica para gases ideales que no eran monoatémicos. Por 1ltimo
podemos pensar en un sélido de N particulas, pensando cada una de ellas fijada en la red por resortes entonces
podemos pensarlos como 3N osciladores independientes lo que da una energia que se escribe como E = )i = 13N p?
por lo que

(Btot) = 3NkgT = ¢, =3Nkp. (47)

Lo ultimo es lo que se conoce como la ley de Dulong-Petite. Vale la pena aclarar en este momento que esto solo vale
para los casos en los que las temperaturas son altas. A bajas temperaturas (o energfas) se vuelve importante la parte
cudntica (algo interesante es discutir que temperatura se necesita para que lo que vimos valga).

4. Ejercicio 3

Para este ejercicio solo voy a dejar un pequefio comentario que es que (y acd le preguntamos a Carlos si es lo
mismo que el tiene) que si 7 es el tiempo medio entre choques y o la seccién eficaz entonces:

TNV = \/? (48)
8
2kpT

donde v, = y/ =2 es la velocidad méas probable. Entiendo que hay una version con vy.,s.

5. Ejercicio 4
El nimero de particulas que golpean una superficie en un area dA en un tiempo tiempo dt es:
n
dNpegadas = 1 (v) dtdA (49)

Esto sale de una pequena deduccién muy linda que estan en el Sears en la seccion 9.3.
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