Problema 3

Suponga un gas ideal compuesto de IN particulas de masa m no puntuales que pueden rotar en cualquier direccién,
con momentos principales de inercia I, I5, I3. El gas se encuentra dentro de un cilindro de radio R y altura h. Considere
que hay gravedad g y que la tapa inferior del cilindro se encuentra sobre el mvel del mar donde la presiéon es Py = latm.
Recuerde que la energia cinética de un cuerpo rigido se escribe como E. fmvcm + Zz 1 "w2

a. Escriba la densidad de probabilidad de velocidades del centro de masa, velocidades angulares y posiciones de las NV
particulas. En base a esta deduzca la correspondiente a una sola particula (por ejemplo la particula 1). No resuelva
ninguna integral en este inciso, es decir, deje todo expresado en funcién de la constante de normalizacién.

b. Trabajando con la densidad de probabilidad de una particula, encuentre la constante de normalizacion.
c. Halle el valor medio de la energia cinética y de la energia potencial de una particula y luego el de todo sistema.

d. Encuentre el valor medio del médulo de la velocidad de una particula (v) y usando los resultados del inciso anterior
compérelo con la velocidad cuadrética media /(v2). Determine también el valor medio de v; con i = x,y, 2

e. Encuentre la presién P en funcién de la altura z y de la temperatura (puede suponer que esta no depende de z)

sabiendo que % = —n(z)mg con n(z) la densidad de particulas a altura z. Por dltimo, deduzca esta ecuacion.

Note que este inciso es independiente de los anteriores.

Solucién
a) La densidad de probabilidad correspondiente a las N particulas estd dada por

DL TL, @1 Ty, T, By) = Ae PRI EN) _ g BT BCum5) g [[edBCuma) ()
donde

1 1
512%'22 + 5]3w123 + mgz;. (2)

Para encontrar la de una particula (por ejemplo la 1) hay que integrar sobre todas las demds en todo el espacio
obteniendo directamente

1 1
E; (13,05, w;) = 5m |5i|2 + 511%‘21 +

p1 (F1,71,@1) = Aye PP TLmE0) (3)
con A; una nueva constante. Como las particulas son todas iguales, conviene notar directamente
p (7,7,0) = Ae PETD®) (4)
con

1 1 1 1
E(F,v,w) = 3m 7 + illwf + ilgwg + 5]30032, + mgz. (5)

b) Para encontrar la constante de normalizacién hay que pedir

/dgr/ dvx/ dvy/ dvz/ dwl/ dwg/ dwsp (F,7,w) = 1. (6)
|4 — 00 —00 —00 — 00 —00 —00
Queda entonces
A [/ dsreﬁmgz] [/ dvx/ dvy/ dvzeﬁ;nvﬂ {/ dwl/ dwg/ dwgefﬁ(%Il“’f+%12“’§+%l3w§) =1, (7
1% —00 —00 —0o0 —00 — 00 — o0

donde

h 2
/ d3re=Pmoz = 7TR2/ dze PmIz = i (1- e_ﬁmgh) , (8)
0 pmg
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_Bm 2 Bm ., 21\ 2
/ dvl/ dvy/ dv,e™ </ due™ ) = (Bm) , (9)
3 1 1 1 1
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A partir de aqui se encuentra la constante de normalizacion pero no es necesaria para resolver el resto de los items.
c¢) En cuanto al item c, el valor medio de la energfa cinética de una particula estd dado por

(E.) =/ dST/ dvm/ dvy/ dvz/ dwl/ dw2/ dwsE. (v,0) p (T,7,0) . (11)
v — 00 — 00 —0o0 —00 —00 —00

Es facil ver que la gravedad no afecta para nada al hacer esta cuenta y por ende se puede usar directamente el teorema

de equiparticion llegando a
(E.) = 3kT. (12)

En cuanto a la energia potencial, se tiene que

(E,) = / d3r / dv, / dvy / dv., / dw / dws / dwsmgzp (T,7,0) (13)
14 —o00 —o0 —00 —00 —00 —00

[y dPrmgze=Pmoz foh dzmgze Pmoz d h pmgz | L— eI (mghB +1)
T REre e g\ T B ety .
Vv 0 ze 0
Para los valores medios del sistema, basta multiplicar por N a estas magnitudes.
d) La distribucién de velocidades de una particula estd dada por
Vg y Uyyy Vy) = e_%iz.
P y A vl 15

Luego, para obtener la distribucién correspondiente al médulo de la velocidad, basta con escribirla en coordenadas esféricas
e integrar en 0 y ¢ llegando a
B 2

p(v) = Alv?e 2w, (16)

oo I dvvde=zm v’ 8kT 8
) = [ dvp(o) = 2 B 2. (1)
0 fO dvvie  zmV T T
Por simetria es claro que (v;) = 0.
e) Sabiendo que

Se tiene entonces que

dP
=" (z) myg (18)
y que
P(z)=n(z)kT (19)
por ser gas ideal, se obtiene
dn mg
a4 20
dz kT (20)
y por lo tanto N
n(z) = npe” 'ﬂgz, (21)
con ng la densidad de particulas a nivel del mar. Luego,
P (2) = nokTe™ #% = Py~ #17, (22)

Notar que la expresién n(z) = noe” ¥ % se deduce de la distribucién de Maxwell Boltzmann y por lo tanto se puede

obtener % = —n (z) mg a partiendo de ahi, o también usando argumentos tipo Newton.



