Clase 20:Potenciales en una dimensién — Barrera de poténckfecto tunel.

Clase 21:Coeficiente de transmisién sobre una barrera avia — Ejemplos.

Este potencial tampoco es real, pero puede sevensan,

V(x)4 . e :
también muy simplificada, del potencial que encuenin
Vo € gue se aproxima al nucleo del atomo.

El potencial es:
0 x<0 regionl

V(x)=<V, 0<x<a region2
0 x=a region3

0 g

En otra seccidon vamos a ver que los resultadoslgiemgamos van a ser muy Utiles en casos mucho mas

generales. Por supuesto, es un potencial discantasi que valen las mismas consideraciones sabre |

validez de la aproximacion que en el caso anterior.

* Nuevamente, tenemos 3 zonas y 2 casok 3y, y b) 0< E <V, . Planteamos en general:

h? d?

1) -2 6,0 = EAK

2) = 24,04V = E4,(9
m dx

3 -9 40 =EgX

2m dx®
El sistema de ecuaciones es idéntico al antetw;sy que cambiarV, - V.

Definiendo:
2m
om “(E-V,) paraE>V,
kz—h—(E V,}>0 = th
?(VO -E) paraE<V,
V== E >0
Resulta:

1) %mx) +Yp(x) =0

2

2) %qﬁz(x) FTk’¢,(x) =0 donde el sg (-) correspondeEaxV, y el sg (+) aE >V,
X

) ¢3(><) + g, (x)=0
Ahora comenzamos a considerar cada caso:
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a) E>V,

Como en el caso anterior, tenemos ondas viajeras:
$,(x) = A" + Be'”

$,(x) = Ae” + Be™

#,(x) = Ae” + Be™”

donde:

P(X) = Ae”™  + Be™ enlaregion1
—

ondaincidentedesde-  ondareflejada

— P

p.(x)= Ae”™ + Be™  enlaregion 3

ondatransmitica  ondaincidentedesdetco

- -

Como en el caso anterior, vamos a considerar dogestemos particulas incidentes desdec(. En ese

caso,B,= 0

AVAVAVAVAVAVAVAS
NAVAVAVAVAVAVAVAR

AYAVAVAVAVAVAYC

AVAVAVAVAVAVAVA

§

* Planteando las condiciones de contorno:
¢0)=¢,00 =A+B=A+B,
W =% L iya-B)=ik(A-B)

dX x=0 dX x=0

¢3(a) = ¢2(a) = Aei}a = Aeika + %e—ika

X=a

Resolviendo el sistema, se llega a:
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A= {cos(ka) Y ijkz ser{ka)}e”ﬁAa

=y
2k

B, =i ser{ka)e A,

=3l d)-oli)
=3t ol

Nuevamente, el determinante no impone restricci@oése la energia, asi que, como correspondia, el
espectro de energias es continuo (no hay estaghdo$i). Por otra parte, tampoco podemos imponer la
condicion de normalizacion.

* Vamos a estudiar cual es la probabilidad de quealticula se refleje (es decir, vuelva sobre sus
pasos)R, y cual es la probabilidad de que se transriithas probabilidades las vamos a calcular como

siempre: nimero de casos favorables/niumero totedistes, es decir:

flujo de particulasreflejadas
flujo de particulasincidentes

probabilidad deserreflejada= R =

flujo de particulastransmitichs
flujo de particulasincidentes

probabilidad desertransmitida=T =

A la probabilidadr se la llamacoeficiente de reflexigmrmientras qué es elcoeficiente de transmision

La magnitud fisica que nos da el flujo de partisda la corriente de probabilidad (cf. clase 18}.18

tanto:

15 13
E T
j :%(w* Oy -y0y*)

En una dimension:

=_ h 0 0 N
J=—\yY*—y-yY—y*|X
2mi[w 6xl'// ‘/'ax"” j
En la zona 1 esta el flujo incidente y el reflejanidentras que en la zona 3, se encuentra el tiadem

Calculemos, entonces, la corriente de probabiletath zona 1:

3= e+ e} fae - ) (g + e ) - e+ e e

2mi

:%hA’LF _|Bl|2 _ A{ a-e—ZiVX + BI AIGZWX +|Al|2 _|Bl|2 + A: ae—Ziyx _ BI AieZiVX

X

- h N
3= A -ppf=3, -3,

Se ve facilmente de la expresion cudl es el flogidente y cudl el reflejado.
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Para el flujo transmitido, calculamos en la reg@digueda como ejercicio) y resulta:

= _h A

3 ="|Af%

 Con esto:
ny .2 Ay, .2

rem _BF oA _JAf
Miap A Miap 1AF
m m

En este caso particular los factore’é se simplifican porque a ambas regiones les cornelgel mismo
m

¥, pero eso no ocurre siempre y hay que tener entaese factor.

* Los coeficientes resultan:

R= (v2 - k2f sert(ka)
4y + (y2 - kz)zser?(ka)
_ 4%
4y°k? + (y2 - kz)zser?(ka)

Se ve claramente que+T =1 ya que la particula, o bien se refleja, o bietragsmite.

T

» En funcién de la energia, el coeficiente de trasi€m resulta:

T 4E(E-V,)
4E(E-V,) +V/ sert(ka)

Supongamos qug& y V. son fijos.

Entonces, T =T(a), resulta una funcion

Ta

oscilante de, entre dos valores extremos:

Ty =1 = ka=nm

_ 4E(E-V,) - 2n+1
" 4E(E-V,)+V?

Contrariamente a las predicciones de la mecanisacal, la particula puede ser reflejada. Esto @siqor

de la mecénica ondulatoria. Al llegar al escalérgrida se divide en dos, una reflejada y otraméiuz.

En mecanica cuantica esto significa que la pagitiahe cierta probabilidad de ser reflejada esta, de
transmitirse. Si pensamos en un flujo de particuteden que este, bajo ciertas condiciones, tiene
probabilidad de transmitirse totalmente, pero riodasreflejarse totalmente (siempre hay una fraccid

transmitida).
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» Del graficoT(a) se ve que se obtienen resonancias garans, es decir, cuandaes multiplo entero

-

E a 5

de semi-longitudes de onda de la particula endame2.
Esto es similar a lo que en Optica se conoce como u
interferometro de Fabry-PeroEn el interferometro tengo
dos placas reflectoras y uno hace incidir un rdgmemos
una parte que se refleja y otra que se transnat@artte
gque se transmite, al llegar a la 2da placa sufra un
transmision y una reflexiébn, y asi sucesivamenta. L

condicion de resonancia se da cuando en la regibe ks

ANEAVA

estacionarias. Esto se da cuando la distancia plscas,

\ dos placas puede existir un conjunto de ondas

A : .
a, es a:nE Lejos de la resonancia, se produce

interferencia destructiva entre las ondas refljadax=0 y x=a = el valor de la funcion de onda es

chico y, por lo tanto, también se transmite menos.

b) E<V, (yEfecto tinel)

En este caso, cambia la parte de la funcion de deda region 2, ya que:
2
%@(x) ~K4,()=0 conk?= i—T(vo ~E)
Por lo tanto, la solucion es:
,(x) = A+ Be™
Vamos a calcular, en este caso, el coeficientaatesmision. Tenemos que hacer todas las cuentas de
nuevo? Si miramos con cuidado la solucién, vemes pgara pasar de una soluciéon a la otra, todoido q

tenemos que hacer es cambiar:

E>V, - E<V,
$.00= A +BE™ - 4,(00= Ae +Be™
k - —-ik

(todo el resto no cambia). Entonces:

_ 4E(V, - E)
4E(V, - E)+V,st?(ka)

Qué significa estoRa particula tiene probabilidad no nula de cruzarbarrera de potencialEste es un

efecto tipicamente ondulatorio:
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* La onda que llega a la barrera empalma con la eqma decreciente. Si la barrera baja a cero
después de una cierta distanaig o, a la salida se observa una onda. Este efectarsaéfecto tunel

(el nombre proviene de la imagen mental que nosrhas, como si imaginaramos que la particula “cava”
un tanel por dentro de la barrera para pasar delado).

* Enlaregion 2 la onda tiene la pinta de una onda&scente (similar a lo que pasa, desde el pento d
vista del electromagnetismo clasico, cuando umka@hectromagnética llega a un conductor).

« Hay un fendbmeno en Optica que es muy similareflexion total interna frustrada

Todos sabemos que, para una onda de luz que aaaue prisma, hay un angulo de incidencia para el
cual, la onda se refleja totalmente. Si acercanrospsisma, se observa que también vamos a temkr on

transmitida:

La pelicula de aire entre ambos prismas actlua aoradarrera de potencial. Si la distancia entreoamb
prismas es suficientemente chica, la onda evantesea la pelicula de aire no disminuye tantooy,lp
tanto, permite que se reconstruya onda en el segunmsma.

* Volvamos a la cuantica. El coeficiente de transbnisT es tanto mas chico cuanto menor sea la

energia de la particula respecto de la altura bareraV,. Esto esta de acuerdo con el resultado clasico,
donde se tienen barreras de potencial enormes cadgsacon las cuanticas, es de¥jr~ o« . Tambiéen,

la barrera no debe ser tan ancha como para queltaevanescente no disminuya demasiado, es decir, e

orden de magnituda <% .
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* En el caso mas desfavorablea>>1. Vamos a ubicarnos en esa situacion para estimarcata
inferior para el coeficiente de transmision. Esitaces lo que generalmente se usa, como vamos a ver

para estimar la transmision por efecto tunel. Ecesnen ese caso:

2ka —2ka __ 2ka
shz(ka)=e te 2_¢
4 4
T 4e(v,-E)  _16E(V, - E)e_Zka
~ _=
4E(V, - E)+V? e: ve

Por ejemplo, supongamos en de E =1eV, V, =2eV y a=1A:

g

2m
71

k =

=T=078

> o

Para unp®, bajo las mismas condiciones:
T =4x10™"
» Coeficiente de transmision sobre una barrera arhitia (método WKB).

El coeficiente de transmisidnde una barrera cuadrada, en su version menos ef#jmbs va a servir
para estimar la probabilidad de que una particuéal@a pasar del otro lado de una barrera de potafecia
cualquier forma. Este es el fundamento del méto#dd3\W

e Supongamos un potencial de cualquier

V(X)a forma:

~ La particula tiene una energia, por lo
L __>\ ______________ E que, para ella, existe una barrera
¥ X S XX, .
Podemos descomponer dicha barrera en una
X X X> sucesion de barreras cuadradas de ancho

Ax . Vamos a suponer, razonablemente,

gue la probabilidad de pasar una barrera no safieenciada por la probabilidad de pasar las basrer
gue le siguen, es decir, la probabilidad de pasda cbarrera es independiente de las otras. Emtolace

probabilidad de pasar todas las barreras va d pesducto de todas las probabilidades:
TOTLL.T, = |_1|'I'i
Vamos a trabajar con el In (asi pasamos a una suma)

INT OINT, +InT, +...+InT, =) InT,
i=1

Para considerar cada, tomamos en cuenta el factor que nos da el ordenagjnitud, es decir:

T =2k

Entonces:
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INT = -2k Ax = _ZW

h

AX =InT=

_ZZ”:,IZmiV?)—EiAX

Si ahora hacemos tend&g, - : 0

InT = -2 XZ’/ZmEV;(_lX)_Ejdx

* Vamos a ver algunos fenbmenos que se explicanf@ctogunel.
» Decaimientoa (George Gamow-1928)

En fisica nuclear uno suele tener un nicleo mwage que en su interior contiene particulas
a (2p* +2n°). En determinado momento, una de estas particulpgede escaparse del nicleo. Cuando
la particulaa estd4 dentro del ndcleo, en realidad se encuentmpaata en un pozo de potencial que la

retiene en un estado ligado. Cuando se producecairdiento, es decir, la particubaescapa del nucleo,

el elemento cambia:

alpha decay AX LAY donde{i= nL'Jmeroat(')n?lco
= ndmeromasico

por ejemplo’,U - %5Th (no es el ejemplo de la figura)

-

«-particle ={He

) La vida media de los elementos pesados que emiten

=rndaxidoy | || particulas a varia alrededor de 20 Ordenes de

15
10}

magnitud, desde.1 us hasta 10 billones de afios. Este

10 amplisimo rango depende fuertemente de la energia

105 observada de las particulas, que varia solamente

v entre 4 y 9Mev (el de la figura es un grafico

Vida media del emisor (seg)

_ logaritmico). Esta dependencia sugiere un proceso
10

exponencial el cual, como vamos a ver, se explca p

4 5 & 7 8 9 10 efecto tunel. La teoria la desarrolld

Georges Gamow, hecho por el cual gan6

el premio Nobel.

 Modelemos el potencial que “ve” la
particulaa .

* En un estado ligado dentro del nicleo,
la particula se encuentra atrapada en un

pozo de potencial. Sin  perder
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generalidad, supongamos un pozo cuadrado (esdlageren el calculo). Cuando la particula estaduer
del pozo, el nacleo queda cargado con una carg'sivpo(sz —2)e. Por lo tanto, mas alla del pozo, la
particulaa va a enfrentar una barrera coulombiana:

V() = 2(z ;Z)e

* Vamos a encontrar el coeficiente de transmisiofueaion de la energia de la particuta Usando el
método WKB:

InT = _2_[:0 ,/Zmiv;lr) - Eidr

2(z - 2)¢?
R

R, corresponde a la dimension del pozo yRes=10"*cm. La altura de la barrera &4 =
Entonces, podemos escribir el potencial como:

V() =y,

La energia de la particula es:

E=V(R) = %vo

Con esto:
1
InT = —2—”2ij (&vo - Ejzdr
B R\ T

= —Zmr (B—lj;dr

/) R\ T

» Suponiendo quéR, << R (es decir,E <<V,), de tablas:

1
Vv V)2
=___0 —2_0
2 E (Ej R

El dltimo paso se debe a que queremosTed (E) . Entonces:

J2mV.R, L Hamy, R
o AE h

InT O-7m1

Por lo tanto:

_c
T(E) OAe 'E
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con C = TN2MV,R, _ 2ry2m (Z _ 2)e2
h h
Ejercicio:
2
Usando la constante de estructura fiaae—zﬁl_, y hc=19™evFm (LFm=10"cm) y los

siguientes datos:

m=6.6x10%g

e=16x10"c= 48x10"ues

7 = 1054x10%"ergxs

1Mev= 1602x10"°erg

Calcular el coeficiente de transmision de la paléier en funcion del nimero atomico del ndcleo que se
desintegra, y aplicarlo al caso de la desintegnggid - *cTh, sabiendo que la energia de la partiaula

es E = 476 Mev.

* Vamos a hacer un célculo semi-clasico (de los quena gustan) del tiempo de vida medio de un
nacleo que sufre una desintegracidn (cuando lleguen a Teérica 2 y/o Estructura 4yda a hacer
bien).

* Suponiendo que la particuta se mueve dentro del pozo con una cierta velocidgga empezamos

mal...), se puede pensar que “golpea” la pared dad pa un tiempo:

=R

Vv

En la unidad de tiempo, va a hab?er:% golpes. Cada vez que llega al borde de la batierse una

probabilidadT de atravesarla. Luego, eZH\FIE golpes por unidad de tiempo, tendra una probaiuiljgbr

unidad de tiempo de atravesar la barrera:
prob _ v(E)
t 2R,

Si atraviesa la barrera, su probabilidad valedl,tiempo va a ser el tiempo de vida med;p Entonces:

T =A donde/ =cte de desintegracion.

_<C
i:LTj T%:ET_lzl y/]:LT:LAe\/E
r, 2R, v A 2R 2R

1
Se suele graficar el log de la constante de degaxtedn en funcion d& 2:

1
logA =C'-CE ?

Esta ley lineal se cumple muy bien y se llamadeyseiger-Nutall (1911).
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La fraccion de nucleos que se desintegran en tiadrde tiempo es:

dN rob

1 t
Si integramos:
dN

W =Adt=> N(t) = Noe/lt

» Microscopio de efecto tunel

En 1986, G. Binning y H. Rohrer, de IBM (Zuricharron el Nobel por la invencion de un
microscopio basado en el efecto tinel, que tiep@ueion a nivel atbmico.

Por una ley no escrita de la fisica, que es laleegonservacion de la dificultad, el principioetmue
se basa el microscopio es relativamente sencilogual significa que su ejecucion es sumamente
complicada. Vamos a dar alguna idea de su prindgifuncionamiento:
* Supongamos dos electrodos metalicos enfrentados distancia, y vacio entre ellos.

En los sélidos, los niveles de energia se agrupan e

V, bandas y asi, hay bandas de energias permitidas y
bandas de energias prohibidds. y E,son las
S e R energias de los maximos niveles ocupados en cada
ev £ uno de los electrodos (se llaman energias de Fermi,
""""" 2

como vamos a ver en la ultima clase). Si los

electrodos no estan conectados, en la zona entre

ellos va a haber una barrera de potenvjal ya
queV, - E =W es la funcion trabajo del material.
Se puede producir efecto tinel (se dice queeldsineleah del material 1 al 2 entr& y E,, ya que por
encima deE;, no haye (son estados vacantes), y por debajdedetodos lo niveles ya estan ocupados.
Si se conecta una diferencia de poten¥iantre ambos materiales, se puede controlar qdiéel@encia
de energias sef, — E, =eV, o sea, la energia de lesque pueden tunelear.

El coeficiente de transmision va como:
TOe?*® dondek? :il—T(VB ~E)

y comoV, —E =W es tipicamente 4-5 ev, entonces se ve kjue 1A. Entonces, la corriente d& que

pasa por efecto tinel baja un orden de magnitudgda A de separacion entre los electrodos. Est® ha
gue solo se pueda observar para separaciones mugzs.

¢ Cudl es la idea, entonces?
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Una punta de metal muy aguda (deberia, tipicameatminar en un

atomo) se mantiene a una distancia suficientemeetpuefia de la
superficie a analizar, tal que l@S puedan tunelear a través de la barrera

de vacio que separa la punta de la superficie. drtaeate jT es muy

OO R sensible a la distance La punta escanea la superficie de tal manera de

mantener‘jT‘:cte. Eso hace que la distancia entre la punta y la

superficie también sea = cte. Como la corriente baja un orden de magnitud pdad}, el aparato tiene
resolucion a nivel atbmico, es decir, se puedeotkir la “topografia”’ de la superficie de la muasa
nivel atbmico. Obviamente, entre el dato de laieote y el resultado del escaneo, hay un monton de
software en el medio.

» Para muestra, estas son imagenes de IBM (se pbedear en Internet). Por supuesto, la coloracion

es artificial.

Cu(1,1,1) - Las “ondas” sobre la superficie sonidizba
“estados electrénicos superficiales”. Estos eleetsoson
libres de moversesobre la superficie del cristal, pero no
pueden penetrar en él. Alrededor de los defectos se
forman ondas estacionas (diam=15))

“Corral cuéantico” - Electrones de superficie en
estados estacionarios (diam=71.3A). Se observa
interferencia causada por el “scattering” del gas
de electrones con los defectos del cristal.

* Tema extra: Puentes de hidrogeno

Los puentes de hidrégeno (HB) son un tipo particd& unién quimica, fundamentalmente de tipo
electrostatico, donde dos atomos, generalmenté@begativos, comparten un hidrogeno, formando asi
un puente entre ellos. Estos puentes pueden sémoddm una misma molécula (intramoleculares) o
uniendo dos moléculas (intermoleculares). Uno deatomos (el aceptor) tiene electrones que no estan
formando ninguna union, llamados electrones (o 9dibres. Estos electrones son los que atraen al
protén, que esta unido por un enlace al otro at(anor):
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La figura muestra un dimero de acido férmico, con

/O Heooo -O\ dos HBs, cada uno formado por el enlace O-H y
C——H los pares libres del otro oxigeno.

El potencial que “ve” el H es, generalmente, unlelgimzo con una barrera entre ambos, con dos
minimos, que corresponden a las dos posicionesguiébrio cerca de cada uno de los dos atomosajue
comparten:
El doble pozo puede ser simétrico o
V()4 asimétrico, dependiendo de los atomos que
comparten el H. El puente de hidrogeno es un
seudo enlace mas largo que los enlaces
comunes. Por ejemplo, el agua solida esta
formada por moléculas de agua unidas por
puentes de hidrogeno. Esto hace que el

volumen ocupado por una masa de hielo sea

mayor que el volumen de la misma masa de

rr

agua liquida.

» Dependiendo de las caracteristicas de la bapaese haber transferencia del proton de un pozo al
otro por efecto tunel. Esta es una de las cabsgsofras), por ejemplo, que produce errores endiyjo
geneético, ya que las bases nucleicas de una li&gio&DN estan unidas con sus complementarias en la
otra hélice, por uniones puente de hidrégeno. $Bunaerror en la secuencia, este se multiplica conzo
serie geométrica cuando las células se van dupglicakstadisticamente, es imposible que no se
produzcan errores. (Y esto, “engancha” con lo go®s en la clase 5, sobre la pérdida de informacion
gue no puede restituirse y que conduce a que @lidad se comporte como aislado y evolucione de
acuerdo al segundo principio...).

* Propongo como ejercicio: calcular la probabilidadqilie se produzca transferencia del proton de un

pozo al otro por efecto tlinel, en esta version kiitguda del potencial del HB:

v
o x<0
0 O<x<a
V(x)={V, asx<(a+b)
V—2° (a+b)< x<(a+2b)
o  x>(a+2b)
conb<a
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