Clase 16:Formalismo de Schridinger-Mecéanica ondulatoriadarte

Estoy convencido de que quienes, al oir hablargsonera vez de fisica cuantica, no se
escandalizan, no la han entendido.

Niels Boh

En mecanica cuéntica (MQ) se pueden encarar lmsepos de un modo intuitivo, ateniéndose a la
imagen onda-particula. Esto no es lo que se haetfenmalismo de Schrddinger (1925): se describe e

estado instantaneo de un sistema mediante unadadntiomplejay/, que satisface una ecuacion

diferencial y que va cambiando con el tiempo. Sdimger basa su formalismo en la hipotesis de de
Broglie, las relaciones de incerteza de Heisenfiprg son, en realidad, una consecuencia de ladaddali
onda-particula) y en la interpretacién probabigstie las caracteristicas ondulatorias. Esta pirgrcion

se debe a Max Born y es lo que se conoce comddgpietacion de la Escuela de Copenhague: todo el
curso de los acontecimientos esta determinadogsoleles de la probabilidad, esto es, a un esteldo d
espacio le corresponde una determinada probabilid@desta relacionada con la onda de de Broglie
asociada con el estado. Un proceso mecanico, ganto, va acompafiado por un proceso ondulatorio,
gue nos da la probabilidad de un comportamienterchétado del proceso mecanico.

Por supuesto, esto tiene un caracter estadisBomo discutimos en la clase anterior, en el
experimento de la doble rendija, lesno se “pulverizan” para dar la figura de difracci@narrojo une
a la vez, este va a caer en algin punto de la l[zante cualquier punto sino uno en el que su
probabilidad no sea nula. A media que voy arroja@dgestos van cayendo siempre en otros puntos con
probabilidad no nula. Hasta que, si arrojo un nongstadistico de , voy a observalas caracteristicas
franjas cone'y las franjas donde no ha caido ninguno. EoBegan a la pantalla como bultos enteros
(caracteristica de particula) y es su probabilldaglie se comporta en forma ondulatoria.

Empecemos, entonces, a desarrollar este formalden&chroédinger. Aclaro que no es el Unico
formalismo matematico desarrollado para la MQ, petoviamente, todos conducen a los mismos
resultados.

El formalismo de Schrodinger se basa en una derigostulados. Nosotros no vamos a verlo en esa
forma tan axiomatica, sino que vamos a ir introelnido sus elementos, indicando, cuando sea negesario
cual es el hecho fisico en el que esta basado.

Empecemos, como corresponde, por el principiondmos como ejemplo el experimento de la doble
rendija. Cone’, la probabilidad de que una particula impacte ernintervalo ()gx+dx) vimos que

teniamos que describirla como la intensidad deomda, es decir:
dN 2
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Vamos a formalizar este resultado y eso consti@lipeinto de partida del formalismo de Schrodinger:



1) Toda informacion sobre nuestro sistema se deseritravés de una funcion de ongdé,t) tal que la

densidad de probabilidad de encontrar al sistemaartierta region del espacio a un cierto tietnesta

dada por:

dWN (xy.zt) =l (x Y, z,t)|2dxdydz (cf. experimento doble rendija)

Observen que “lo fisico” es la densidad de proldail. La funciony X t, s lo que necesitamos para

poder escribir la densidad de probabilidad teniesmlcuenta las caracteristicas ondulatorias. Eataam
una diferencia con lo que sucede con ondas propi&raichas. En el caso de una onda, la funcién

Y(X,t) la representa (es “lo fisico”). Aca, la funcion aleda es el instrumento para escribir la densidad
de probabilidad, que es lo que podemos medir. Biaego, como la funcion de onda va a contener toda
la informacion sobre nuestro sistema, muchas vieeesyramos a referir a ella llamandolaestado del
sistema

., . ., 2 .
e La funcidon de ondauede ser complejéeso no es una eleccion). Corwd es una densidad de

probabilidad, tiene que cumplir:
.[D;(k[/ (XY, Z,t)|2d3x =1 (1)

0 sea, la probabilidad de encontrar a la partienlsodo el espacio tiene que ser la certeza.

Comoy puede ser compleja, vamos a escribir (1) de ldesiggi manera:
[ (xyzw(x%ztdx=1

= la funcién de onday debe ser de cuadrado integrable y normalizaDacimos quey vive en el

espacio de coordenadas (0 sea, depende de lagcadas y nos da informacion sobre la probabiligad d
encontrar a la particula en alguna regién del éspac
« Como esto tiene un caracter estadistico, nos eavar para calcular probabilidades y valores medios

Por ejemplo, en una dimension:

(x)= jDX x|t//(x)|2dx5 f;l/l* (X)xe(Xdx

donde, por conveniencia (ya vamos a ver la razsgribimos la variable x “ensanguchada” (valga el
término) entrey *X )y ¢ (X).

También va a interesar conocer la dispersion dedhiiss respecto del valor medi® desviacion
cuadratica media (lo ejemplificamos otra vez gpn

o2 = <(x—<x>)2> :<x2 - 2x/x) +<x>2> = <x2> =2(x)(x)+(x)* = <x2> ~(x)* (esto ya lo habiamos hecho)

* Ya vimos que un paquete de ondas tiene un ciegeca® dek’s que, de acuerdo a de Broglie, es
equivalente a un espectro de momenpos/amos, entonces, a introducir el equivalentespeetro dé&’s

como una funcién de onda que vive en el espacio de momentos:



dWN(pX,py, pz,t):‘(o(px, P, pz,t)‘2d3p = probabilidad de que una particula tenga su impatscl

intervalo (p, p+ dp) al tiempot.
‘qp( P, Py pz,t)‘2 es, entonces, una densidad de probabilidad espac® de momentos (o de impulsos,

como quieran llamarlo), y la funcion de onggp,, p,, p,,t)también debe ser de cuadrado integrable y
normalizada:

[P py 20 0P = 0% (b0 Py, POAPL Py, P, DD =1

Por supuesto, se puede calcular el valor medig prababilidades de cualquier funcién que deperda d
los impulsos con esta funciagn (valen las mismas consideraciones que@gn

* Acd introduce Schrédinger los principios de incaatele Heisenberg: las funciongdx, y,z,t) vy

@« p,, py; P,;t) deben sefunciones inversas de Fourie¥amos a ver como se relacionan.

Relacion entrey/ (x, v,z t) y @(p,, by, P,t)

» Consideremos, para fijar ideas, una sola dimen@éspués lo extrapolamos a las tres dimensiones).

En principio la funcidon de ond# X ( s un paquete de ondas que se escribe como egeairde Fourier

(nos paramos en un tiempo cualquiera):
1 ik, X
X) = — k )e™*d 2
W(x) hz”j_mg( Jerrdk (2)

donde g(k, ) es la transformada de Fourier gex .(Bs g(k, ) la funciébn de onda en el espacio de

momentos? No, por dos razones:
- no depende explicitamente del impulso.
- no esta normalizada.

Lo que si podemos decir es que va a estar relataooan ¢ p, ) De aqui en adelante, para hacer mas

sencilla la notacion, vamos a escritkf:=k y p, = p.

Usemos la relacion de de Broglie:
p=ik=dk= dp
h
Entonces, cambiamos variables en (2):
1 (= i
Y09 = [ a(pe’dp
La funcién inversa de Fouriay p(e}:

_ 1 " 3
a(p = [Ly(xerde O

* Cual es laidea, entonceg?p (nd esta normalizada. Entonces, calculamos:



[ o*(mo(pdp=a’z1 (@

La integral “de normalizacion” nos da un namerdidis de 1 (lo llaméa?). Entonces, la funcion de

onda, que tiene que estar normalizada, va a ser:
o) = 9P)
a

Asi cumple con la condicién de ser la transform@el&ourier dey(x) y estar normalizada.

Calculemos, entonces, la integral (4):

o 1 ¢ o x e
[Lo*(ma(pydp=_ [ dp[ ¢*(Xe" dx] w(x)e " dx
V2 g*(p) V2mg(p)

donde reemplazamag p ( y)su conjugada por su expresion (3). Redistribsitose integrandos:

I a*(Pa(pidp=- "o s woad[ o™ )

27 (x=X")

Mostremos la ultima relacion. Recordemos que laesipn integral de la delta de Dirac es:

5(x-X) = %T ["e~dk (cf. clase 15)

Haciendok = P ; dp=rhdk, la dltima integral de (5):

h

o iP(x=x o . .
I_ en )dp:hj_ e*Cdk = 27:5(x - X)

Volvamos a (5):

RO p)dp=2—f [C Y] w(x)a(x = X)X = 1|~ r* (p(Yalx= 1

=1

pues la funcion de onda x (€sta normalizada. Entonces:

@’ == |ap=2E

y la relacién entre ambas funciones de onda esr{amimensién):

1 (e b 1 (e b
W) =——[" gme’ dp=—[" @ pe’ dp
Jor 1-#P% L

ipx

(6)

_ipx

1 0
ap) = w9 " dx

Esto es facilmente extrapolable a tres dimensigraque las tres coordenadas son independientes:



1 oo iPx
Y% y.z)=—3/2f_w¢(px, p,. p,)e " d°p
h (7) donde, obviamente, son integralexetsi

1 o -2
w(px,py,pz)=ﬁj_ww(xyz)e " dx

. Calculemos< px>. Es necesario hacerlo en el espacio de impulsos?

La respuesta es no. Vamos a ver por qué (otraegedpo p, = p):

o o0 o0 —iB(
:j_w¢*(p) pA p)dp:%j_ww*p[j_ww(x)e g dx}dp donde hemos reemplazag¢p) por su

expresion (6).

Integramos por partes la integral entre corchetes:

X P
u=¢((x) dv= e " dx du:aw(x)dx v:—_ﬁe h
oX ip

Di‘”( X)e_iide} - -%e"?w(x)

=0

1 200, W9
ip

—00

El primer término se anula pugs x (dgbe ser acotada para que la integral no divexgaidar que tiene

gue ser de cuadrado integrable), por lo gife — t) - . (eBte argumento lo vamos a usar siempre).

Entonces:
© ® _iB( ® ” _iB(
p> :%J-_oo|:¢* (p) p%j_w%e n dX:|dp: —ihj_w{%j_ww* ( p)e h dp:| al,g)((X) dX

@*(x)

Reordenamos otra vez la expresion:

R AL BT E L

donde escribimos la expresion (8) como el valorimdd ... lo que esta entre paréntesis.

* Llegamos a un resultado interesante. Ha(q@ren el espacio de coordenadas equivale a calcularlo

introduciendo el operador dlferenc(sﬂ-lh—j. La expresion (8) justamente es como si calculésaem

0x

el espacio de coordenadas el valor medio de digewador. La conclusion es que, en el espacio de

.0
coordenadas, ap,lo representamos como el operadEJHha— . Esto es lo que se llama la
X
representacion en coordenadas gde. Obviamente, vale lo mismo para cada componesteeeir:

p :—ihi conx,.= X V,z
S axs XS 1



Y parap:
(0., 0. 0., :
=—jih| —X+—Y+—2|=-ianl]
P (ax ayy azJ
O para potencias dp:
p? = (-in0)d-in0) = -n*0?

El operador impulso angular, en cartesianas:
L, =yp,—zp ~ —in y 2~ zi)

L=Fxp=1{L,=zp - Xxp, - -ik zi—xij

ox 0z

: d d

L, =Xp, = - = X—=—y—
2 = XPy T YR dy yaxj

(si quieren convencerse de que esto es asi, nepig@a alguno de estos casos, la cuenta que lHcimo
recién).

Notacion a los operadores los vamos a indicarl%t@ton un “sombrero”).

e Consecuenciaesto se puede generalizar considerando que,oddatrformalismo de Schrédinger,
cualquier magnitud fisica tiene asociado (es dserpuede representar por) un operador, ya séa en
representacion de coordenadas o en la de impuEsodecir, las variables dinamicas que en mecanica
clasica, representamos como funciones, dentrotd@snalismo, se representan como operadores cuyo
valor de expectacion es lo que uno puede medirgdheral, se puede trabajar en representacion de
coordenadas o de impulsos. Lo mas comun es trabajegpresentacion de coordenadas. Notar que, en

ese caso, se trabaja Unicamente con la funciomdie que vive en el espacio de coordenagla%,. ( )

» Observables fisicos: operadores hermiticos

Por supuesto, no cualquier operador va a repmasemia magnitud fisica medible. Notemos, por
ejemplo, que el operadop,es complejo. Eso no es un problema, porque lo @gueos a medir, lo
“fisico”, es su valor de expectacion, y este, eoésn si tiene que ser real. Para que se cumpléogue

valores de expectacién sean reales, se pide qoeeehdor que representa una magnitud fisica sea

hermitico o autoadjunto:
(©)

donde F! =operadorF transpuesto (seguramente, estas definiciones taxen para las matrices), y se

define de esta manera:
[0F w,d°x =@, Fyd*x
Es decir, cualquier operador opera hacia la funguda tiene hacia- (derecha). El operador transpuesto

opera hacia- (izquierda). Entonces, para sacarletfahay que dar vuelta las dos funciones.

» Si conjugamos la condicion (9):



E-F =] o
Al operador If*(:transpuesto conjugado) se lo llama conjugado ftieomo hermitiano, o adjunto. El
operador que cumple con la condicion de ser igsal adjunto, se lo llama hermitico o autoadjunto.

* Vamos a ver que esto es condicion suficiente (aeingunecesaria) para que un operador tenga valores

medios reales, es decir:
(F)=(F)
<ﬁ>* = |:J-:ol//* (X)ﬁw(x)dsle* = f;lﬂ()?)ﬁ 7/ (X)d3x - I_";w()a()lftl//* (Y()d3X

Como dijimos, el operador transpuesﬁ(‘)es igual al operadol£ operando hacia la izquierda; es decir,

damos vuelta las dos funciones:
(F) =" ¢* Fp(dx=(F)
Un operador que cumple con esta condicion y, pdiafdo, tiene valores medios reales se lo llama

observable fisico

» Por ejemplo, el operadop, no es hermitico (o sea, no es un observable):

(xn) =y soupx=[" 5 2L ox

Integrando por partes:

dv="Lax du=22"2 gy

u=¢g*x V=Y

<>xwwl w

A @ .. 0 *_ h ’
='7*U—w‘” (o] = +bm)

AN = [ (w w+¢»<aij =2 a2 88

Ejercicio: probar que% es hermitico.

» El ejercicio muestra una propiedad mas generahmie se puede construir un operador hermitico a
partir de uno no hermitico, haciendo:
F+F*

2

O=

e Un observable que es solo funcién de las coordenécamo, por ejemplo, el operador energia

potencial\?(x)) siempre es real:



—
<
~

) = [ @V (yix
(V09) = [~ * (o ax

paraqueseanigualesV =V *

» Autofunciones y autovalores
Una cuestion importante es preguntarse cuandestems va a tener una  determinada  variable
dindmica bien definida (es decir, mido esa variai@mica con dispersion nula). Eso va a depengler d

la funcion de onda (es decir, del estado) de léiquéa. Entonces, vamos a ver para qué estados, un

observable puede medirse sin dispersion. Seae observable:

ot~ -

donde (F)es el valor medio obtenido con el estagio Hemos llamado 4!5 —<F>)zp5¢, ya que un
operador aplicado a una funciéon da como resultadofuncion. El operado(1E —<F>) es hermitico, ya

que F lo es, y un namero rea{f)) siempre lo es.
Entonces:
= [ ur (- (Fbax= [y (F -(F)f gax=] glF - (F)]w d*

donde hicimos la operacién de transponer. Volvaaescribir lo que vale la funcigp:

2= [F- Pl - (F) o

A (IE —(F)}ﬂ lo encerramos entre corchetes para indicar(éue(F)) solo actlia sobreyy no sobre el

resto. Entonces:

=["[E-(F)lE - F)kef aox=[" J[E - (F)lof ax=0

El producto de una funcién por su conjugada es@uio de la funcion al cuadrado. Por lo tanto, la

integral es definida positiva. Para que sga= , elGntegrando tiene que ser nulo:

‘('f ‘<F>)ﬂr =0= (F-(F)y=0= Fy =(F )y |ecuacion de autovalores

» Este es un resultado muy importante. Nos dice fjaergunto de funciones de onda (o estados) para
las cuales un determinado observablessta bien definido son las autofuncioneslfd,ey los autovalores
son los valores medios de calculados con esas autofunciones. Esos autovaorespor lo tanto, los
Gnicos valores posibles que puede tomar el obsenBb Ese conjunto de autovalores se llama el

espectro deF .

» El conjunto de autofunciones de un operador hezmés un conjunto ortonormal. En efecto, sea:



Fy, = f,

Fih = foll

dondey, .y, D{ F}, conjunto de autofunciones dre, con autovalored, y f_ respectivamente.
Hacemos:

" Fu,dx= 1| ww,d%

fnwﬂ

Lo v Lo uen= oo

ya que si conjugamos la ecuacion de autovaloresjtel/alor es el mismo pues es un numero realoka d

integrales son iguales pu&ses hermitico F = F*). Si restamos una de otra:

_— - sin=m=(f -f )=0y[ ¢y dx=1

(f,~ ) o dx=0= [y dx=0,,= (o= ) y[:“”’f '
- - sinzm= (f,—f,)20y [ ¢w,dx=0

Entonces, las autofunciones son ortonormales. 8aepprrobar (no lo vamos a hacer - queda para Beoric
2) que forman un conjunto completo, por lo que ti@mison una base del espacio. Entonces, cualquier

funcion puede escribirse como una combinacién lidedas autofunciones de un observable:
X=2.c
n

Vamos a ver cOmo esto se interpreta cuando coesmier el proceso de medicién de un observable.

Nota: esto no es estrictamente valido si hay degeitm. Lo veremos mas adelante.

* Observables que conmutan — Conmutadores

Vimos cuéales son los estados para los cuales hsereable estd bien definido. Ahora bien,
supongamos que tenemos dos observaﬁleysé gue comparten autofunciones:
Fy, = f.,
Gy, =9,
=las ¢, tienen bien definidos a ambos observables. Veamasdo dos observables pueden estar bien

definidos simultaneamente, haciendo:

GFy, = .Gy, = f.o4,
—— ——

fnl//n gn‘//n

FGwn = gnF(/ln = gnfnl//n
— —
9ntn flln

Restando miembro a miembro:
(GF -EGly, =0
Como ademas, cualquier funcién puede escribirseocoombinacién lineal de autofunciones de un

observable, entonces también:



(élE - Ifé))( =0
Esto significa que aplicar primerlé y despuésf; sobre una funcién es lo mismo que aplicar prirréro

y luego F.El operador(élf - Ifé) se llama conmutador d& con Ify se denotzié, If] (también se

dice queé conmuta conF ). En la préactica van a ver propiedades de los ctatores.

» Entonces, la conclusion es:

—=Dos observables pueden estar bien definidos simadtaente si su conmutador vale 0

=0Otra consecuencia importante es que si dos obdesvatnmutan, comparten autofunciones.

Por el contrario, vamos a ver que si dos obsersatibeconmutan, va a haber una relacién de incerteza
entre ellos (es decir, no pueden estar bien dengimultdneamente). Veadmoslo para un caso conocido

calculemos el conmutador de y p,. Para calcular un conmutador se lo aplica sobee funcion

cualquiera:
[%B,]p = (5, - DX)¢ = —ih(f(% —%quﬁ = —ih(x% ——a((;‘x‘”)j = —ih(x% ~¢- x%} =ing
—|[%p ]| =in

X'y p,no conmutan y ya sabemos que hay una relaciéncde@za entre ellos. La proxima clase vamos

a calcular esa incerteza en forma exacta.

* Les dejo tres ejercicios para demostrar usand@itendido en esta clase. Los resultados vamos a

usarlos la clase que viene.

SeanA y B dos observables fisicos (=operadores hermiticaand3trar :
1) (AB) = BA

2) [A, é]+ = —[A, é] (se dice que es antihermitico) (hint: usar alltado 1))
3) Si escribimos (sin perder generalidad) que:

lA, I§J: iC entonce<C es hermitico.
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