Clase 19: Potenciales en una dimensién — Pozo finito

Vamos a resolver algunos problemas de potenca&iesna dimension. Qué significasolver en
mecanica cuantica? Pues resolver un potencial @ntar las energias y los estados posibles de una
particula sometida a ese potencial.

» Sea una particula que se encuentra en una zona dbpdtencial es un pozo finito.

V(X)A A
-V, '\
<

Podria ser una version ultrasimplificada de unematémico. Por supuesto, es una aproximacion ga qu
no existen potenciales discontinuos, pero es ueadaproximacion mientras la region de variaci@n se
mucho menor que las dimensiones tipicas del prables decir, el ancho del pozog<< 2a. También,
teniendo en cuenta las propiedades ondulatorida garticula, tenemos que pedir gag< A4, donde

A es el orden de magnitud de la longitud de onda geuticula.

El potencial es:

0 x<-a regionl
V(x)=<-V, —asx<a region2
0 x=a region3

Vamos a calcular los estados estacionarios, pquép como hemos visto, la parte temporal de laidumnc
de onda se factoriza:

WXt =g(Ne'“ dondecuzs
Consideramos la ecuacion de Schrodinger para elestacionario:

2
{—%DZ +V(y()}¢(y)e—w =E@(Xe ' la parte temporal se simplifica.

2

Como el problema es en una dimensigh=—;
X

&;—:ﬂ% +V(X)}¢(X) =Eg(x)

Como el potencial no es continuo, planteamos la@6n de Schrodinger en cada una de las regiones y

empalmamos la solucién con las condiciones de comto



Tenemos que considerar, ademas, que hay 2 casos:

a)-V,<E<O0

b) E>0

Las soluciones (y el comportamiento de la partiemhaconsecuencia) van a ser distintas considedasdo

dos casos posibles. (si a alguien se le ocurregalarel casoE <-V,, es libre de hacerlo, pero va a
encontrar que la solucién es nula). Comencemaos por:

« a)-V,<E<O0

Para esta zona de energias, los estadosstados ligadasClasicamente, la particula estaria atrapada en

el pozo de potencial.

Planteamos para las tres zonas:

1) -2 6,0 = EAK

n? d?

2) - 2 a2 ¢2(X) -V,9,(X) = E@,(X)
n? d? B

3) _%W%(X) = E@;(X)

Noten que non tres funciones de onda diferentes, sino &ss“trozos” de la funcion de onda para cada

region. Es decir:

4,0 x<-a
P(xX) =19,(x) —a<x<a;conenergiak

P5(x) x=za

Reordenemos las ecuaciones para reconocerlagrideeta derivada segunda:

) ¢1() E¢1() 0

d? 2m B
2) W@(x) +?(vo +E)p,(x) =0

) ¢3( )+ TER()=0
Definimos dos constantes (noten que contienereadegia y que son positivas):

k2 —?(V +E)>0 y? = ——E >0 (recuerden que, en este caBos ) 0

Comoky y tienen dos valores posibles (< 0 6 > 0), considesk > 0y y >0.



Entonces:

1) —jz¢1(x)—y2¢1(x>=o
X
G o
2) d 5@, (X) +K°@,(x) =0
X

d2
3) F%(X) - V$,(x) =0
X
Son tres ecuaciones de Euler homogéneas, cuyasos@s son (elegimos alguna de las posibilidades):

1) 4,(x) = A" + Be™
2) ¢,(x) = Ccodkx+a)
3) #(x) = A" + Be™”
» Para encontrar las constantes y empalmar lasdhesianes, aplicamos las condiciones de contorno.

Una primera condicidén es que las funciones de aletl@n ser acotadas, es decir0en los extremos.

Esto es condicién de que sesstados ligadas€Entonces:

$(X - —@) -~ 0 = B =0 = ¢,(X) = Ae"

Ps(X - +o) - 0 = A =0 = ¢;(X) = Be”
Las otras condiciones de contorno son que la fandié onda y su derivada deben ser continuas.
Entonces, planteamos en las discontinuidades dehgial, y dividimos las ecuaciones 2 a 2:

4(-a)=¢,(-a) = Ae™ =Ccog-ka+a) o
dg  _46, g =—kcsef-kata)]” —ktg(-ka+a) = ktg(ka-a)

dX X=—a dX ‘xz—a

$,(a) = 4,(a) = B,e™ =Ccodka+a) @
=ktg(ka+a

dg, _dg, = —-B,)e™ = -kCseifka+a) =gl )

dX x=a dX x=a

La ultima condicion de contorno es que la funciérodda debe estar normalizada:
[ ¢ (0p(x)dx=1
[ (08,09dx+ [~ 8, (x)8,(x)dx+ [ 5, (9, (x)dx =1
-—a 2 a 2 o 2
[ 18.09] dx+ [ |, (9] dx+ [ (x)] dx=1
» Las condiciones (1) y (2) deben ser iguales, em®inc

ktg(ka- a) = ktg(ka+ a) — esta condicion nos va a dar los posibles valogas d

Definamos:y =ka-a:

ktg(y) =ktg(y+2a) =20 =nn=|a=n—




Dados los posibles valores de tenemos 2 tipos de soluciones, dependiend@sipar o impar:
1)npar =>n=2m

@,(x) =Ccoskx+mmn) = iCcos(kx) = Ccos(kx) (el sg no importa; esta implicito €)

Esto corresponde a las soluciopeses o simétricas> y = ktg(ka) (3)

2)nimpar =n=2m+1

2m+1

@,(x) = Ccoskx+ 1) = +Cserfkx) = Cserfkx)

Esto corresponde a solucionegpares o antisimétricas> y = —kctg(ka) (4)
« Replanteando las condiciones de contorno:

1) npar:

Ae™® = Ccog- ka) = Ccodka)
Aye* = —kCself- ka) = kCserfka) A=B

Be " = Ccodka) C= ALk/ sei(ia)
B,)e " = —kCsetfka)

2) nimpar:

Ae™® = Csel{— ka) = —Cser{ka)

Aye* = kCcoq- ka) = kCcodka) A T/_Bes“""

Be ™ = Cserka) C=ALS di<a)
B,)e ™ = —-kCcodka)

Noten que todas las constantes quedan en funciom\ deEsta se encuentra con la condicion de

normalizacion.

» Todavia falta encontrar las energias. Las condésidB) y (4) nos van a dar las energias permitidas.
Como son ecuaciones trascendentes, vamos a alasglarpoco:

1) Para lagunciones pares:

y =tg(ka)

2mE _ 2m(v, +E)

y? = ktg®(ka) = - tg®(ka)

h? h?
2mV, 2mV. k?
Como y? =——2 —k* = ktg®(ka) = —= = k*(L+tg*(ka)) =
v 72 g*(ka) e ( g%( )) cog (ka)
h? a’
= cog(ka) = Zmy) kzg (multiplico y divido pora’ para que quede todo en funcionkd

hz
= co<(ka) = Tormve?) (ka)?



Sacando la raiz:

2

f(ka) - |cos(ka)|:(2 i f(ka)

m\,a*

codika) = i(

Hay que considerar algo mas. Cope tg(ka) y consideramos quke>0 y y > 0, entonces:

2mv,a’

tg(ka) > 0=|(ka) 01 y 3* cuadrante

2) Para lasunciones impares
y = —kctg(ka)

Se los dejo como ejercicio. La condicién resulta:

serfia) = (thvz . f (ka)

(o]

Pero ahora

tg(ka) < 0=|(ka)12% y 4° cuadrantg

* Resumiendo:

1) Pares o simétricas:

codka) { Ui f (ka)

2mV,a’
(ka)01*"y 3* cuadrante

Vet T T = T T e
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2) Impares o antismétricas:

serfka) = [h_J (ka)

2mv,a’
(ka) 2%y 4° cuadrante

0.8 - 4 3 s s -
0.6 K i i |

0.4 -

Los puntos de interseccion entre la recta (rojasylineas llenas (rojas) de las figuras marcavatsres
de (ka) que son solucién de las ecuaciones trascendentestras que las lineas punteadas muestran

donde no hay soluciones.

Para visualizar mejor las soluciones, grafiguemos
ambos conjuntos en un unico grafico:
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» Podemos notar que, cuanto mas profundo es el poayofV,), la pendiente de la recta es menor y se

tienen mas estados ligados. En particulaY, si- o, tengo infinitos estados ligados;\§i - , t@ngo un
anico estado ligado, simétrico. Se obtienen niveéesnergia discretos.
* Las energias tienen expresion analitica en el gas®, - « (pozo infinito — recordar que “infinito”

en fisica, significa muy grande respecto de otia&dsiones). En ese caso:

2
kazng: k? :Z—H;:%(V(ﬁE)
a
2 2
L
8me

» Observemos que, contrariamente a lo que sucedeast@&nte, la minima energia (tanto para el pozo
finito como para el infinito) no esV,. Esto es una consecuencia del principio de incartga que la
6



minima energidiene que ser compatible con la minima incerte#eeda posicion de la particula y su
impulso (y esta, no es cero). Calculemos cuali-iizivamente esa energia minima, teniendo en auent
el principio de incerteza, en el caso del pozmitdi

Si AxAp = h/2 (un valor mayor o igual /2) y Ax=2a (ancho del pozo)

EntoncesAp =~ h/4a

La minima incerteza que vamos a tener en la eneiggéica sera:

AT = (Ap) _  h*  _(2m)* _ h*| esto es justamente AE por sobre-V,en el primer nivel
2m  2m(4a)’ 8mda® 8md

del pozo infinito. M&s alla del valor cuantitatifgue obtenemos por haber asignado una incerteahagu
h/2), lo que esto muestra es que, por el princigionderteza, la particula nunca puede tener unaiene

igual al minimo de energia potencial.

* Veamos qué pinta tienen las autofunciones. Deligrafe observa que las soluciones simétricas y
antismétricas se van alternado, empezando poriorarga. Grafiguemos las tres primedensidades

de probabilidad(no las funciones de onda). Superponemos el gréfica densidad de probabilidad con
el pozo de potencial, para que se vea por dondgtemde la funcion.

e n=1: funcion simétrica 1§1)

e X< -a e X< -a
po(x) O{coskx) -asxsa =|dg(x)| Oicof(kx) -asx<a
e X=a g 2 X a
71
A2

El cos no tiene ningan nodo en la zona del pozo.

7 2n
A ComokiasE > —as—=|A=4a
Fuera del pozo, empalma con las exponenciales.

* n=2:funcién antisimétrica 1A1)



e X< -a e X
pa(x)O¢senkx) -asx<a = |¢A1(x)|2 O<serf(k,x) -a<x<a
e X>a g X>a

—|2a<A,<4a

Tiene un dnico nodo en la zona del pozo. Fuergpdeb

empalma con las exponenciales.

* n=3: funcidén simétrica 232)

e’ X< -a g2 X< -a
#,() 0{coskx) -asxsa = | (X[ Dicof(kx) -asx<a
g /e X=a g 2 X=a
T< kgasg—n :nsz—na<3—n
2 A2
2 )
=|-asA<a oblen:lsés§
3 A2

Es decir que entran entre 1—“}' de longitudes de

onda dentro del pozo. Presenta dos nodos y fetra d

pozo, empalma con las exponenciales.

* Noten que los sg = (en las) corresponden al pozo infinito.

* A medida que se van sucediendo las densidadesobalplidad (o las autofunciones), va aumentando
el nimero de nodos.

e Segun se ve, en estas densidades de probabilidadinza probabilidad no nula de detectar a la
particula en la zona clasicamente prohibida. Esteshun problema, porque se puede ver que, sitdetec
la particula en esa regién, no violo el principeoabnservaciéon de la energia (ni tengo energigsichs
negativas, ni impulsos complejos!). Esto es unltado que proviene del principio de incerteza. Pued

pensarlo asi:

Fuera del pozo, la funcién es del tip‘&x‘ . Si yo efectlio una medicién que detecta a laqagtien la

zona clasicamente prohibida, esa medicion segutantieme que tener un errdsx menor que el ancho



de la cola exponencial, para poder asegurar qmente la detecté en esa zona. Ahora, el ancha de |

: 1 : . :
cola exponenciales —, esencialmente. Por la relacion de incerteza:
4

AxXAp =1 :Apzizhy
AXx

Con esa dispersion, la incerteza que tengo erel@iencinética es:

h? E
AT = ( i —yz y comoy” = rﬂ |

2m 2m

= AT 2 |E|
O sea que tengo una incerteza en la energia @ngie es mayor que la propia energia de la paticul

Tengo suficiente certeza de haberla detectado @rz@sa, pero pierdo certeza sobre la energia de la
particula.

e Paridad

Aprovechemos la simetria del potencial para intoadun concepto importante en mecanica cuantica,
que es el concepto garidad de la funcion de onda.
* La densidad de probabilidad es simétrica con lamaisimetria que tiene el potencial. Eso esta bien y
es general: siempre la densidad de probabilidaa reflejar la simetria del potencial, ya que inkog
simétricos no pueden ser diferentes (no hay ningaxan fisica para privilegiar uno frente al otro).
* Sin embargo, las autofunciones son simétricas igiudtricas respecto de la simetria del potencial
Eso también es general y se puede demostrar. Saqpogque tenemos un potencial que es simétrico,
por ejemplo, respecto del eje que pasa perO (como es este caso). Planteamos la ecuacion de
Schrédinger:

{ ; ;’XZ +V(x>}¢(x) EA(X)

dondeV (x) =V (-X)

Hagamos el cambio de variablgs= —x:

] TR

El término del operador energia cinética no canpbi@s es una derivada segunda; tampoco cambia el

potencial. Por lo tanto, el operadﬁr(x’) es el mismo de antes, y sus autofunciones soloepugiterir de

las deH & )en una constante multiplicativa:

P(X) =Cp(x) = ¢(-X) =Cop(x)
Si vuelvo a reemplazax —» —x:

#(x) =Co(-x) =C*¢(x) > C ==1



Es decir:

|¢(—x) = t¢(x)\ (y eso esta bien, para que la densidad sea siaétri

Esta propiedad de simetria se llapaaidad. A las funciones simétricas o pares se les asigndgob+1,
y a las antisimétricas o impares, paridad -1.

En muchos casos en fisica atbmica o nuclear, ensgurabaja con estados ligados, el potencial es
simétrico vy, por lo tanto, las autofunciones tiepanidad bien definida. En fisica nuclear, por gjemla

paridad juega un papel muy importante ya que sntodos los procesos de decaimiento nuclear, la
paridad se conserva.

_______________ [

Creian que habiamos terminado? Todavia nos fadt@garar qué pasa si la energia de la particula es:
« E>O

En ese caso:

) ¢1( )+ E¢1(X) 0

2) j—;@(x) + 200, +E)g,(9 =0

3) jz¢3(x) +2MEp (=0

Las ecuaciones son las mismas, pero ahora la aresgiositiva. Entonces definimos:

kz_?(v +E)>0 yz——E>O

Con lo que:

1) 54,00+ () =0
X
a2 o
2) F¢2(X) +k°@,(x) =0
X

3 L 6.09+14.09=0

Es decir, en todas las regiones tenemos ondasasaje
£.(x) = A + Be ™

$,(9) = A" + Be™

#,() = Ae” + Be™"

donde:

$(X) = Ae”  + Be™ enlaregion1

ondaincidentedesde-  ondareflejada

— P
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g, ()= Ae”™ + Be™ enlaregion3

ondatransmitica  ondaincidentedesdetco

- -

La matematica nos da todas las soluciones. Podpamsar que hay una onda incidente desdeque,
en parte, se refleja, y en parte, se transmitéuheion Be™ representa una onda que viene desde,

es decir puede representar una particula (o flejpadticulas) que viene destéleo . Si imponemos como

condicion inicial que las particulas provienen stéo—, podemos anular esa onda, hacie®jc- 0

(como se ve en la figura).

AVAVAVAVAVAVAVA

AV VAVAV Vel |

§

* Aqui tenemos otro fenOmeno puramente cuanticoattdqula tiene probabilidad no nula de reflejarse
(es decir, volver sobre hactac). Si consideramos un flujo de particulas, estease dividir de acuerdo

a sus probabilidades: parte se va a transmitirrie s va a reflejar (vamos a estudiar ese fenéraeno
detalle en la proxima clase). Esto es un fendmetamente ondulatorio, similar a lo que le sucedea u
onda gque se encuentra con un contorno.

» Observen la relaciéon entre las longitudes de oedasiondas viajeras dentro y fuera el pozo. Pér qu
y cOmo cambian?

* Tenemos, entonces, 5 constantes de integracioreardear, mas la energia, y solo 4 condiciones de
contorno (en este caso, no tenemos la condiciomatealizacién). Si resolvemos el sistema de
ecuaciones, el determinante siempre se puede gungéardo con la constante extra. Entonces, vemos que
no hay ninguna condicion sobre la energia. Paartot para todo valor dé >0 tenemos solucion de la
ecuacion de Schrodinger. O sea, la particula tienespectro continuo de energias. Eso es gen@sl. L
estados no ligados, como estos, tienen un espaEmit;uo.

* Nota: Las ondas viajeras no estan normalizadas, asiequprincipio, no son una buena funcion de

onda. Sin embargo, como la ecuacion de Schrodegykneal, vale el principio de superposicion y, oo

2

tanto, cualquier combinacion lineal de ondas plemaatlsfamendcwzz—, también va a ser solucion.
m
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En particular, un paquete de ondas. Por lo tamidemos pensar a esta solucion como una aproximacio
gue nos muestra cOmo se comporta cada componente paquete de ondas y, por lo tanto, el mismo

paquete.
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